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Partea III-a  CINEMATICA 

9.   CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL 

9.1   Generalităţi 

9.1.1   Parametrii cinematici generali 

Caracterizarea mişcării unui punct material se face de regulă printr-un grup 

de mărimi fizice reunite sub denumirea generală de parametri cinematici. Aceştia 

sunt poziţia, viteza şi acceleraţia. 
a) Poziţia la un moment dat a unui punct 

material M se indică în raport cu un reper O (fig.9.1) 

printr-un vector de poziţie 

 )(trOMr ==  (9.1) 

Acesta este o funcţie de timpul t continuă, uniformă şi 
derivabilă de cel puţin două ori. Locul geometric al 

poziţiilor succesive ocupate de punct în timpul mişcării 

reprezintă traiectoria de deplasare. 
Relaţia vectorială (9.1) se poate proiecta în diferite sisteme de coordonate; 

ecuaţiile scalare astfel obţinute, în care t este variabila independentă, reprezintă 

ecuaţiile parametrice ale traiectoriei. În sistemul de coordonate carteziene, de 

exemplu, ele vor fi de forma: 

 )()()( tzztyytxx ===  (9.2) 

Prin eliminarea variabilei  t  între ecuaţiile parametrice se obţine ecuaţiile 

analitice ale traiectoriei. În cazul unei traiectorii conţinute într-un plan, de 

exemplu în xOy, se va găsi o singură ecuaţie de forma 0yxf =),(  

corespunzătoare unei curbe în acest plan. O traiectorie tridimensională va fi 

descrisă prin două ecuaţii, 0zyxf1 =),,(  şi 0zyxf2 =),,( , respectiv prin curba 

de intersecţie a suprafeţelor în spaţiu definite prin aceste relaţii. 
Pe orice traiectorie poziţia la un moment dat a 

punctului M poate fi indicată şi printr-o coordonată 

intrinsecă, mărime scalară,  reprezentând lungimea 

porţiunii din traiectorie măsurată faţă de un punct de 

referinţă 0M  (fig.9.2): 

 )(tsMMs 0 ==  (9.3) 

Această relaţie este numită şi ecuaţia orară a traiectoriei. Coordonata intrinsecă s 

poate servi în unele demonstraţii drept variabilă intermediară. 

b) Viteza este o mărime fizică vectorială care indică modul în care variază 
în raport cu timpul poziţia unui punct material pe traiectorie, respectiv vectorul 

de poziţie r . Pe o traiectorie )(T  (fig.9.3) un punct material se deplasează din 

M  în 1M  într-un interval de timp tD , parcurgând arcul de curbă sMM1 D= . 

 
 

 

 
 

 

 

Fig.9.1 

 

 
 

 

 

Fig.9.2 

traiectoria 

O 

M 

 

 

s 
 



138 

Variaţia vectorului de poziţie este rMM1 D= . 

Viteza medie a deplasării este 

 
t

r
vm D

D
=  (9.4) 

Vectorul mv  este coliniar şi de acelaşi sens cu 

rD . Se poate defini viteza instantanee în poziţia 
M ca limită a acestui raport atunci când durata 

deplasării tinde către 0. Astfel: 

 r
dt

rd

t

trttr

t

r
tvv

0t0t

&==
D
-D+

=
D
D

==
®D®D

)()(
limlim)(  (9.5) 

Viteza instantanee se exprimă prin derivata de ordinul întâi în raport cu timpul a 

vectorului de poziţie. Trebuie făcută precizarea că în Mecanică derivatele în 
raport cu timpul efectuate asupra mărimilor vectoriale sau scalare se notează prin 

unul sau două puncte aşezate deasupra simbolului respectiv. 

Relaţia (9.5) se mai poate prelucra şi în modul următor: 

t

t

s
t

s

s

|r |

|r |

r

t

s

s

|r |

|r |

r

t

r
v

s
dt
ds1

0t0t0t0t0t
&

434214342143421
&

=
D
D

×
D
D

×
D
D

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ

D
D
×

D
D

×
D
D

=
D
D

=

=

®D®D®D®D®D
limlimlimlimlim  (9.6) 

În această relaţie t  este versorul tangentei Mt  

la traiectoria )(T  (fig.9.4) iar 0s >&  dacă coor-

donata intrinsecă creşte. Relaţia (9.6) demon-

strează faptul că viteza v  este întotdeauna 

tangentă la traiectorie iar sensul ei coincide cu 

sensul de efectuare a mişcării. 

a) Acceleraţia este deasemenea o mărime 
fizică vectorială care indică modul în care 

variază în raport cu timpul viteza v  a punctului 

material. Ca şi în cazul vitezei se exprimă o 

acceleraţia medie sub forma: 

 
t

v
am D

D
=  (9.7) 

în care )()( tvttvv -D+=D  este variaţia vecto-

rului vitezei la trecerea din M în 1M  (fig.9.5). 

Acceleraţia instantanee în punctul M se determină prin calcularea limitei 

raportului din această relaţie atunci când tD  tinde către 0. 

 v
dt

vd

t

v
taa

0t

&==
D
D

==
®D

lim)(  (9.8) 

sau, ţinând cont de definirea vitezei, 

 r
dt

rd
a

2

2
&&==  (9.9) 
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Acceleraţia este deci prima derivată a vitezei 
în raport cu timpul şi cea de a doua derivată a 

vectorului de poziţie în raport cu acelaşi 

parametru. 

Se descompune acceleraţia după 
direcţiile tangentei şi normalei în M  la curba 

traiectoriei (fig.9.6): 

 nt aaa +=  (9.10) 

Componenta tangenţială ta  exprimă variaţia vitezei ca mărime; dacă are acelaşi 

sens cu v , mărimea vitezei creşte. Componenta normală na  caracterizează 

variaţia direcţiei vectorului vitezei;  ea se află întotdeauna în interiorul curburii 

traiectoriei. Vectorul acceleraţiei a  se va afla în consecinţă de aceeaşi parte cu 

curba traiectoriei faţă de tangentă. 

 

9.1.2   Parametrii cinematici unghiulari 

 

Pe lângă parametrii cinematici menţionaţi mai înainte, mărimi vectoriale,  
în mişcarea plană intervin şi nişte mărimi scalare grupate sub denumirea generală 

de parametri unghiulari. Aceştia sunt unghiul de poziţie, viteza unghiulară şi 

acceleraţia unghiulară. Pentru simbolizarea acestor mărimi se utilizează de 

obicei literele greceşti. Relaţiile dintre parametrii unghiulari sunt similare celor 
dintre parametrii vectoriali studiaţi. în capitolul precedent.  

a) Unghiul de poziţie este făcut de o dreaptă 

mobilă, de exemplu raza OM (fig.9.7), cu o direcţie de 
referinţă fixă care este de obicei axa Ox sau o paralelă 

la aceasta. Unghiul de poziţie este un unghi orientat, 

măsurându-se de la direcţia de referinţă la cea mobilă şi 

se consideră pozitiv dacă sensul lui coincide cu sensul 
trigonometric. Ca şi vectorul de poziţie el este o funcţie 

de timpul t continuă, uniformă şi derivabilă de cel puţin 

două ori: 

 )(tqq =  (9.11) 

b) Viteza unghiulară descrie modul de variaţie în 

raport cu timpul al unghiului de poziţie. Pornind de la o 
viteză unghiulară medie:  

 
t

m D
D

=
q

w  (9.12) 

în care qD  este variaţia unghiului de poziţie la trecerea 

din M în 1M , se exprimă viteza unghiulară instantanee 

în poziţia M  (fig.9.8): 

 q
qq

ww &==
D
D

==
®D dt

d

t
t

0t
lim)(  (9.13) 
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Viteza unghiulară se reprezintă grafic printr-o săgeată curbă în jurul vârfului 
unghiului de poziţie, în cazul de faţă punctul O. Sensul vitezei unghiulare 

corespunde sensului de rotaţie al razei OM, respectiv sensului de deplasare al 

punctului M  pe traiectorie. Ea este pozitivă dacă are sensul trigonometric. 

c) Acceleraţia unghiulară caracterizează modul de variaţie al vitezei 

unghiulare în raport cu timpul. Pentru o variaţie wD  a vitezei unghiulare 

(fig.9.9), acceleraţia unghiulară medie: 

 
t

m D
D

=
w

e  (9.14) 

conduce la obţinerea accelerţiei unghiulare instantanee 

în poziţia M: 

 w
ww

ee &==
D
D

==
®D dt

d

t
t

0t
lim)(  (9.15) 

Ţinând cont şi de definiţia vitezei unghiulare, 

 q
q

e &&==
2

2

dt

d
 (9.16) 

Şi acceleraţia unghiulară se reprezintă printr-o săgeată curbă în jurul vârfului 

unghiului de poziţie. Ea este pozitivă dacă are sensul trigonometric. Dacă w  şi e  

au acelaşi sens, rotaţia este accelerată. 
 

9.2   Parametrii cinematici ai mişcării în diferite sisteme de coordonate 

 

9.2.1   Coordonate carteziene 
 

În sistemul de coordonate carteziene 

(fig.9.10) vectorul de poziţie al unui punct M  de 
pe traiectorie este de forma: 

 kzjyixr ++=  (9.17) 

Sistemul de referinţă Oxyz este fix şi versorii  

kji ,,  sunt constanţi; în consecinţă numai 

coordonatele sunt funcţiile de timp 

 )()()( tzztyytxx ===  (9.18) 

Modulul vectorului de poziţie este: 

 
222 zyxr ++=||  (9.19) 

Viteza punctului M are expresia analitică: 

 kvjvivv zyx ++=  (9.20) 

Prin derivarea în raport cu timpul a vectorului de poziţie se obţine: 

 kzjyixrv &&&& ++==  (9.21) 

şi rezultă proiecţiile vitezei pe axele de coordonate: 

 zvyvxv zyx &&& ===  (9.22) 

Modulul vitezei se calculează cu relaţia: 
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 2
z

2
y

2
x vvvv ++=||  (9.23) 

Expresia analitică a acceleraţiei punctului M are forma: 

 kajaiaa zyx ++=  (9.24) 

Se derivează viteza şi se obţine: 

 kzjyixkvjvivrva zyx &&&&&&&&&&&& ++=++===  (9.25) 

Proiecţiile pe axele de coordonate ale acceleraţiei vor fi: 

 
ï
î

ï
í

ì

==

==

==

zva

yva

xva

zz

yy

xx

&&&

&&&

&&&

 (9.26) 

Modulul acceleraţiei se va calcula cu relaţia: 

 | |a a a ax y z= + +2 2 2
 (9.27) 

În cazul particular al unei mişcări 
plane, raportată de obicei la un sistem de axe 

Oxy (fig 9.11), relaţiile de mai sus capătă o 

formă simplificată: 

 jyixr +=  
22 yxr +=||  (9.28) 

 jvivv yx +=  2
y

2
x vvv +=||  xy vvtg =a  (9.29) 

 jaiaa yx +=  2
y

2
x aaa +=||  xy aatg =b  (9.30) 

Problema 9.1  O bară în formă de L se 
reazemă cu extremităţile sale A şi B pe două 

suprafeţe fixe (fig.9.12). Punctul A este 

deplasat cu o viteză constantă pe orizontală. 
Se cere să se studieze mişcarea punctului C.  

Date:  l2AB= , lAC = , .|| constvvA ==  

Cerute:  Cr , Cv , Ca  

Rezolvare:  Toţi parametrii cinematici sunt 

variabili în raport cu timpul prin intermediul 

unghiului de poziţie al barei )(taa = . Pentru 

punctul A se poate scrie: 

 
î
í
ì

=

=

0y

l2x
rA

asin
 

î
í
ì

=

=×=

0v

vl2v
v

y

x

A

aa &cos
 (9.31) 

de unde rezultă: 

 
a

a
cosl2

v
=&  (9.32) 

Pentru punctul C se calculează coordonatele poziţiei din care rezultă traiectoria 

prin eliminarea lui a : 
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 0lxy4y5x
ly

ll2x
r 222
C =--+®
î
í
ì

=

+=

a
aa

sin

cossin
 (9.33) 

Traiectoria este un arc dintr-o elipsă cu centrul în O şi cu semiaxele oblice. În 

continuare 

 

ï
ï
î

ïï
í

ì

=×=

×-=×-×=

v
2

1
lv

tgv
2

1
vll2v

v

y

x

C

aa

aaaaa

&

&&

cos

sincos

 (9.34) 

 
ï
î

ï
í

ì

=

-=××-=

0a

l4

v1
v

2

1
a

a

y

3

2

2x
C a

a
a coscos

&
 (9.34’) 

Problema 9.2  La mecanismul din fig.9.13 bara AB are o mişcare de rotaţie 
cunoscută; se cere să se determine poziţia, viteza şi acceleraţia culisei C sub 

forma unui algoritm de calcul. 

Date: lBCrABhOA === ,,  

          ejwjjj === &&& ,),(t  

Cerute: CCC avx ,,  

Rezolvare:  Pentru poziţia culisei se poate 

scrie ecuaţia vectorială: 

 CBABOAOCrC -+==  (9.35) 

care se proiectează pe axe prin ecuaţiile:  

 
î
í
ì

-+=

-=

aj

aj

sinsin

coscos

lrh0

lrxC
 (9.36) 

Din cea de a doua ecuaţie se determină:

 
l

rh j
a

sin
sin

+
=  (9.37) 

Dacă se derivează succesiv această ecuaţie în raport cu timpul se obţin derivatele 

unghiului a : 

 ajjaa &&& ®×=× coscos
l

r
 (9.38) 

 ( ) ajjjjaaaa &&&&&&&& ®×+×-=×+×- cossincossin 22

l

r
 (9.39) 

Viteza şi acceleraţia punctului C se obţin derivând în raport cu timpul 
prima din ecuaţiile (9.36): 

 
aaaajjjj

aajj

&&&&&&&&

&&&

×+×+×-×-==

×+×-==

sincossincos

sinsin

llrrxa

lrxv

22
CC

CC
 (9.40) 

Relaţiile de calcul în funcţie de datele problemei sunt grupate în algoritmul 

din tab.9.1. 
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Tabelul 9.1 

Nr. Relaţia Observaţii 

1 
l

rh a
a

sin
sin

+
=   

2 aa 21 sincos --=  
2

3

2

p
a

p
<<  

3 w
a
j

a
cos

cos

l

r
=&   

4 ( ) úû

ù
êë

é ×+×+×-= 22

l

r1
aaejwj

a
a &&& sincossin

cos
  

5 aj coscos lrxC -=   

6 aajw sinsin &lrvC +-=   

7 aaaajejw sincossincos &&& llrra 22
C ++--=   

 

9.2.2   Coordonate polare 

 

Acest sistem de coordonate, utilizat numai în cazul unor traiectorii plane, 

este compus din lungimea razei vectoare şi unghiul orientat pe care aceasta îl 
face cu o direcţie de referinţă fixă (fig.9.14): 

 )()( tOMtrr qq ===  (9.35) 

Dacă se asociază coordonatelor polare un sistem 
cartezian cu Ox drept axă polară, există relaţiile 

de transformare: 

 qq sincos ryrx ==  (9.36) 

ca şi cele inverse: 

 
x

y
tgyxr 22 =+= q  (9.37) 

Versorul ru  are direcţia şi sensul razei vectoare 

iar qu  este perpendicular pe aceasta în sensul 

unghiului q . În sistemul Oxy asociat (fig.9.15) ei 

au expresiile: 

 
î
í
ì

+-=

+=

jiu

jiur

qq

qq

q cossin

sincos
 (9.38) 

 

Versorii sunt funcţii de timp prin intremediul lui q , astfel că: 

 
ïî

ï
í
ì

-=×-×-=

=×+×-=

r

r

ujiu

ujiu

qqqqq

qqqqq

q

q

&&

&&&&

sincos

cossin
 (9.39) 
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Parametrii cinematici ai mişcării punctului 
M se pot exprima în funcţie de proiecţiile lor pe 

direcţiile definite de versorii  ru  şi qu  (fig.9.16) 

prin expresiile analitice: 

 

ï
î

ï
í

ì

+=

+=

=

qq

qq

uauaa

uvuvv

urr

rr

rr

r

 (9.40) 

Prin derivare în raport cu timpul se obţine pentru 

viteză şi acceleraţie: 

 qq ururururrv rrr
&&&&& +=+==  (9.41) 

 qqqq qqqqqq ur2rurrurururururva r
2

rr )()( &&&&&&&&&&&&&&&&&& ++-=++++== (9.42) 

Proiecţiile vitezei şi acceleraţiei în funcţie de coordonatele polare sunt: 

 
î
í
ì

=

=

qq
&

&

rv

rvr
 (9.43) 

ïî

ï
í
ì

+=

-=

qq

q

q
&&&&

&&&

r2ra

rra 2
r

 (9.44) 

În unele aplicaţii interesează nişte 
parametri cinematici speciali, respectiv viteza 

şi acceleraţia areolară, care exprimă variaţia 

în raport cu timpul a ariei acoperite de raza 

vectoare OMr =  (fig.9.17) în timpul 

mişcării punctului material pe traiectorie. 

Pentru un interval de timp tD  foarte mic, aria 

AD  poate fi încadrată între două sectoare 

circulare de raze OM şi 1OM , asimilabile 

unor triunghiuri isoscele: 

 qq DD+<D<D 22 rr
2

1
Ar

2

1
)(  (9.45) 

Această relaţie poate fi prelucrată prin calcularea limitelor fiecărui termen atunci 

când 0t ®D ; simultan şi 0r ®D . 
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limlimlim  (9.46) 

Ambele limite exterioare sunt egale şi în consecinţă viteza areolară W  va fi: 

 q
q &22 r

2

1

dt

d
r

2

1
==W  (9.47) 

Se mai observă că: 

 nruuruurrvr
ururrv

urr
2

r
2

rr

r
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unde n  este un versor perpendicular pe ru  şi  qu . 

Rezultă că viteza areolară se mai poate scrie: 

 vr
2

1
´=W  (9.49) 

Acceleraţia areolară se obţine derivând această relaţie în raport cu timpul: 

 ar
2

1
vr

2

1
vr

2

1
´=´+´=W=G &&&  (9.50) 

 

Problema 9.3  Un punct material M se 

deplasează pe o curbă pornind dintr-o poziţie 

iniţială 0M  (fig.9.18). Să se calculeze viteza 

şi acceleraţia punctului la un moment t 

oarecare. 

Date:  Ecuaţiile parametrice ale curbei: 

 atrr 0 +=  q q= +0 bt  (9.51) 

 .)constb,a( =  

Cerute: Traiectoria, viteza v , acceleraţia a . 

Rezolvare: Ecuaţia analitică a traiectoriei se obţine eliminând timpul între 
ecuaţiile parametrice: 

 )( 00
b

a
rr qq -+=  (9.52) 

Se recunoaşte ecuaţia spiralei lui Arhimede în coordonate polare. Din relaţiile 

(9.43) rezultă proiecţiile vitezei pe direcţiile ru  şi  qu   şi modulul acesteia: 

 2
0

2222
r

0

r
atrbavvv

atrbrbrv

arv
)(||

)(
++=+=®

î
í
ì

+===

==
q

q q&
&

 (9.53) 

şi, în continuare, din (9.44), cele ale acceleraţiei: 
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0

422
r

0
222

r

ba4atrbaaa

ab2r2ra

atrbrbrra

++=+=®

®
ïî

ï
í
ì

=+=

+-=-=-=

)(||

)(

q

q qq

q
&&&&

&&&

 (9.54) 

Problema 9.4  Un punct material M se 
deplasează pe o traiectorie eliptică cu viteză 

areolară constantă pornind din poziţia A aflată 

pe semiaxa mare a acesteia (fig.9.19). 

Cunoscând viteza  iniţială, să se calculeze 
vitezele în celelalte puncte extreme precum şi 

durata de parcurgere a întregii traiectorii. 

Date:  bOBaOA == ,  – semiaxele elipsei; 

 0A vv =||  – viteza iniţială. 

Cerute: |||,||,| DCB vvv  
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Rezolvare:   Din geometria elipsei se cunoaşte 
că pentru orice punct M aparţinând acesteia 

suma distanţelor la două puncte fixe F şi F’, 

numite focare, este constantă. Poziţionând 

mai întâi punctul M în A şi apoi în B, se 
determină: 
 aBFa2MFMF ==+ '  (9.55) 

Rezultă că distanţa dintre centrul geometric O 
al elipsei şi focarul F (fig.9.20) este: 

 22 bac -=  (9.56) 

Focarul se află întotdeauna pe semiaxa mare a elipsei şi deci ba > . 

Se cunoaşte deasemenea că elipsa face parte din familia de curbe plane 
numite conice. Ecuaţia generală a unei conice în coordonate polare (cu polul în 

focarul F şi axa polară suprapusă axei de simetrie a acesteia) este de forma: 

 
qcose1

p
r

+
=  (9.57) 

în care apar constantele p – parametrul conicei şi  e – excentricitatea conicei. În 

această ecuaţie tipul conicei este definit prin valoarea excentricităţii ( 0e =  

pentru cerc, 1e0 <<  pentru  elipsă, 1e =  pentru parabolă şi 1e >  pentru 

hiperbolă). În cazul elipsei excentricitatea se defineşte prin relaţia: 

 
a

ba

a

c

OA

OF
e

22 -
===  (9.58) 

Parametrul p se determină prelucrând relaţia (9.57) pentru coordonatele polare 
ale punctului  A ( 0=q , car -= ); se obţine în final: 

 
a

b
e1ap

2
2 =-= )(  (9.59) 

Viteza areolară a punctului M se calculează din relaţia (9.49)  pusă sub 
forma: 

 .sin|||||| constvr
2

1
vr

2

1
==´=W a  (9.60) 

în care ),( pa 0Î  este unghiul dintre direcţiile vectorilor r  şi v . În punctul de 

lansare A  carA -=|| , 0A vv =||  , 2/pa = ; în consecinţă: 

 .)( constcav
2

1
0 =-=W  (9.61) 

În punctul B, aflat pe semiaxa mică, aFBrB ==||  iar qpa -= . 

 ||||)sin(|||| BBBB vb
2

1

a

b
va

2

1
vr

2

1
==-=W qp  (9.62) 

Echivalând cu (9.61) se obţine viteza în punctul B: 

 0B v
b

ca
v

-
=||  (9.63) 
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Se observă că, din motive de simetrie, |||| BD vv = . În punctul C, aflat la cealaltă 

extremitate a semiaxei mari,  caFCrC +==||  şi 2/pa = . Procedând în mod 

analog se calculează: 

 0C v
ca

ca
v

+
-

=||  (9.64) 

Aria totală a unei elipse în funcţie de valorile semiaxelor este abA p=  

(rel.4.62). Timpul de parcurgere al traiectoriei eliptice se poate calcula, în cazul 

unei viteze areolare constante, cu relaţia: 

 
)( cav

ab2A
T

0 -
=

W
=

p
 (9.65) 

 

9.2.3   Coordonate cilindrice 
 

Sistemul de coordonate cilindrice reprezintă o extindere în spaţiu a 

coordonatelor polare prin combinarea acestora cu un sistem cartezian Oxyz 

(fig.9.21); direcţiile definite prin versorii ru  şi qu  se află în planul Oxy în care 

de obicei Ox serveşte drept axă polară. Traiectoriei reale (T) din spaţiu îi 
corespunde curba plană (T’) ale cărei puncte sunt poziţionate prin coordonatele 

polare descrise în capitolul precedent. Grupul de coordonate cilindrice pentru un 

punct  M este alcătuit din variabilele: 

 )(' trOMr == , )(tqq = , )(' tzMMz ==  (9.66) 

Parametrii cinematici ai acestuia sunt: 

 
ï
î

ï
í

ì

++==

++==

+=

kauauava

kvuvuvrv

kzurr

zrr

zrr

r

qq

qq

&

&  (9.67) 

Pentru viteza şi acceleraţia punctului M 

proiecţiile pe direcţiile definite de cei trei versori 

sunt: 

 
ï
î

ï
í

ì

=

=

=

zv

rv

rv

z

r

&

&

&

qq  (9.68) 
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ï
î

ïï
í

ì

=
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-=

za

r2ra

rra

z

2
r

&&

&&&&

&&&

qq

q

q  (9.69) 

Problema 9.5   Un punct material M se deplasează pe o traiectorie în spaţiu 

dată prin ecuaţiile sale parametrice în coordonate cilindrice, pornind dintr-o 
poziţie iniţială aflată în planul Oxy (fig.9.22). Se cere să se identifice forma 

geometrică a traiectoriei precum şi parametrii cinematici într-o poziţie oarecare. 

Date:   Poziţia iniţială – ),,( 0rM 000 q , 

 Ecuaţiile parametrice ale traiectoriei: 

 atrr 0 +=  bt0 +=qq  ctz =  ( cba ,, – constante). (9.70) 

Cerute: Ecuaţiile analitice ale traiectoriei, || v , || a  
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Rezolvare:  Forma traiectoriei este obţinută prin 
eliminarea timpului între ecuaţiile parametrice de 

mai sus: 

 
)()( 000 rr

a

c
z

b

a
rr -=-+= qq

 (9.71) 

Prima ecuaţie reprezintă o suprafaţă riglată, 
generată de o dreaptă paralelă cu Oz care se 

sprijină pe o spirală arhimedică aflată în planul 

orizontal; cea de a doua este o suprafaţă conică 

obţinută prin rotirea completă a unei drepte 
concurentă cu Oz, în jurul acesteia. Traiectoria, 

rezultată prin intersecţia acestor suprafeţe, este în 

consecinţă o spirală înfăşurată pe o suprafaţă conică. Se calculează în continuare 
viteza: 
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0
22

z

0

r

catrbav

cv

atrbv

av

+++=®
ï
î

ï
í

ì

=
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=

)(||)(q  (9.72) 

şi acceleraţia: 

 
22

0
2

z

0
2

r

a4atrbba

0a

ab2a

atrba

++=®
ï
î

ï
í

ì

=

=

+-=

)(||

)(

q  (9.73) 

 

9.2.4   Cordonate sferice 

 

Sistemul de coordonate sferice este 
compus din lungimea razei vectoare şi din două 

unghiuri de poziţionare a acesteia faţă de o 

direcţie fixă dintr-un plan de referinţă. 

)()()( tttrOMr jjqq ====  (9.74) 

De obicei coordonatele sferice sunt  corelate cu 

un sistem de coordonate carteziene, alegându-se 

Oxy ca plan de referinţă; unghiul orientat  j  se 

măsoară de la axa Ox la proiecţia OM’ a razei 

vectoare pe planul Oxy iar unghiul orientat q  se 

măsoară de la această proiecţie la raza vectoare 
(fig.9.23)*). 

Între coordonatele celor două sisteme există relaţiile: 

 qjqjq sinsincoscoscos rzryrx ===  (9.75) 

precum şi cele inverse: 

                                                   
*) În unele tratări teoretice unghiul q  se măsoară de la axa Oz la raza vectoare. 
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22

222

yx

z

x

y
zyxr

+
==++= qj tgtg  (9.76) 

 

Raportat la o sferă virtuală de rază OM (fig.9.24, a), sistemul de 

coordonate sferice poate fi tratat ca o asociere a două sisteme de coordonate 
polare aflate în plane diametrale perpendiculare unul pe celălalt, respectiv planul 

de referinţă fix xOy  şi planul mobil zON care conţine punctul M. Triedrul de 

versori specifici sistemului este alcătuit din ru  – pe direcţia razei vectoare OM, 

qu  – perpendicular pe raza vectoare în planul mobil zON  în sensul unghiului q  

(fig.9.24, b) şi ju
 – perpendicular pe plan în sensul unghiului j  (fig.9.24, c). 

Aceşti versori sunt variabili în raport cu timpul ca direcţie; pornind de la 
expresiile lor vectoriale în sistemul cartezian asociat se calculează:  
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 (9.77) 

şi derivatele în raport cu timpul: 
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  (9.78) 

Expresiile generale ale parametrilor cinematici sunt: 
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 (9.79) 
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Pentru viteză şi acceleraţie se fac operaţiunile de derivare specifice: 

 jq qjq urururururrv rrr cos&&&&&& ++=+==  (9.80) 

 

j

q

jjj

jqqq

qqjqjqj

qqjqqqjq

qjqqjqj
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++++--=
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 (9.81) 

S-au determinat astfel proiecţiile vitezei şi acceleraţiei pe direcţiile versorilor 

menţionaţi, respectiv: 

 
ï
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 (9.82) 
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 (9.83) 

 
Problema 9.6  Mişcarea unui punct 

material M  este cunoscută prin ecuaţiile sale 

parametrice în coordonate sferice. Să se 

recunoască traiectoria punctului, durata unui 
ciclu de mişcare, şi să se calculeze parametrii 

cinematici la momentul t = 0,5 secunde. 

Date:   Ecuaţiile parametrice ale traiectoriei: 

t
2

1
tbconstar wjwq ==== sin.

 (9.84) 

în care: m1a = , rad6b p= , 
1s-=pw  

Cerute: Traiectoria, T , |v| , |a|  

Rezolvare: Punctul M are o mişcare oscilatorie sinusoidală în raport cu cercul 

ecuatorial al unei sfere de rază  a (fig.9.25): 

 
j

p
jq 2

6
2b sinsin ==

 (9.85) 

Un ciclu complet de mişcare, cu revenire în poziţia iniţială 0M , are loc pentru 
pj 2=  şi deci: 

 
sec4

4
T2T

2

1
==®==

w
p

pwj
  (9.86) 

Într-un  moment oarecare al mişcării proiecţiile vitezei şi acceleraţiei pe direcţiile 
specifice coordonatelor sferice date de (9.82) şi (9.83) sunt: 
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 (9.87) 
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cossinsin
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 (9.88) 

Efectuând calculele pentru 5,0=t , 6pq = , 4pj = , se obţine în final:  

 
sm361

4

3
vvvv 222

r /,|| ==++=
p

jq
 (9.89) 

 

223222
r sm543

16

1

6

1
aaaa /,|| =+-=++= ppjq

 (9.90) 
 

9.2.5   Coordonate intrinseci (Frenet) 

 

Poziţia unui punct M pe o traiectorie 
în spaţiu se poate preciza şi prin 

coordonata intrinsecă: 

 )(tss =  (9.91) 

respectiv lungimea porţiunii de traiectorie 

parcursă pornind dintr-o poziţie iniţială 

0M  (fig.9.26). Parametrii cinematici ai 

mişcării punctului se pot exprima în 
funcţie de această coordonată. Pentru studiul variaţiei acestor parametri se face   

apel la unele cunoştiinţe din Geometria diferenţială. 

Vectorul de poziţie faţă de reperul fix O  este: 

 )]([)( tsrsrr ==  (9.92) 

Pornind de la definiţia generală a derivatei, cu notaţiile din fig.9.26, se poate face 

următoarea prelucrare pentru derivata vectorului de poziţie în raport cu s: 
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)()(
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 (9.93) 

Argumentul primei limite este un vector de modul unitar pe direcţia 1MM . 

Atunci când 0s ®D , 1M  tinde către M iar această direcţie devine tangenta Mt la 

traiectorie; vectorul unitar devine versorul t  al  tangentei. Variaţiile finite || rD  

şi sD  tind simultan către 0 astfel că limita raportului lor este 1. 

Traiectoria este o curbă continuă, fără puncte singulare, astfel că într-un 
punct oarecare al ei se poate construi o singură  dreaptă tangentă Mt. Pe această 

tangentă versorul t  este îndreptat în sensul de creştere al variabilei s; el este 

variabil ca direcţie în funcţie de poziţia punctului M : 
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 )(stt =  (9.94) 

Variaţia versorului t  în funcţie de coordonata s se defineşte prin derivata: 

 
ss

sss
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d

0s0s D
D

=
D
-D+

=
®D®D

tttt
lim

)()(
lim  (9.95) 

Se consideră segmentul de curbă finit 

sMM1 D=  (fig.9.27, a) şi un punct interme-

diar M’ care aparţine acestuia.  Prin cele trei 

puncte se poate construi un cerc care aproxi-

mează segmentul 1MM  printr-un arc:  

 aD×=D Rs  (9.96) 

Versorii )(st  şi )( ss D+t , tangenţi la traiec-

toria reală, sunt perpendiculari pe razele CM 

şi 1CM  care delimitează acest arc de cerc. 

(fig.9.27, b). Variaţia tD  este evidenţiată ca 

diferenţă între versorii )( ss D+t  şi )(st . Se 

prelucrează relaţia (9.95): 
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 (9.97) 

Argumentul primei limite reprezintă un vector de modul unitar, cu sensul spre 

interiorul curburii traiectoriei, a cărui direcţie coincide cu MC când 0s ®D . 

 νlim =
D
D

®D t
t

0s
 (9.98) 

În consecinţă n *) reprezintă versorul normalei în punctul M  la traiectorie. În cea 

de a doua limită || tD  şi aD  tind simultan către 0 astfel că: 

 1
0s

=
D

D

®D a

t
lim  (9.99) 

Ţinând cont de (9.96), cea de a treia limită se mai poate scrie: 

 
ra

aa 1

R

1

Rs 0s0s0s
==

D×
D

=
D
D

®D®D®D
lim

)(
limlim  (9.100) 

La limită punctul 1M  tinde să se suprapună peste M  iar arcul finit sD  devine un 

arc infinitezimal ds; cercul de aproximare devine cercul de curbură  al 

traiectoriei în punctul M; punctul C,  devenit centru de curbură, se află pe 

normala la traiectorie iar r=CM  reprezintă raza de curbură. Planul care 

conţine cercul de curbură se numeşte plan osculator. 

                                                   
*) litera grecească “niu” 
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Prin regruparea relaţiilor de mai sus şi echivalarea cu rel.(9.95) se obţine 
derivata versorului tangentei la curbă în raport cu coordonata intrinsecă s: 

 n
r

t 1

ds

d
=  (9.101) 

Triedrul de referinţă, cunoscut sub numele 
de triedrul Frenet, este compus din trei 

direcţii reciproc perpendiculare: tangenta la 

curbă în punctul M, normala principală (pe 
care se află centrul de curbură C) şi 

binormala (fig.9.28). Versorii acestor 

direcţii sunt t , n  şi ntb ´= . Derivatele 

lor în raport cu coordonata s sunt cunoscute 
sub denumirea de formulele lui Frenet. 

Pentru studiul parametrilor cinematici este importantă numai prima formulă a lui 

Frenet, respectiv (9.101), demonstrată mai înainte. 

Pentru viteza şi acceleraţia punctului M  există relaţiile generale: 

 bnt bnt vvvv ++=  222 vvvv bnt ++=||  (9.102) 

 bnt bnt aaaa ++=  222 aaaa bnt ++=||  (9.103) 

Pentru calculul vitezei se derivează vectorul de poziţie care este funcţie de 

timp prin intermediul coordonatei s . Ţinând cont de rel.(9.93) se obţine: 

 tt vs
dt

ds

ds

rd

dt

rd
v ==×== &  (9.104) 

care reconfirmă cele arătate în cap.9.1.1, respectiv că viteza este tangentă la 

traiectorie şi în sensul de efectuare al deplasării. Rezultă proiecţiile: 

 0v0vvsv ==== bnt &  (9.105) 

Versorul tangentei este funcţie de timp prin intermediul coordonatei s, astfel că: 

 n
r

tt
t

s

dt

ds

ds

d

dt

d && =×==  (9.106) 

Pentru calculul aceleraţiei se derivează relaţia (9.102) a vitezei;  

 n
r

ttt
2s

sssva
&

&&&&&&& +=+==  (9.107) 

şi rezultă proiecţiile acceleraţiei: 

 0a
vs

asa
22

==== bnt rr
&

&&  (9.108) 

Se observă ca acceleraţia este conţinută în planul osculator. Raza de curbură r 
într-un punct  al traiectoriei se poate determina echivalând acceleraţia din acest 

sistem cu cea exprimată în alt sistem de coordonate (carteziene, polare, etc.). 

 

Problema 9.7  Un punct material se mişcă cu o acceleraţie tangenţială 

constantă pe o traiectorie parabolică (T) pornind din origine cu viteza iniţială 0v  
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(fig.9.29); la un moment 1t  el are coordonatele ),( 11 yxM . Să se determine 

ecuaţia orară a traiectoriei, viteza, acceleraţia şi raza de curbură într-o poziţie 

oarecare. 
Date: Ecuaţia parabolei:  

 2

2
1 yx =  (9.109) 

Constantele: 0v , 1t , 1x , 1y ; 

Cerute: )(tss = , v , ta , na , r  

Rezolvare:  Se determină mai întâi lungimea 
arcului de traiectorie elementar: 

 

dyy1dydydx1

dydxds

22

22

+=+=

=+=

)(

)()(
(9.110) 

Se integrează această relaţie: 

 )sh(arg yy1ydyy1dss
2
12

2
1y

0

2s

0
++=+== òò  (9.111) 

şi se pun condiţiile date pentru punctul M: 

 )sh(arg)( 12
12

112
1

11 yy1yyssOM ++===  (9.112) 

Se notează prin 0a  valoarea necunoscută a acceleraţiei tangenţiale şi se 

integrează relaţia de definiţie a acesteia în raport cu timpul: 

 .constasa 0 === &&t  10 Ctasv +== &  21
2

02
1 CtCtas ++=  (9.113) 

Constantele de integrare 1C  şi 2C  se determină din condiţiile iniţiale: 

 0120 vC0Cvs0s0t ==®==®= ,, &  (9.114) 

iar valoarea 0a  din condiţia că la momentul 1tt =  , 1ss = : 

 
2
11010 ttvs2aa )( -==t  (9.115) 

Cu aceste determinări ecuaţiile de mişcare devin: 

 00 vtav +=  (9.116) tvtas 0
2

02
1 +=  (9.117) 

Se derivează relaţia (9.109) în raport cu timpul: 

 y
2
yx

22

2
1 yavayyyxyyxyx +=®+=®=®= &&&&&&&  (9.118) 

Proiecţiile vitezei şi acceleraţiei pe axele sistemului cartezian sunt: 

 
î
í
ì

=
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a

a

sin

cos

vv
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y

x
 (9.119) 

î
í
ì

-=

+=

aa

aa

nt

nt

cossin

sincos

aaa

aaa

y

x
 (9.120) 

în care direcţia tangentei la traiectorie este definită prin relaţiile: 

 
y

1

dydx

1

dx

dy
===atg  (9.121) 

Se fac înlocuirile în relaţia (9.118) şi se obţine pentru acceleraţia normală: 

 
32

222

y1

v

y

v
a

)(cossin
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+
=

+
=

aa
a

n  (9.122) 
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Raza de curbură va avea relaţia de calcul: 

 
2322 y1av )( +== nr  (9.123) 

 

 

9.3   Mişcări particulare ale punctului material 

 

9.3.1   Mişcarea rectilinie 

 

Se alege un sistem de referinţă cartezian cu axa Ox suprapusă traiectoriei 
rectilinii a punctului M (fig.9.30). Parametrii cinematici au în acest caz formele 

simplificate: 

 iaaivvixr ===  (9.124) 

în care: 

dt

dv
aa

dt

dx
vv xx =º=º  (9.125) 

În momentul iniţial punctul se găseşte în poziţia 0M  în care parametrii 

cinematici au proiecţiile 000 avx ,, . 

Mişcarea rectilinie uniform variată se caracterizează prin faptul că accele-

raţia rămâne  constantă şi egală cu valoarea din momentul iniţial, respectiv 0a . 

Relaţiile (9.125) se pot prelucra în modul următor:  

 tavvdtadtadv 00

t

00

t

0

v

v0
=-®== òòò  (9.126) 

 
2

02
1

00

t

0 00

t

0

x

x
tatvxxdttavdtvdx

0
+=-®+== òòò )(  (9.127) 

Mişcarea rectilinie uniformă se efectuează cu o viteză constantă, respectiv 
cu acceleraţie nulă pe toată durata deplasării 

Recapitulând, relaţiile corespunzătoare celor două tipuri de mişcări sunt: 

 

ï
î

ï
í

ì

++=

+=

==

2
02

1
00

00

0

tatvxx

tavv

constaa .

 (9.128) 

ï
î

ï
í

ì

+=

==

=

tvxx

constvv

0a

00

0 .  (9.129) 

Problema 9.8 : Un punct material cade de la o înălţime dată 

fără viteză iniţială (fig.9.31). Să se stabilească durata căderii şi 

viteza la atingerea solului. 
Date:   h, g      Cerute: t, v  

Rezolvare: Căderea se execută cu acceleraţia gravitaţională 

constantă, mişcarea fiind în consecinţă uniform variată. Se alege Oy 
ca axă de referinţă, cu originea în punctul de plecare. Legea de 

mişcare se obţine din relaţiile (9.128) în care se particularizează 

ga0 = , 0v0 =  şi 0x0 = . Rezultă: 

 
2

2
1 gtygtvga ===  (9.130) 

La nivelul solului hy =  şi se obţine: 

 

 
 
 

Fig.9.30  

 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

Fig.9.31 

 

M  
O 

 
x 

x 

  

 

g 

h 

y 

O 



156 

 gh2vgh2t ==  (9.131) 

Ultima relaţie este cunoscută şi ca formula lui Galilei. 

 

 

9.3.2   Mişcarea circulară 

 

Punctul M descrie o traiectorie circulară de rază 
.constR =  în jurul punctului O (fig.9.32). Între parametrii 

unghiulari q, w, e, definiţi în cap.9.1.2, există relaţiile: 

 q
q

w &==
dt

d
 qw

w
e &&& ===

dt

d
 (9.132) 

asemănătoare celor dintre x, v şi a de la mişcarea rectilinie 

(rel.9.125). Se reaminteşte că parametrii unghiulari sunt 
mărimi orientate, pozitive în sens trigonometric. Cazurile 

particulare corespunzătoare sunt  mişcarea circulară uniform variată şi mişcarea 
circulară uniformă; relaţiile caracteristice acestora se obţin prin analogie cu 
(9.128) şi (9.129): 

 

ï
î

ï
í

ì

++=

+=

==

2
02

1
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t

const

ewqq

www

ee .

 (9.133) 

ï
î

ï
í

ì

+=

==

=

t

const

0

00

0

wqq

ww
e

.

.

 (9.134) 

Parametrii cinematici ai mişcării punctului M pe traiectoria circulară pot fi 
studiaţi în diferite sisteme de coordonate. 

 

a) în coordonate carteziene (fig.9.33) 

Coordonatele punctului M şi traiectoria acestuia (obţinută prin eliminarea 
variabilei q ) sunt definite prin relaţiile: 

 
222 Ryx

Ry

Rx
=+®

î
í
ì

=

=

q
q

sin

cos
 (9.135) 

Prin derivarea în raport cu timpul a coordonatelor se obţin proiecţiile pe axe ale 

vitezei (fig.9.33, a) şi modulul acesteia: 
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 Ryxvvv
xRyv

yRxv
222

y
2
x

y

x ww
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=+=+=®

ïî
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-=-==
||

cos

sin

&&

&&
 (9.136) 

Se derivează în continuare în raport cu timpul proiecţiile vitezei pentru 
obţinerea acceleraţiei şi a modulului acesteia (fig.9.33, b): 

 242
y

2
x2

yy

2
xx

Raaa
xyxxva

yxyyva
ew

ewww

ewww
+=+=®

ïî

ï
í
ì

+-=+==

--=--==
||

&&&

&&&
 (9.137) 

 
b) în coordonate polare (fig.9.34) 

Se observă că coordonata polară .constROMr ===  şi deci derivatele ei 
în raport cu timpul sunt nule. Pentru proiecţiile vitezei (fig.9.34, a) se utilizează 
relaţiile (9.41): 

 0rvr == &  vRrv === wqq
&  wq Rvvv 22

r =+=||  (9.138) 

Se confirmă şi în acest caz că în mişcarea circulară viteza este perpendiculară pe 
rază şi are acelaşi sens cu viteza unghiulară w. Pentru acceleraţie (fig.9.34, b) se 
particularizează relaţiile (9.42): 

 
eqq

wq

q Rr2ra

Rrra 22
r

=+=

-=-=
&&&&

&&&
 

2422
r Raaa ewq +=+=||  (9.139) 

Acceleraţia după direcţia razei OM este îndreptată întotdeauna către polul O iar 

cea perpendiculară pe rază are acelaşi sens cu acceleraţia unghiulară e. 
 

c) în coordonate intrinseci (Frenet) (fig.9.35) 
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Alegând punctul 0M  ca poziţie de referinţă, coordonata intrinsecă este 

arcul de cerc qRMMs 0 == . Punctul O este centrul de curbură iar raza de 
curbură este R=r . 

Pentru viteză (fig.9.34, a) se porneşte de la relaţiile (9.105) obţinându-se: 

 wqt RRsvv ===º &&  (9.140) 

Pentru acceleraţie (fig.9.34, b) se utilizează relaţiile generale (9.108): 

 
2

222

R
R

Rs
a

RRsa

w
w

r

eq

n

t

===

===

&

&&&&

 
2222 Raaa ewnt +=+=||  (9.141) 

Se constată şi în acest caz că acceleraţia tangenţială ta  are sensul dat de e  iar 

aceleraţia normală na
 este îndreptată întotdeauna către centrul O. 

 

În continuare, atât în abordarea teoretică cât şi în aplicaţiile în care intervin 
mişcări circulare, se vor prefera notaţiile şi relaţiile de calcul (9.140) şi (9.141). 
 

9.3.3   Mişcarea uniformă pe elicea circulară 

 
Traiectoria punctului material M este o spirală 

înfăşurată pe suprafaţa unui cilindru circular drept 

de rază R (fig.9.36). Distanţa între spire măsurată pe 
generatoarea cilindrului (pasul elicei) este constantă, 

astfel că .constpMMMM 2110 ==== K   Se 

consideră un sistem de referinţă cartezian cu axa Oz 

suprapusă axei cilindrului şi Ox trecând prin poziţia 

iniţială 0M . Pe desfăşurata suprafeţei cilindrului 

traiectoria elicoidală devine o dreaptă înclinată cu 

unghiul a  faţă de orizontală (fig.9.37). În relaţia: 

 
RR2

p

R

z l
pq

a ===tg  (9.142) 

s-a introdus constanta: 
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 apl tgR2p ==  (9.143) 

Proiecţia *M  în planul Oxy , poziţionată prin unghiul q  faţă de axa Ox 

(fig.9.38), are o mişcare circulară cu viteza unghiulară .const=w  

Poziţia punctului M în sistemul cartezian este data de coordonatele: 

 qcosRx =  qsinRy =  lq=z  (9.144) 

Pentru viteză se calculează proiecţiile: 

lwqlwqqwqq ======-=-== &&&&&& zvxRyvyRxv zyx cossin  (9.145) 

şi rezultă modulul: 

 
a

w
awlwlw

cos
||

R
tg1RRyxvvvv 2222222

z
2
y

2
x =+=+=++=++=  

 (9.146) 
În continuare, se calculează proiecţiile acceleraţiei şi modulul acesteia: 

 0vayxvaxyva zz
2

yy
2

xx ==-===-=-== &&&&& wwww  (9.147) 

 22222
z

2
y

2
x Ryxaaaa ww =+=++=||  (9.148) 

În triedrul Frenet parametrii cinematici au expresiile: 
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a
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&
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 (9.149) 
Se poate calcula raza de curbură echivalând acceleraţiile totale: 
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r
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w
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2 RR

Ra
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|| =®==  (9.150) 

 

9.3.4   Mişcarea oscilatorie armonică 
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Un punct material M se 
deplasează pe o traiectorie rectilinie 

oscilând între două poziţii extreme, 

echidistante faţă de un punct fix O 

(fig.9.39). 
Oscilaţia se numeşte armonică 

dacă legea de mişcare se exprimă 

printr-o funcţie trigonometrică sinus 
sau cosinus. Raportând această 

deplasare la o axă Oy verticală, legea 

de mişcare este descrisă printr-o 

expresie de forma: 

 )sin(sin jw +== tAΦAy  (9.151) 

în care A, w şi j   sunt constante.  
Terminologia specifică mişcărilor oscilatorii armonice este următoarea: 

 y – elongaţia, A – amplitudinea, 

 w – pulsaţia, j – faza iniţială, 

 jw += tΦ  – faza, 

 T – perioada, 

 f – frecvenţa. 

 
Semnificaţia acestor termeni poate fi mai uşor pusă în evidenţă dacă se 

face o analogie între mişcarea oscilatorie armonică şi mişcarea circulară uniformă 

(fig.9.40). Astfel, un punct P se deplasează pe o traiectorie circulară de rază A cu 

viteza unghiulară .const=w  pornind din poziţia iniţială 0P . Unghiurile de 

poziţie ale razelor, respectiv F  şi j , sunt raportate la o axă Ox; legătura dintre 

ele corespunde rel.(9.134). Proiecţia M a punctului P pe direcţia axei Oy va oscila 

faţă de punctul O după legea de mişcare descrisă de rel.(9.151). Perioada T, 

reprezentând timpul în care se execută o oscilaţie completă, este echivalentă 
duratei unei rotaţii complete a punctului P în jurul lui O, iar frecvenţa f reprezintă 

numărul de oscilaţii efectuate într-o secundă. Relaţiile corespunzătoare sunt: 

 
p
w

w
p

pw
2T

1
f

2
T2T ==®=®=  (9.152) 

Relaţia f2pw = permite interpretarea fizică a pulsaţiei în cazul mişcării osci-

latorii drept numărul de oscilaţii efectuat într-un interval de 2862 ,@p  secunde. 
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Viteza şi acceleraţia se obţin derivând 
relaţia (9.151): 

 )cos( jww +== tAyv &  (9.153) 

 
22 ytAva wjww -=+-== )sin(&  (9.154) 

Analogia cu mişcarea circulară uniformă se 

păstrează şi în acest caz; viteza şi acceleraţia 

punctului M se pot obţine proiectând pe Oy 

viteza şi acceleraţia punctului P (fig.9.41). 
Diagramele de variaţie ale parametrilor 

cinematici sunt reprezentate în fig.9.42. La 

momentul iniţial 0t =  aceştia au valorile: 

 
jwjwj sincossin 2

000 AaAvAy -===
 (9.155) 

În pozițiile extreme elongția și accelerația au valori maxime, viteza fiind 
nulă; La trecerea prin poziția de echilibru accelerația este nulă în timp ce viteza 
este maximă.  

 2AaAvAy ww m=±=±= maxmaxmax  (9.156) 

 

  

10.   CINEMATICA SOLIDULUI RIGID 
 

10.1   Generalităţi 
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Pentru studiul mişcării unui corp solid rigid 
sunt necesare două sisteme de coordonate (fig.10.1): 

– sistemul de referinţă fix 1111 zyxO  (SRF); 

– sistemul de referinţă mobil Oxyz (SRM), 

solidar cu corpul. 

Versorii 111 kji ,, ai sistemului de referinţă 

fix sunt constanţi în timp ce versorii kji ,,  ai 

sistemului de referinţă mobil sunt variabili ca 

direcţie în raport cu timpul. Pentru determinarea 

acestei variaţii se porneşte de la produsele scalare 
care se pot forma cu versorii respectivi: 

 
1ik1kj1ji

0kk0jj0ii

=×=×=×

=×=×=×
 (10.1) 

Prin derivarea acestor relaţii în raport cu timpul se obţine: 

 0kkjjii =×=×=× &&&  (10.2) 

 yxz kiikjkkjijji www =×-=×=×-=×=×-=× &&&&&&  (10.3) 

S-au introdus notaţiile zyx www ,,   a căror semnificaţie va fi evidenţiată în 

continuare. Amintind că proiecţia unui vector pe o axă se obţine din produsul 
scalar al vectorului respectiv cu versorul acelei axe, pentru un vector oarecare V  

din SRM se poate scrie o relaţie de forma: 
 kjVjjViiVkVjViVV zyx )()()( ×+×+×=++=  (10.4) 

Se înlocuieşte V prin i&  şi se prelucrează relaţia obţinută: 

 { i

001

kji

kkijjii

0

iii zyx

yz

´==

-

×+×+×= wwww

ww
321

&
321

&&& )()()(  (10.5) 

Se procedează în mod analog şi pentru ceilalţi doi versori obţinându-se în final 
expresiile cunoscute în Mecanică sub numele de relaţiile lui Poisson: 

 kkjjii ´=´=´= www &&&  (10.6) 

În aceste relaţii apare viteza unghiulară w , vector care caracterizează 
mişcarea de rotaţie a SRM în raport cu SRF şi, implicit, rotaţia generală a 
corpului căruia îi este ataşat acest sistem de referinţă. Pentru acest vector 
expresia analitică în SRM este: 

 kji zyx wwww ++=  (10.7) 

iar proiecţiile sale pe axe sunt definite de relaţiile (10.3). Vectorul w  este 

deasemenea variabil în raport cu timpul astfel că se defineşte  acceleraţia 

unghiulară e : 

 kji zyx eeee ++=  (10.8) 
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ca derivată în raport cu timpul a vitezei unghiulare: 

 kjikji zyxzyx

&&&&&&& wwwwwwwe +++++==  (10.9) 

Se observă că: 

 
0kji

kjikji

zyx

zyxzyx

=´=++´=

=´+´+´=++

wwwwww

wwwwwwwww

)(

)()()(
&&&

 (10.10) 

şi se poate scrie pentru proiecţiile în SRM ale acceleraţiei unghiulare: 
 zzyyxx ewewew === &&&  (10.11) 

 

10.2   Parametrii cinematici ai mişcării solidului rigid 

 
Dacă unui corp solid rigid i se ataşează un 

sistem de referinţă mobil propriu (SRM), 
parametrii cinematici generali ai mişcării 
corpului sunt poziţia Or , viteza Ov  şi acceleraţia 

Oa  ale originii O a acestui sistem, precum şi 

viteza unghiulară w  şi acceleraţia unghiulară e  

cu care se roteşte corpul faţă de sistemul de 
referinţă fix (SRF) (fig.10.2). 

În cele ce urmează se stabilesc relaţiile 

care permit determinarea poziţiei, vitezei şi 

acceleraţiei unui punct oarecare P al corpului. 

 

a) Poziţia.  Punctul P se poziţionează în SRM prin vectorul de poziţie local 
r iar în SRF prin vectorul 1r . Între aceştia există relaţia: 

 rrr O1 +=  (10.12) 

care se poate dezvolta sub forma: 

 kzjyixkzjyixr 1O1O1O1 +++++=  (10.13) 

În această relaţie versorii 111 kji ,,  şi coordonatele locale x, y, z ale punctului P 

sunt constante iar coordonatele OOO zyx ,,   ale originii O şi versorii kji ,,  sunt 

variabile în raport cu timpul. Cele 6 variabile independente reamintesc că un corp 
liber are 6 grade de libertate – 3 translaţii după direcţiile axelor SRF şi 3 rotaţii în 
raport cu aceste axe (cap.6.1). 

Axele sistemului mobil pot fi poziţionate în sistemul fix prin unghiurile 

directoare prezentate în tab.10.1; pentru Ox, de exemplu, acestea sunt 

reprezentate în fig.10.3. 
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Tabelul 10.1 

11xO  11 yO  11zO  

Ox xa  xb  xg  

Oy ya  yb  yg  

Oz za  zb  zg  

 

Relaţia (10.12) se poate pune sub forma 
matriceală: 
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  (10.14) 

În forma simbolică această relaţie 
matriceală se scrie: 

 r1 = rO + R × r (10.14’) 
unde R este matricea de rotaţie a sistemului 
mobil faţă de cel fix.  

În particular, dacă sistemul mobil se află 
cu Oxy suprapus peste 111 yxO  (fig.10.4), 

unghiurile directoare au valorile: 
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  (10.15) 

Într-o astfel de situaţie, întâlnită în cazul mişcării plan-paralele, relaţia matriceală 
(10.14) devine: 
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care se poate simplifica prin suprimarea elementelor corespunzătoare variabilei z. 
 

b) Viteza. Se derivează în raport cu timpul relaţia (10.12): 
 rrr O1

&&& +=  (10.17) 

şi se exprimă vectorii rezultaţi prin expresiile lor analitice în sistemul de referinţă 
mobil*). Astfel: 

 kvjvivvr zyx1 ++==&  (10.18)  kvjvivvr OzOyOxOO ++==&  (10.19) 

reprezintă vitezele absolute ale punctelor P şi O (atributul absolut se referă la 
vitezele punctelor faţă de sistemul de referinţă fix). În continuare: 
                                                   
*) Raportarea la sistemul de referinţă mobil este impusă de necesităţile calculului dinamic 
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 (10.20) 

Acest termen corespunde unei viteze locale a punctului P faţa de originea O a 
sistemului de referinţă mobil. Pentru viteza punctului P se poate scrie în 
consecinţă: 

 rvv O ´+= w  (10.21) 

expresie cunoscută sub numele de relaţia lui Euler pentru viteze. Proiecţiile pe 
axele sistemului de referinţă mobil ale vitezei provin din prelucrarea acestei 

relaţii: 
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Relaţia matriceală echivalentă pentru calculul proiecţiilor vitezei are forma 
dezvoltată: 
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 (10.23) 

căreia îi corespunde relaţia simbolică: 

 v = vO + w × r (10.24) 

Prin  w  s-a notat matricea antisimetrică asociată vitezei unghiulare w . 
 

c) Acceleraţia. Se derivează în raport cu timpul relaţia (10.17): 

 rrr O1
&&&&&& +=  (10.25) 

Ca şi în cazul vitezelor se exprimă vectorii rezultaţi prin expresiile lor analitice în 
sistemul mobil. Pentru punctele P şi O se obţin acceleraţiile absolute: 
 kajaiaar zyx1 ++==&&  (10.26)  kajaiaar OzOyOxOO ++==&&  (10.27) 

Ţinând cont de rel.(10.20), acceleraţia locală a punctului P faţă de O va fi: 

 )()()( rrrrr
dt

d
r

dt

d
r ´´+´=´+´=´== wwewww &&&&&  (10.28) 

Se regrupează aceste derivate şi se obţine expresia: 
 )( rraa O ´´+´+= wwe  (10.29) 

care este cunoscută sub numele de relaţia lui Euler pentru acceleraţii. Relaţia se 
mai poate scrie: 
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 (10.30) 

rezultând pentru proiecţiile pe axele sistemului de referinţă mobil expresiile: 
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Şi aceste relaţii pot fi puse sub o formă matriceală; pentru simplificarea 
scrierii se introduce mai întâi viteza locală a punctului P faţă de O sub forma: 
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astfel că echivalentul matriceal al relaţiei (10.31) va fi: 
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 (10.33) 

Relaţiilor de mai sus le corespunde forma matricială simbolică: 
 A  =  aO  +  e  × r  +  w  ×  (w  ×  r) (10.34) 

Prin  w  şi  e  s-au notat matricile antisimetrice asociate vectorilor w  şi e *) 

 

10.3   Mişcări particulare simple ale solidului rigid 

 

10.3.1   Mişcarea de translaţie 

 

Translaţia se caracterizează prin aceea 
că orice dreaptă a corpului rămâne tot timpul 
mişcării paralelă cu ea însăşi, fapt valabil şi 
pentru axele sistemului de referinţă mobil 
(fig.10.5). În expresia: 
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numai coordonatele OOO zyx ,,  sunt variabile 

independente. În consecinţă un corp în 
translaţie are trei grade de libertate. 

Versorii kji ,,  sunt constanţi iar derivatele lor sunt nule: 
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*) Forma simbolică este utilă la realizarea programelor de calculator care operează cu 

blocuri de matrici 
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Din relaţiile lui Euler se deduce: 
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În mişcărea de translaţie toate punctele corpului au la un moment dat aceeaşi 

viteză şi aceeaşi acceleraţie. 
Un caz particular îl constituie roto-

translaţia, mişcare în care punctele unui 
corp aflat în translaţie descriu traiectorii 
circulare. Situaţie se întâlneşte, de 
exemplu,  la biela unui mecanism patrula-

ter paralelogram (fig.10.6) la care 

RBOAO 21 ==  şi 21OOAB = . În timpul 

mişcării biela AB  rămâne paralelă cu baza 21OO  iar punctele ei descriu 

traiectorii circulare identice, având aceeaşi viteză şi aceeaşi acceleraţie. Dacă 
manivela AO1  se roteşte cu .const=w  atunci pentru un punct oarecare M al 

bielei viteza şi acceleraţia sunt: 

 wRvvv BAM ===  (10.38)  2
BAM Raaa w===  (10.39) 

 

10.3.2   Mişcarea de rotaţie 
 

În mişcarea de rotaţie două puncte ale 

corpului rămân tot timpul fixe în spaţiu. Se 
consideră teoretic că legăturile pentru fixarea 
acestor puncte,  notate prin 1O  şi 2O , sunt nişte 
articulaţii sferice (fig.10.7). Dreapta care le 

uneşte este axa de rotaţie a corpului. Toate punc-
tele acestuia descriu traiectorii circulare de rază 

RPO ='  în plane perpendiculare pe axă. 
Fără a reduce din generalitate, cele două 

sisteme de referinţă, fix şi mobil, se aleg cu 
originea comună într-unul din punctele fixe şi cu 
axele 11zO  şi Oz  suprapuse axei de rotaţie. Se 
observă că poziţia corpului este complect deter-
minată printr-un singur parametru – unghiul de 

poziţie )(tqq =  format de axa mobilă Ox cu axa 

fixă 11xO ; în consecinţă, un corp aflat în mişcare de rotaţie are un singur grad de 
libertate. În aceste condiţii: 
 0a0v OO ==  (10.40) 

iar relaţiile lui Euler pentru viteza şi acceleraţia unui punct oarecare P devin: 
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Pentru studiul parametrilor unghiulari expresiile analitice 

ale versorilor sistemului de referinţă mobil (fig.10.8): 
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se derivează în raport cu timpul: 
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Se fac înlocuirile în relaţiile (10.3) şi se obţine: 
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Rezultă că în mişcarea de rotaţie vectorii w şi e  sunt întotdeauna coliniari cu 

axa de rotaţie a corpului. 

Se analizează proprietăţile vectorilor vitezei şi acceleraţiei din rel.(10.41), 
Astfel, pentru viteză se poate scrie: 
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Proprietăţile acceleraţiei tangenţiale sunt următoarele: 

 
ï
î

ï
í

ì

®

^

===

´=

e

e

eaeee

e

t

t

t

t

asens

adir

Rrrra

ra .

sin),sin(

 (10.45) 

Pentru acceleraţia normală sunt valabile proprietăţile: 
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Pentru acceleraţia totală modulul se calculează cu relaţia: 
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În această analiză se regăsesc caracteristicile mişcării circulare pentru 
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oricare punct al corpului. Viteza şi cele două componente ale acceleraţiei se află 
în acelaşi plan cu traiectoria, perpendicular pe axa de rotaţie. 

 

Se analizează în continuare viteza şi acceleraţia unui punct oarecare în 

coordonate carteziene, punându-se în evidenţă şi elementele necesare calculului 
matriceal al proiecţiilor acestora. 

Pentru viteză se poate scrie: 
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Relaţiile matriceale (10.23) şi (10.24) devin: 
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 (10.49) v = w × r (10.50) 

Se procedează în mod analog pentru acceleraţii: 
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Relaţiile matriceale (10.33) şi (10.34) iau forma simplificată: 
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 a  = e × r  +  w × v 10.53) 
S-au găsit şi pe această cale atât pentru viteză cât şi pentru acceleraţie 

relaţiile de calcul specifice mişcării circulare (cap.9.3.2). 

Referitor la distribuţia de viteze şi acceleraţii se pot face constatările: 
– punctele corpului aflate pe o aceeaşi dreaptă perpendiculară pe axa de 

rotaţie au atât vitezele cât şi acceleraţiile proporţionale cu distanţa R la axa de 

rotaţie; în reprezentările grafice vârfurile acestor vectori se vor afla pe aceeaşi 
linie (fig.10.9 şi fig.10.10); 

– punctele corpului aflate chiar pe axa de rotaţie au viteza şi acceleraţia 
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nule )( 0R = ; 

– punctele aflate pe o paralelă oarecare la axa de rotaţie au aceiaşi viteză şi 
aceeaşi acceleraţie (acelaşi R). 

 

10.3.3   Mişcarea elicoidală 
 

În această mişcare două puncte ale 

corpului rămân tot timpul pe o dreaptă fixă. 

Aceste puncte, notate în fig.10.11 prin O şi O*, 
pot fi considerate drept nişte articulaţii cilindrice 
care permit, pe lângă rotaţia în jurul axei fixe, şi 
o alunecare în lungul acesteia. Pentru 
simplificarea tratării se alege 11zO  drept axă de 
rotaţie iar axa Oz a sistemului mobil se alege 

coliniară cu ea .)( constkk 1 == . 

Un corp în mişcare elicoidală are două 

grade de libertate; poziţia corpului este 

determinată prin cota )(tzz OO =  a originii 

sistemului de referinţă mobil şi unghiul de rotaţie 

)(tqq =  al axelor acestui sistem. Mişcarea 

elicoidală poate fi considerată compusă din două 
mişcări distincte efectuate simultan: o translaţie 

în lungul axei fixe cu parametrii cinematici: 
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şi o rotaţie în jurul acestei axe cu parametrii 
unghiulari stabiliţi în capitolului precedent: 
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Se observă că aceşti vectori sunt coliniari cu axa 

de rotaţie fixă. 
Relaţiile lui Euler pentru viteza şi 

acceleraţia unui punct oarecare P  (fig.10.12 şi 
10.13) devin: 
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în care s-a notat 

 rv ´=wt  (10.57) 

componenta vitezei tangentă la cercul O’P, corespunzătoare rotaţiei corpului în 
jurul axei fixe. În aceste relaţii vectorii ntt aav ,,  au caracteristicile (modul, 
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direcţie, sens) date de relaţiile (10.44), (10.45) şi (10.46). 
În coordonatele carteziene ale sistemului de referinţă mobil, proiecţiile 

vitezei sunt: 
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Relaţia matriceală pentru calculul acestor proiecţii are forma simplificată: 
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 (10.58) 

Forma simbolică echivalentă se poate scrie: 

 vt = w × r v = vO  + vt (10.59) 

în care vt este o matrice coloană intermediară corespunzătoare vitezei tv  cu care 

are loc rotaţia. 

Se procedează în mod asemănător pentru acceleraţia punctului P: 
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Relaţia matriceală pentru calculul proiecţiilor este: 
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 (10.61) 

şi forma simbolică echivalentă: 

 a = aO + e × r + w × vt (10.62) 
În urma analizei efectuate mai sus se pot pune în evidenţă câteva constatări 

referitoare la distribuţia de viteze şi acceleraţii în mişcarea elicoidală. Astfel: 
– atât distribuţia de viteze cât şi cea de acceleraţii se pot obţine prin 

suprapunerea a două câmpuri de viteze şi, respectiv, acceleraţii – unul de 

translaţie în lungul unei axe fixe şi unul de rotaţie în jurul acestei axe; 
– corpul nu are puncte de viteză nulă; în cazul particular al unei translaţii 

uniforme în lungul axei de rotaţie )( 0aO = , punctele acesteia pot avea 

acceleraţia nulă; 
– punctele de viteză şi acceleraţie minime se află pe axa de rotaţie. 
Un caz particular al mişcării elicoidale îl constituie mişcarea de şurub, 

folosită în general la transformarea unei mişcări de rotaţie în mişcare de translaţie 
sau invers. Între parametrii poziţionali ai corpului există o relaţie de legătură de 
forma .)( constCCzO == q , corpul având astfel numai un singur grad de 
libertate. Punctele corpului care execută o astfel de mişcare descriu traiectoriile 
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elicoidale analizate în cap.9.3.3. Din relaţia (9.142) se deduce relaţia de legătură: 

 q
p2

p
zO =  (10.63) 

unde .constp =  este pasul elicei. Această relaţie se extinde şi la nivelul vitezei şi 
acceleraţiei cu care se execută translaţia menţionată: 

 e
p

w
p 2

p
a

2

p
v OO ==  (10.64) 

 
Problema 10.1.  Un şurub cu filet 

pătrat, cu pasul p, este rotit fără deplasare 
axială cu o turaţie n (fig.10.14). El antrenează 
o culisă filetată care se poate deplasa în 
lungul şurubului, fără a se putea roti. Să se 
calculeze viteza cu care are loc translaţia 

culisei. 

Date: mm10p = , minrot120n /= ; 

Cerute:  w, v ; 
Rezolvare:  Blocarea axială a şurubului determină o translaţia în sens invers a 
culisei. Relaţia de transformare a turaţiei în viteză unghiulară este: 

 ][
][

[][
secrad

30

n

minsec60

min]rotnrotrad2 pp
w =

×
=  (10.65) 

Pentru viteza culisei se utilizează prima relaţie (10.64): 

 secmm20
30

n

2

p
v =×=

p
p

 (10.66) 

 

10.4   Mişcarea plan-paralelă 

 

10.4.1   Caracteristici generale ale mişcării 

 

Mişcarea plan-paralelă a corpului solid 

rigid, deosebit de importantă pentru aplicaţiile 
tehnice, se defineşte prin aceea că trei puncte 

necoliniare ale corpului (un plan al acestuia) 

rămân tot timpul conţinute într-un acelaşi 
plan fix din spaţiu – planul mişcării 

(fig.10.15). 

Se observă că toate punctele corpului 
aflate pe o perpendiculară la planul mişcării 
descriu traiectorii identice în plane paralele cu 
acesta; vitezele şi acceleraţiile lor sunt egale 
cu cele ale punctelor aflate în acest plan.  

 OBAOBA aaavvv ====  (10.67) 
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În aceste condiţii studiul mişcării plan-paralele va fi redus la cel al punctelor 
corpului conţinute în planul mişcării. 

Fără a reduce din generalitate, sistemul de referinţă mobil (SRM) se alege 

cu axele Ox şi Oy în planul mişcării. Poziţia corpului în raport cu sistemul de 
referinţă fix (SRF) este astfel cunoscută prin coordonatele punctului O şi prin 
unghiul de rotaţie al acestor axe în raport cu cele fixe (fig.10.16). Variabilele 
independente: 

 
)()()( ttyytxx OOOO qq ===

  
 (10.68) 

indică faptul că un corp aflat în mişcare 
plan-paralelă are trei grade de libertate – 

două translaţii în planul mişcării şi o 
rotaţie în jurul unei axe perpendiculară pe 
acesta. 

Componenta de translaţie a mişcării 
are loc cu parametrii cinematici ai 
punctului O , respectiv: 

 

ï
ï
î

ïï
í

ì

ïþ

ï
ý
ü

=+==

=+==

=+=

SRMîn
0ajaiava

0vjvivrv

SRFîn0zjyixr

OzOyOxOO

OzOyOxOO

O1O1OO

)(

)(

)(

&

&  (10.69) 

Parametrii unghiulari ai componentei de rotaţie se stabilesc în modul 
descris în cap.10.3.2, relaţiile (10.41) ¸ (10.43). Se menţionează relaţiile finale: 
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 (10.70) 

Prelucrând prima relaţie a lui Euler se obţin proiecţiile vitezei unui punct 
oarecare: 
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Din cea de a doua relaţie a lui Euler se obţin proiecţiile acceleraţiei: 
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 (10.72) 
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 (10.72’) 
Se confirmă astfel că vectorii vitezei şi acceleraţiei pentru oricare punct al 
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corpului sunt paraleli cu planul mişcării. Se recunoaşte deasemenea suprapunerea 
a două câmpuri de viteze şi, respectiv, acceleraţii – unul corespunzător unei 

translaţii în planul mişcării cu Ov  şi Oa  şi altul corespunzător rotaţiei cu w  şi e  

în jurul unei axe perpendiculare pe acest plan. 
Pornind de la caracteristicile mişcării plan-

paralele, expuse mai sus, studiul distribuţiei de 
viteze şi acceleraţii se poate face pentru punctele 

corpului situate în planul mişcării. Cele două 
sisteme de referinţă, fix şi mobil, se reprezintă 
numai prin axele conţiute în acest plan. Viteza şi 
acceleraţia unghiulară se reprezintă ca în 
fig.10.17 şi se consideră pozitive în sens 
trigonometric. 

Ca şi în celelalte tipuri de mişcări, toţi 
parametrii cinematici se raportează la sistemul de 
referinţă mobil. 
 

10.4.2   Puncte speciale în planul mişcării 
 

Se identifică într-o primă etapă punctele corpului aflate în planul mişcării a 

căror viteză este nulă. Fie ),( II yxI  un astfel de punct având în SRM poziţia şi 
viteza: 
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 (10.73) 

Din relaţiile (10.71) se deduce: 
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Se constată că la un moment dat există un singur punct al 
corpului care are viteza nulă; el se poate afla oriunde în 
planul mişcării, putând excede limitele corpului fizic. Deoarece Ov  şi w  sunt 

mărimi variabile în raport cu timpul, acest punct nu are o poziţie fixă. 
Proprietatea esenţială a punctului de viteză nulă este pusă în evidenţă 

calculând viteza unui punct oarecare P (fig.10.18): 
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)(  (10.75) 

Caracteristicile vectorului acestei viteze sunt: 

 
ïî

ï
í
ì

®^

×===
´=

w

wpwww
w

vsensIPvdir

IP2IPIPIPv
IPv

;.

sin),sin(
 (10.76) 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

Fig.10.17 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

Fig.10.18 

 
 

 
 

O 

y 

x 

 

 

 

 

 

 

q 

 

 

O x 

 

I 
 

y 

P  



175 

Se recunosc caracteristicile vitezei unui punct în mişcare de rotaţie în jurul 
lui I  (rel.10.44). Aşa cum s-a arătat mai sus, punctul I  are o poziţie variabilă în 
timp şi din acest motiv  el este numit centru instantaneu de rotaţie (CIR).  

Distribuţia de viteze pentru toate punctele 
corpului aflate în planul mişcării corespunde unei 
mişcări de rotaţie în jurul CIR. Astfel, vitezele 

punctelor A, B şi C din fig.10.19  au modulele 

proporţionale cu distanţele la CIR: 

 ICvIBvIAv CBA www === ||||||  (10.77) 

Vitezele sunt perpendiculare pe razele respective şi au 
sensul dat de viteza unghiulară w. Rezultă că poziţia 
CIR poate fi determinată dacă se cunosc direcţiile a 
numai două viteze ale corpului, la intersecţia 
perpendicularelor pe acestea. 

Un studiu asemănător se poate face şi pentru 
acceleraţii. Fie ),( JJ yxJ  punctul din planul mişcării a 
cărui acceleraţie este nulă: 
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Din relaţiile (10.72) se deduc coordonatele acestuia: 
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Şi în acest caz există în planul mişcării un singur punct al corpului de acceleraţie 
nulă, variabil în timp ca poziţie. Se observă că coordonatele punctului J sunt 

diferite de cele ale punctului de viteză nulă I şi, în consecinţă: 
 0a0v IJ ¹¹  (10.80) 

Punctele I şi J coincid doar în cazul unui centru de rotaţie permanent, 
respectiv în absenţa componentei de translaţie a mişcării. În cazul particular în 
care componenta de rotaţie a mişcării plan-paralele este absentă sau atunci când 
viteza unghiulară ia la un moment dat valoarea 0=w , centrul instantaneu de 

rotaţie se va găsi la infinit. 
Pentru acceleraţia unui punct oarecare P (fig.10.20) se poate scrie: 
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Se poate recunoaşte în relaţia de mai sus acceleraţia specifică unei mişcări de 
rotaţie, de această dată în jurul punctului J. Caracteristicile componentei tangen-

ţiale sunt: 
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Pentru componenta normală se face dezvoltarea produsului dublu vectorial prin 
produse scalare: 

 JPJPJPJPa 2wwwwwwwn -=×-×=´´= )()()(  (10.83) 

şi se pun în evidenţă caracteristicile: 
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Pentru acceleraţia totală se calculează modulul şi unghiul făcut cu raza JP: 
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Punctul J este numit centrul instantaneu al 

acceleraţiilor. Deşi corpul nu execută o rotaţie 
instantanee în jurul acestui punct, cum se întâmplă 
în cazul CIR, distribuţia de acceleraţii pentru toate 
punctele corpului aflate în planul mişcării 
corespunde unei astfel de situaţii. (fig.10.21). 

Se constată că mişcarea plan-paralelă, 
prezentată în analiza din capitolul precedent ca o 
compunere între o translaţie cu parametrii cinema-
tici ai punctului O şi o rotaţie în jurul unei axe Oz 

perpendiculară pe planul mişcării, poate fi tratată şi 
ca o rotaţie în jurul unei axe instantanee de rotaţie, deasemenea perpendiculară pe 
planul mişcării în centrul instantaneu de rotaţie. 
 

Problema 10.2. O bară rectilinie AB, poziţionată prin unghiul a, se 
reazemă cu ambele extremităţi pe două drepte perpendiculare una pe cealaltă 
(fig.10.22, a).  Extremitatea A este deplasată cu o viteză dată pe dreapta 
orizontală.  Să se găsească centrul instantaneu de rotaţie al barei, locul geometric 
al acestuia faţă de un sistem de referinţă fix şi faţă de sistemul de referinţă mobil 
ataşat barei; să se calculeze vitezele pentru extermitatea B, mijlocul M şi să se 
găsească cea mai mică viteză. 
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Date:  l2AB= , )(taa = , vvA =|| , MBAM = ; 

Cerute: ),( yxI , ),( 11 yxI – coordonatele CIR în SRF şi SRM; 

 0yxf =),( , 0yxf 111 =),(  – locul geometric al CIR în SRM şi SRF; 

 minMB vvv ,,,w  

Rezolvare: Sistemul de referinţă fix 11yOx  se alege suprapus direcţiilor fixe pe 
care se reazemă bara iar sistemul de referinţă mobil Axy are o axă suprapusă 
acesteia (fig.10.22, b). În mişcarea plan-paralelă direcţiile vitezelor tuturor 
punctelor sunt perpendiculare pe razele care le unesc cu CIR (fig.10.19). 
Reciproc, CIR se va afla la intersecţia perpendicularelor pe direcţiile a două 
viteze. Vitezele extermităţilor barei sunt coliniare cu dreptele fixe; 
perpendicularele în A şi B pe aceste direcţii se vor intersecta în punctul I căutat. 
În cele două sisteme de referinţă acest punct are coordonatele: 
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 (10.86) 

Curba reprezentând locului geometric al CIR în sistemul de referinţă fix 
este cunoscută în Mecanică sub denumirea de bază ; cea care reprezintă locul 
geometric al CIR faţă de sistemul de referinţă mobil este numită rostogolitoare. 
Ecuaţia bazei se obţine eliminând parametrul variabil în raport cu timpul, în cazul 
de faţă unghiul a, între cele două coordonate. Se obţine: 

 0l4yxyxf 22
1

2
1111 =-+=),(  (10.87) 

Se recunoaşte ecuaţia unui cerc cu centrul în O, de rază l2OI = . Se procedează 
în acelaşi mod cu coordonatele punctului I în sistemul de referinţă mobil; se 
obţine ecuaţia rostogolitoarei: 

 0ly2yxyxf 22 =-+=),(  (10.88) 

Locul geometric este un cerc cu centrul în punctul M, de rază lMI = . Se observă 
că cele două locuri geometrice (în problema de faţă, două cercuri) sunt reciproc 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 a) b) c) 
Fig.10.22 

A 

B 

 

a 

A 

B 

 

I 

D 

M 

 
 

 w 

A 

B 

a 

C 

I 

M 

D 

O 

 

 

y 

x 

baza 

rostog. 



178 

tangente în CIR; în timpul mişcării barei curba mobilă se rostogoleşte fără 
alunecare peste curba fixă. Se calculează viteza unghiulară: 
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şi, în continuare, distribuţia de viteze pentru punctele cerute (fig.10.22, c): 
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Problema 10.3.  Bara rectilinie AB 
se reazemă cu extremitatea A în interiorul 
unei adâncituri de formă semicirculară şi 
în punctul C aflat la marginea acesteia 

(fig.10.23). Poziţia la un moment dat a 
barei este cunoscută prin unghiul q. 
Punctul A este deplasat pe semicerc cu 

viteză constantă. Să se studieze distribuţia 
de viteze şi de acceleraţii. 
Date:  )(,, tlABROA qq ===  

 .|| constvvA ==  

Cerute:  ),(),,( JJII yxJyxI  

 CBACB aaavv ,,,,,, ew  

Rezolvare: Punctul A al barei are o mişcare 
circulară uniformă în jurul centrului 
geometric O; viteza lui este perpendiculară 
pe raza OA iar acceleraţia este coliniară cu aceasta. 
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v
Rvv 00A =®== ww||  (10.91) 
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v
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2
2
0A ==w||  (10.92) 

Punctul C al barei, aflat în contact cu marginea semicercului, are o viteză 
coliniară cu bara. Centrul instantaneu de rotaţie se va găsi la intersecţia 
prelungirii razei OA cu perpendiculara în C pe AB. Se observă că triunghiul 
dreptunghic ACI are ipotenuza R2IA= . Alegând un sistem de referinţă mobil 
Axy, cu axa x suprapusă barei date, coordonatele CIR  în acest sistem vor fi: 
 qq sincos R2ICyR2ACx II ====  (10.93) 

Pentru viteza şi acceleraţia unghiulară ale barei AB se obţin relaţiile: 
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Din relaţiile (10.85) se deduce: 
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Rezultă că şi centrul instantaneu al acceleraţiilor J se va găsi pe prelungirea razei 
OA în sensul indicat de acceleraţia punctului A. În sistemul de referinţă ales, 
coordonatele centrului acceleraţiilor sunt: 
 qq sincos R4yR4x JJ ==  (10.98) 

Pentru vitezele cerute se fac calculele:
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 qw sin|| vICvC ==  (10.100) 

Direcţiile acestor viteze sunt perpendiculare pe razele IB şi respectiv IC, în sensul 
dat de w. Pentru acceleraţiile acestor puncte se obţine: 
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Din cauza absenţei acceleraţiei unghiulare e, cele două acceleraţii sunt coliniare 
cu direcţiile JB şi respectiv JC, având sensul către centrul J. 

 

10.4.3   Studiul vectorial al vitezelor şi acceleraţiilor 
 

Relaţia lui Euler pentru viteza 
unui punct A (fig.10.24, a) are forma: 
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 (10.103) 

în care prin AOv  s-a notat viteza punc-

tului A faţă de O, originea sistemului 

de referinţă mobil ataşat corpului. 
Această viteză este perpendiculară pe 
OA şi are sensul dat de viteza 
unghiulară w. Pentru un alt punct B 
viteza este: 

 OBvv OB ´+= w  (10.104) 

Se face diferenţa între cele două viteze:  

 ABOAOBvv AB ´=-´=- ww )(  (10.105)  

şi se obţine viteza punctului B: 

 BAAB vvv +=  (10.106) 

Această relaţie, în care nu mai apare viteza Ov , este cunoscută drept relaţia lui 

Euler pentru viteze în mişcarea plan-paralelă. Reprezentarea grafică corespunză-

toare acesteia este ilustrată în fig.10.24, b. Viteza relativă a punctului B  faţă de A 

are caracteristicile: 
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Se poate proceda în mod asemănător pentru acceleraţii. Cu notaţiile din 
fig.10.25, a, se scrie pentru acceleraţia punctului A: 

 AOOAOAOOOA aaaaaOAOAaa +=++=´´+´+= ntwwe )(  (10.108) 

în care se recunoaşte acceleraţia punctului A faţă de originea O şi componentele 
ei tangenţială şi normală*). 
                                                   
*) Pentru simplificarea notării acceleraţiilor, acolo unde este cazul, indicii t şi n se aşează 
în partea superioară a simbolului. 
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Pentru un alt punct B al corpului 
acceleraţia este: 

 )( OBOBaa OB ´´+´+= wwe  

 (10.109) 
Se face diferenţa între cele două 
acceleraţii: 
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şi se explicitează acceleraţia punctului B în funcţie de cea a punctului A: 

 BAABABAAB aaaaaa +=++= nt
 (10.111) 

S-a eliminat astfel acceleraţia originii sistemului de referinţă mobil Oa . Această 
expresie, cunoscută drept relaţia lui Euler pentru acceleraţii în mişcarea plan-

paralelă, este ilustrată în fig.10.25, b). Componenetele acceleraţiei relative a 
punctului B în raport cu A au următoarele caracteristici: 
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Problema 10.4. Pentru bara AB din fig.10.22, a) (problema 10.2) se cunosc 

viteza şi acceleraţia extremităţii A. Să se determine viteza şi acceleraţia 
extremităţii B, precum şi viteza şi acceleraţia unghiulară a barei. 
Date: l2AB= , )(taa = , 

  vvA =|| , aaA =|| ; 

Cerute:  Bv , Ba , ew, . 

Rezolvare: Relaţia de legătură între viteze 
este: 

 BAAB vvv +=  (10.114) 

Se observă că viteza BAv  este perpendiculară 

pe bara AB iar Bv  are direcţia OB. Vitezele 

din această relaţie se însumează după regula 
paralelogramului (fig.10.26, a); pentru stabili-

rea relaţiilor geometrice între viteze este utilă şi însumarea după regula 
poligonului (fig.10.26, b). Din această ultimă reprezentare se deduce: 
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Viteza unghiulară a barei se calculează 
cu relaţia: 

 
a

w
sinl2

v

AB

vBA ==  (10.117) 

Sensul acesteia este dat de BAv ; în 
cazul de faţă sensul este cel trigono-

metric. S-au obţinut aceleaşi rezultate 
ca în problema 10.2. 

Pentru calculul acceleraţiilor se 
porneşte de la ecuaţia vectorială: 

 
tn
BABAABAAB aaaaaa ++=+=  (10.118) 

În această relaţie se cunoaşte componenta normală: 

 
a

wn
2

2
2

BA
l2

v
ABa

sin
==  (10.119) 

având direcţia barei AB şi sensul de la B către A. Necunoscute sunt componenta 

tangenţială t
BAa  care este perpendiculară pe bară şi acceleraţia rezultantă Ba  care 

are direcţia OB. Însumările vectoriale după regula paralelogramului sunt 
reprezentate în fig.10.27, a) iar cea după regula poligonului în fig.10.27, b). Din 

această ultimă reprezentare se deduce geometric: 
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Se determină în final acceleraţia unghiulară a barei: 
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al cărei sens, dat de t
BAa , este de asemenea cel trigonometric. 

 

10.4.4  Metode grafo-analitice 
 

Determinarea pe cale grafo-analitică a distribuţiei de viteze şi acceleraţii 
pemite o evaluare relativ simplă şi imediată a acestor parametri pentru o poziţie 
dată a unui corp aflat în mişcare plan-paralelă. Este necesară reprezentarea 

grafică a elementelor geometrice semnificative ale corpului în poziţia respectivă; 

tot la scară se reprezintă şi vitezele şi acceleraţiile punctelor de interes ale 
corpului. Unele dintre acestea pot fi determinate prin calcul, altele pot fi evaluate 

în baza acestor reprezentări grafice; corectitudinea evaluării depinde de 

acurateţea construcţiei grafice şi de precizia măsurării. 
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Metodele grafo-analitice nu sunt eficiente dacă determinările trebuie să fie 
repetate pentru toată succesiune de poziţii ale corpului în cadrul unui ciclu 
cinematic sau atunci când se doreşte obţinerea unor rezultate foarte precise; în 
acest caz este preferabilă utilizarea metodelor analitice. 

Pentru determinarea distribuţiei de viteze se prezintă metoda centrului 
instantaneu de rotaţie şi metoda planului vitezelor. Pentru distribuţia de 
acceleraţii se prezintă metoda planului acceleraţiilor*). 

a) Metoda centrului instantaneu de rotaţie. S-a arătat în cap.10.4.2 că 
distribuţia de viteze pentru toate punctele corpului corespunde unei rotaţii 
instantanee în jurul CIR – unicul punct al corpului a cărui viteză este nulă la 
momentul respectiv. Viteza oricărui alt punct al corpului este perpendiculară pe 
raza  care îl uneşte cu CIR şi are sensul dat de viteza unghiulară. 

Pentru anumite corpuri identificarea poziţiei CIR se 

poate face cu uşurinţă examinând condiţiile funcţionale. 
Astfel, la roata din fig.10.28, roată care se rostogoleşte 
fără alunecare peste o suprafaţă de sprijin fixă (problema 
6.1), punctul de pe periferia roţii care intră în contact cu 
aceasta are la momentul respectiv viteza nulă şi devine 
astfel centru instantaneu de rotaţie. Pentru câteva puncte 
de interes vitezele se calculează cu relaţiile:

 
2RvvRvR2v DBCA www ====  (10.123) 

Punctele roţii aflate pe diametrul care trece prin centrul 
instantaneu de rotaţie sunt proporţionale cu distanţele la punctul I; vârfurile 
acestor viteze, reprezentate la scară, se vor găsi pe o aceeaşi dreaptă. 

O situaţie asemănătoare se întâlneşte la scripetele 
mobil din fig.10.29 format din două discuri concentrice 
solidarizate între ele; pe discul mic este înfăşurat un fir 
mobil iar pe discul mare un fir a cărui extremitate este 
fixă. În timpul mişcării scripetelui punctul de pe periferia 
discului mare care devine punct de tangenţă la firul fix are 
în acel moment viteza nulă; el devine astfel centru 
instantaneu de rotaţie. Pentru punctele de interes ale roţii 
aflate pe diametrul orizontal vitezele sunt: 

 ww )( rRvRv AC +==  (10.124) 

În general, pentru determinarea poziţiei centrului instantaneu de rotaţie 
sunt necesare direcţiile vitezelor pentru două puncte din configuraţia corpului; 
perpendicularele pe aceste direcţii se intersectează în CIR. Lungimile razelor care 
unesc CIR cu punctele de interes se determină grafic sau, atunci când este posibil, 
se calculează din relaţiile geometrice care se pot stabili pentru construcţia 
respectivă. Se exemplifică metoda pentru cazul bielei unor mecanisme plane 

uzuale. 
                                                   
*) Metoda bazată pe centrul instantaneu al acceleraţiilor este destul de greoaie şi nu 

prezintă interes pentru aplicaţii 
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Problema 10.5.  Mecanismul bielă-
manivelă  (fig. 10.30). 

Date:OA, AB, BC, BD, DC, 

)(tjj = , 1w ; 

Cerute:  DCB2 vvv ,,,w
; 

Rezolvare: Articulaţia B are viteza: 

 ABv 1B w=  (10.125) 

perpendiculară pe AB în sensul lui 1w . 

Direcţia vitezei punctului C este coliniară 
cu suportul  culisei şi în consecinţă viteza 

ei va avea direcţia x-x. Perpendiculara pe direcţia vitezei Bv  va fi în prelungirea 
manivelei AB; centrul instantaneu de rotaţie al bielei se va găsi la intresecţia 
acesteia cu perpendiculara în C pe direcţia x-x. Din construcţie rezultă distanţele 
IB, IC, ID. Viteza unghiulară a bielei este: 

 1

B

2
IB

AB

IB

v
ww ==  (10.126) 

Sensul acesteia este dat de Bv . Se calculează în continuare vitezele: 

 IDvICv 2D2C ww ==  (10.127) 

Direcţiile acestor viteze sunt perpendiculare pe IC şi respectiv ID iar sensul lor 

este dat de 2w . În poziţia particulară în care unghiul de poziţie al manivelei este 

2/pj =  dreptele perpendiculare pe direcţiile vitezelor Bv  şi Cv  sunt paralele 

între ele iar CIR se află la infinit. În acest caz 02 =w  şi biela BC execută o 
translaţie instantanee; punctele ei au în acel moment aceeaşi viteză. 

Problema 10.6. În fig 10.31 este dat 
un mecanism patrulater articulat compus 

din manivela 1,  biela de formă triunghiu-
lară 2 şi balansierul 3; manivela şi 
balansierul sunt articulate în puncte fixe şi 
pot executa mişcări de rotaţie în jurul 
acestora. Cunoscând că manivela este 

elementul conducător, pentru o poziţie 
dată a acesteia să se determine distribuţia 
de viteze la punctele de interes ale bielei. 
Date: AD, AB, BC, CD, BE, CE, 

 )(tjj = , 1w ; 

Cerute: ECB32 vvv ,,,,ww  

Rezolvare: Cu datele dimensionale, şi 
corespunzător valorii unghiului j, se 
construieşte la scară mecanismul patrulater 
ABCD. 
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Viteza punctului B, perpendiculară pe AB în sensul dat de 1w , are modulul:  

 ABv 1B w=  (10.128) 

În mod analog, direcţia vitezei punctului C este perpendiculară pe balansierul 
CD. Perpendicularele pe direcţiile acestor viteze au direcţiile elementelor AB şi 
CD, la intersecţia lor aflându-se centrul instantaneu I al bielei. Din construcţie 
rezultă distanţele IB, IC şi IE.  

Se calculează viteza unghiulară a bielei BC: 

 
IB

vB

2 =w  (10.129) 

al cărei sens este dat de Bv . În continuare: 

 IEvICv 2E2C ww ==  (10.130) 

au direcţiile şi sensurile indicate în fig.10.31. 

b) Metoda planului vitezelor  are la bază ecuaţie lui Euler pentru viteze: 
 BAAB vvv +=  (10.131) 

Cele mai frecvente aplicaţii ale metodei se regăsesc la corpurile cu mişcare plan-

paralelă din configuraţia mecanismelor plane; din acest motiv în descrierea 

metodei se vor utiliza unele noţiuni specifice acestora. Mecanismele plane sunt 
sisteme de corpuri compuse din elemente (în general corpuri reductibile la bare 
sau plăci) legate între ele prin articulaţii sau culise. Mişcarea este generată prin 
regimul cinematic impus unuia dintre elemente, considerat element conducător. 

Cunoscând dimensiunile elementelor şi poziţia pentru care se face analiza, se 
determină vitezele punctelor de interes, de regulă centrele articulaţiilor sau 
culiselor menţionate, precum şi vitezele unghiulare ale elementelor. 

Metoda constă în determinarea pe cale grafică a mărimii şi, după caz, a 
direcţiei şi sensului vitezelor necunoscute. În acest scop ecuaţiile vectoriale de tip 
Euler se transpun grafic sub forma unor poligoane de viteze construite la scară 
într-un plan specific, numit planul vitezelor. În acest plan există un punct special 
numit polul vitezelor şi notat vp , care este corespondentul tuturor punctelor fixe 

sau de viteză nulă (CIR) din configuraţia mecanismului.  
Orice punct mobil real al mecanismului are un punct corespondent în 

planul vitezelor, diferit de vp ; de obicei punctele corespondente se notează prin 

literele mici echivalente ale punctelor reale. Un vector cu originea în vp  şi cu 
vârful în punctul corespondent va reprezenta la scară viteza absolută a punctului 
real. Viteza relativă a unui punct real în raport cu altul va fi reprezentată în planul 
vitezelor prin vectorul care uneşte punctele corespondente ale acestora. 

Etapele metodei sunt următoarele: 
– se construieşte la o scară oarecare mecanismul în poziţia dată; din 

construcţie vor rezulta direcţiile tuturor elementelor; 
– se scriu ecuaţiile vectoriale pentru vitezele punctelor de interes; ordinea 

în care sunt analizate aceste ecuaţii porneşte de la observaţia că o ecuaţie 
vectorială în plan nu poate avea mai mult de două necunoscute (modulele a două 
viteze sau modulul şi direcţia unei singure viteze); 
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– se analizează caracteristicile fiecărei viteze, respectiv modulul, direcţie şi 
sensul; pentru facilitarea transpunerii grafice se marchează fiecare termen al 
ecuaţiei vectoriale prin sublinierea cu două linii a vitezelor cunoscute integral şi 
cu o singură linie a vitezelor cunoscute doar ca direcţie, însoţind aceste marcaje 

cu descrierea direcţiei (paralel sau perpendicular elementelor mecanismului); 
– se alege factorul de scară pentru viteze, notat vk , reprezentând numărul 

unităţilor de lungime atribuite unităţii de măsură a vitezei, ca de exemplu 
[ ] )/( smdesencmkv = ; 

– se alege polul vp  în planul vitezelor; desenarea unor axe prin acest punct 
este opţională; 

– pornind din vp  se construiesc segmentele corespunzătoare vitezelor 
absolute cunoscute; lungimea unui segment se obţine înmulţind modulul cu 
factorul de scară vk ; 

– se continuă construcţia cu direcţiile vitezelor necunoscute, cu observaţia 
că cele absolute vor trece prin polul vitezelor; poligonul se închide prin punctul 
de intersecţie al acestor direcţii;  

– se identifică în poligonul astfel construit vectorii vitezelor necunoscute şi 
sensurile acestora; se măsoară lungimile segmentelor respective; 

– se calculează modulele acestor viteze împărţind aceste lungimi la vk ; 

– se calculează vitezele unghiulare ale elementelor. 
După încheierea operaţiunii se pot reprezenta pe schiţa originală a 

mecanismului vectorii vitezelor absolute şi vitezele unghiulare pentru a avea o 
imagine de ansamblu a mişcării acestuia. 

Metoda descrisă mai sus este relativ simplă şi uşor de utilizat, oferind în 
final informaţii valorice şi ilustrative despre mişcarea elementelor mecanismului 
şi despre distribuţia de viteze în punctele de interes ale acestora. Precizia 
determinării este, în mod evident, dependentă de acurateţea construcţiei grafice. 
În cazul în care se doreşte efectuarea determinărilor pentru toată succesiunea de 
poziţii a mecanismului în cadrul unui ciclu cinematic, metoda este laborioasă şi 
mai puţin eficientă. 

c) Metoda planului acceleraţiilor are la bază ecuaţia lui Euler pentru 
acceleraţii: 

 
tn
BABAABAAB aaaaaa ++=+=  (10.132) 

Modul de lucru este identic cu cel descris în cadrul metodei planului vitezelor. 
Polul acceleraţiilor, notat ap , va corespunde tuturor punctelor fixe sau care în 

poziţia dată au acceleraţia nulă. Factorul de scară pentru acceleraţii, notat ak , va 

reprezenta numărul unităţilor de lungime atribuit unei unităţi de măsură a 

acceleraţiei, ca de exemplu )/(][ 2
a smdesencmk = .  

Componenta normală a oricărei acceleraţii relative este cunoscută, 
deoarece se calculează în funcţie de viteza unghiulară a elementului respectiv, 
determinată în urma studierii vitezelor. 
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Problema 10.7. La mecanismul din 
fig.10.31 se cunosc dimensiunile, 

respectiv lungimile tuturor barelor. 

Elementul conducător este manivela 
AB care se roteşte în jurul 
articulaţiei fixe A cu un regim 

cinematic cunoscut. Să se determine 
distribuţia de viteze şi acceleraţii 
pentru punctele de legătură dintre 
elemente în poziţia reprezentată în 
desen. 

Date: AB, BC, BD, DC, DE, 

 1w , 1e ; 

Cerute:  Bv , Cv , Dv , Ev , 2w , 4w ; 

 Ba , Ca , Da , Ea , 2e , 4e . 

Rezolvare:  Se consideră mecanismul construit la scară în poziţia pentru care se 
face calculul, astfel că direcţiile tuturor elementelor sunt cunoscute.  

Construcţiile grafice din planul vitezelor ca şi cele din planul acceleraţiilor 

pot fi executate pe aceleaşi desene; în problema de faţă s-a preferat, pentru 
claritate, realizarea unor desene distincte pentru fiecare ecuaţie vectorială. 
Factorii de scară vk  şi ak  se aleg corespunzător. 

Manivela 1, are o mişcare de rotaţie în jurul articulaţiei fixe A şi în 
consecinţă: 

 
î
í
ì

®^

×=

1BB

1B

vsensABvdir

ABv

w

w

,.

||
 (10.133) 

Elementul 2 are o mişcare plan-paralelă; viteza punctului C se determină 
cu relaţia: 
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xx

C vvv
^^
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 (10.134) 

în care: 
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 (10.135) 
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2CB

vsensBCvdir
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w

w
 (10.136) 

În ecuaţia (10.134) s-au marcat detaliile rezultate în urma acestei analize; ecuaţia 
are ca necunoscute modulele a două viteze şi poate fi rezolvată pe cale grafo-

analitică. Construcţia grafică din planul vitezelor este detaliată în fig.10.33, a). 

Prin polul vitezelor se construieşte mai întâi direcţia vitezei Bv  pe care se ia 

segmentul Bvv vkbp = . Prin punctul b se trasează în continuare direcţia vitezei 

CBv  iar prin vp  se trasează direcţia vitezei Cv ; la intersecţia acestor drepte se 
află punctul c în care se închide poligonul vitezelor. Pe acest poligon se 
marchează vectorii vitezelor respective. 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

Fig.10.32 

E 

5 

y 

y 

C 

3 

x x 

A 
 

D 
B 

4 

2 

1 11
 



188 

Din construcţie rezultă lungimile segmentelor cpv  şi bc  cu care se calculează: 

 cp
k

1
v v

v

C ×=  (10.137) bc
k

1
v

v

CB ×=  (10.138) 

Viteza unghiulară a elementului 2 va fi: 

 
BC

vCB

2 =w  (10.139) 

Sensul acesteia este dat de viteza CBv  (fig.10.34). 

Pentru calculul vitezei punctului D se scrie 

ecuaţia vectorială: 

 

BC

DB

AB

BD vvv

^^

+=  (10.140) 

în care pentru viteza DBv , reprezentată în fig.10.34, se cunosc caracteristicile: 
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2DBDB

2DB

vsensBCvdir
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w

w

,.

||
 (10.141) 

În planul vitezelor acesteia îi corespunde segmentul DBv vkbd = . Ecuaţia vecto-

rială (10.140) este transpusă în planul vitezelor în fig. 10.32, b). Din această 
construcţie rezultă segmentul dpv  astfel că 

 dp
k

1
v v

v

D ×=  (10.142) 

Direcţia şi sensul vitezei Dv  rezultă tot din această construcţie grafică. 

La acelaşi rezultat se poate ajunge pornind de la viteza punctului C şi 
rezolvându-se ecuaţia vectorială: 
 

CD
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xx

CD vvv

^

+=
||

 (10.143) 

în care: 
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||
 (10.144) 

În fig.10.33, b) viteza DCv  este reprezentată de segmentul DCv vkcd = .  
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Se poate remarca cu uşurinţă că triunghiul bcd format din segmentele 

corespunzătoare vitezelor relative CBv , DBv şi DCv  este asemenea cu triunghiul 

real BCD datorită perpendicularităţii acestor viteze pe laturile triunghiului; 
triunghiul vitezelor relative este rotit cu 2p în sensul vitezei unghiulare 2w . 

Elementul 3 are tot o mişcare plan-paralelă astfel că pentru viteza punctul 
E se poate scrie:  

 
DE

EDD

yy

E vvv
^

+=
||

 (10.145) 

în care 
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4EDED
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vsensDEvdir
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w

w
 (10.147) 

În planul vitezelor construcţia grafică corespunzătoare este reprezentată în 
fig.10.33, c). Prin extremitatea vectorului Dv  se construieşte o dreaptă 
perpendiculară pe DE iar prin polul vitezelor o dreaptă paralelă cu suportul yy pe 

care translatează culisa E. Poligonul vitezelor se închide în punctul e de 
intersecţie al acestor drepte; din construcţie rezultă segmentele 

epv  şi  de cu care se calculează: 

 ep
k

1
v v

v

E ×=  (10.148) de
k

1
v

v

ED ×=  (10.149) 

Viteza unghiulară a elementului DE se determină cu relaţia: 

 
DE

vED

4 =w  (10.150) 

Sensul acesteia este dat de EDv  (fig.10.35). 

În mişcarea de rotaţie a manivelei 1  acceleraţia punctului B este: 

 
tn
BBB aaa +=  (10.151) 

în care cele două componente au caracteristicile: 
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 (10.152)  
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asensABadir
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t

;.
 (10.153) 

Corespunzător mişcării plan-paralele a elementului 2 se poate scrie 

ecuaţia: 

 
BC
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AB

B
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B

xx

CCBBC aaaaaaaa
^^

+++=®+= tntn

||||||

 (10.154) 

Punctul C are o translaţie impusă în lungul direcţiei xx: 
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Acceleraţia punctului C faţă de B are 
componentele: 

ïî

ï
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BCasensBCadir
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(10.156) 
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(10.157) 

Ecuaţia (10.154) se rezolvă grafo-analitic 

în modul arătat în fig.10.36. Se alege un factor de scară pentru acceleraţii ak  şi 

se construiesc segmentele corespunzătoare acceleraţiilor cunoscute integral 
n
Ba1a akbp = ,  

t
Ba1 akbb = , 

n
CBa1 akbc = . Prin 1c  se construieşte direcţia 

acceleraţiei t
CBa  iar prin polul ap  direcţia acceleraţiei Ca . Poligonul accelera-

ţiilor se închide în punctul c;  din construcţie rezultă la scară segmentele cc1  şi 

cpa  cu care se calculează acceleraţiile: 

 cp
k

1
a a

a

C ×=  (10.158) cc
k

1
a 1

a

CB ×=t  (10.159) 

Acceleraţia unghiulară a elementului 2 se 
calculează cu relaţia: 

 
BC

aCB

2

t

e =  (10.160) 

Sensul acesteia este dat de acceleraţia t
CBa  

(fig.10.37). 

Acceleraţia punctului D este determinată 
de ecuaţia: 
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 (10.161) 

Componentele acceleraţiei punctului D în raport cu B sunt descrise prin relaţiile:  
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 (10.163) 

Ecuaţia vectorială (10.161) este transpusă grafic în planul acceleraţiilor în 
fig.10.38 în care la segmentele acceleraţiei punctului B se adaugă segmentele 

n
DBa1 akbd =  şi  

t
DBa1 akdd = . 
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În urma construcţiei grafice la scară rezultă 

segmentul dpa  cu care se determină: 

 dp
k

1
a a

a

D ×=  (10.164) 

Se calculează în continuare acceleraţia 

punctului E care se află pe direcţia de translaţie a 

culisei 5. Corespunzător  mişcării plan-paralele a 

elementului  4 se scrie ecuaţia vectorială: 
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 (10.165) 
Componentelor acceleraţiei relative a punctului 

E în raport cu D au caracteristicile: 
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 (10.167) 

Ecuaţia vectorială (10.165), transpusă în planul acceleraţiilor, este reprezentată în 

fig.10.39; la segmentul dpa , corespunzător acceleraţiei Da , se adaugă 

segmentul 
n
EDa1 akde = . Prin 1e  şi ap  se duc direcţiile acceleraţiilor necunos-

cute; poligonul se închide în punctul e de intersecţie al acestora. Rezultă: 

 ep
k

1
a a

a

E ×=  (10.168) ee
k

1
a 1

a

ED ×=t  (10.169) 

 
DE

aED
4

|| t

e =  (10.170) 

Sensul acceleraţiei unghiulare 4e  este dat de t
EDa  şi este 

reprezentat în fig.10.40. 

 

10.4.5   Metoda analitică 

 

Relaţiile vectoriale dintre parametrii cinematici ai unei mişcări plane pot fi 

proiectate pe axele unui sistem de referinţă. Se obţine un sistem de ecuaţii scalare 
din care se pot explicita relaţiile efective pentru calculul parametrilor necunos-

cuţi. Într-un context mai larg, aceste relaţii pot fi înglobate într-un algorim de 

calcul programabil. Pe baza acestuia se pot face determinări numerice exacte şi 
rapide pentru un ciclu cinematic, eventualele reprezentări grafice având doar un 

rol ilustrativ. 
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Un corp posedă un sistem de referinţă mobil propriu Oxy, numit sistem 
local. Sistemul de referinţă fix O1XY  la care se raportează mişcarea mai multor 
corpuri se va numi sistemul global*). 

Se consideră un punct P având coordonatele 
(x, y) în sistemul local şi (X, Y) în sistemul global. În 
cazul unui sistem local translatat faţă de cel global 
(fig.10.41), între vectorii de poziţie există legătura: 

 OPOOPO 11 +=  (10.171) 

care se traduce prin relaţia între coordonate: 
 xXX O +=  yYY O +=  (10.172) 

Această relaţie poate fi pusă sub forma matriceală: 
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 (10.173) 

Dacă sistemul local este rotit faţă de cel global cu un 
unghi a  (fig.10.42), legătura între cordonate se 
exprimă prin relaţiile: 
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 (10.174) 

Relaţia matriceală echivalentă este: 
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 (10.175) 

S-a arătat că mişcarea plan-paralelă poate fi 
considerată ca o compunere între o translaţie cu 
coordonatele originii sistemului său de referinţă şi o 
rotaţie de unghi a  (fig.10.43). Relaţia vectorială 
pentru poziţia punctului P: 

 OPrr O +=  (10.176) 

se exprimă matriceal prin combinarea relaţiilor de 
mai sus: 
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 (10.177) 

Din această relaţie se obţin ecuaţiile scalare: 
 aaaa cossinsincos yxYYyxXX OO ++=-+=  (10.178) 

Unghiul de rotaţie a  făcut de axa Ox cu o paralelă în O la XO1 este un 

unghi orientat, pozitiv în sens trigonometric. Derivatele sale, respectiv viteza 
unghiulară w şi acceleraţia unghiulară e sunt pozitive dacă sensul lor corespunde 

celui trigonometric. 
                                                   
*) Notaţia cu majuscule a sistemului global s-a adoptat pentru a se evita confuzia cu 
sistemele locale numerotate. 
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Viteza punctului P se exprimă prin relaţia 
generală: 
 POO vvv +=  (10.179) 

Viteza POv  este perpendiculară pe raza OP şi are 

sensul dat de w (fig.10.44). Proiecţiile locale ale 
acestei viteze (cf. cap.9.32) sunt: 

 ww xvyv yx =-=  (10.180) 

Ecuaţia (10.179) se poate pune sub forma 
matriceală: 
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din care rezultă ecuaţiile scalare: 
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Pentru acceleraţia punctului P  se scrie relaţia: 
 POO aaa +=  (10.183) 

în care proiecţiile locale ale acceleraţiei POa  

(fig.10.45) sunt: 

 ewew xyayxa 2
y

2
x +-=--=  (10.184) 

Ecuaţia matriceală corespunzătoare relaţiei 

(10.183) şi ecuaţiile scalare generate sunt: 
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În cazul al unei bare rectilinii AB 

(fig.10.46) se poate alege punctul A drept 

origine a sistemului local iar axa Ax se 

suprapune direcţiei barei. Coordonatele 
locale ale punctului B sunt în acest caz: 
 0yABx ==  (10.187) 

Coordonatele globale ale acestui punct 
sunt definite prin relaţia matricială: 
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 (10.188) 

care conduce la ecuaţiile scalare: 
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În ecuaţia lui Euler pentru viteze: 

 BAAB vvv +=  (10.190) 

viteza relativă a punctului B faţă de A are componentele: 

 BAyx vABxv0yv ====-= www  (10.191) 

Forma matriceală a acestei ecuaţii vectoriale este: 
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iar ecuaţiile scalare care provin din ea sunt: 
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În ecuaţia lui Euler pentru acceleraţii: 

 
tn
BABAABAAB aaaaaa ++=+=  (10.194) 

acceleraţia relativă a punctului B faţă de A are componentele: 
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În acest caz ecuaţia matriceală este: 
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din care se obţin ecuaţiile scalare corespondente: 
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Trebuie pus în evidenţă şi avantajul că, în urma efectuării calculelor, 

parametrii unghiulari w şi e vor rezulta cu semnele corespunzătoare convenţiei 

menţionate mai înainte; valorile lor pozitive vor indica un sens corespunzător 
celui trigonometric. 

Problema 10.8   La mecanismul 

bielă-manivelă din  fig.10.47 se cunosc 
dimensiunile şi legea de mişcare a 
manivelei conducătoare. Să se stabilească 
un algoritm pentru calculul cinematic 

integral al mecanismului. 
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Rezolvare: Din ecuaţia matriceală: 
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se obţin coordonatele punctului A: 

 jj sincos ABYABX AA ==  (10.199) 

Punctul B se mişcă pe un suport paralel cu axa OY  astfel că rezultă ecuaţiile: 
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Cu observaţia că în configuraţia dată unghiul de poziţie a are valori numai în 

cadranul I, în care funcţia sinus este pozitivă, se deduc relaţiile: 
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cu care se calculează apoi BY . Coordonatele globale ale punctului C sunt: 
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 (10.202) 

Viteza punctului A este: 

 OAv 1A ×=w  (10.203) 

cu proiecţiile date de relaţiile: 
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Viteza punctului B are direcţia suportului de translaţie al culisei astfel că 0vBX =  

şi BBY vv º . 
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Din prima ecuaţie se extrage viteza relativă a lui B faţă de A şi viteza unghiulară 
a bielei 2: 
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v =  (10.206) 

AB

vBA
2 =w  (10.207) 

cu care se calculează apoi Bv . Viteza relativă a punctului C faţă de A se 

calculează în funcţie de 2w  şi de coordonatele locale ale acestuia: 

 2Cy2Cx xvyv ww =-=  (10.208) 

Viteza Cv  are proiecţiile pe axele sistemului fix: 
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Valoarea totală a acestei viteze este: 

 2
CY

2
CXC vvv +=  (10.210) 

Pentru acceleraţia punctului A se poate scrie: 
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Proiecţiile pe axele sistemului fix se calculează cu relaţiile: 
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Acceleraţia punctului B are direcţia suportului de translaţie al culisei, astfel 

că 0aBX =  şi BBY aa º . Pentru aceasta se pot scrie ecuaţiile: 
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 (10.213) 

Acceleraţia relativă a punctului B faţă de A are componenta normală: 

 ABa 2
2BA ×-= wn

 (10.214) 

Componenta tangenţială a acesteia şi acceleraţia unghiulară a bielei se vor 
calcula cu relaţiile 
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după care se evaluează acceleraţia Ba  cu relaţia de mai sus. Acceleraţia relativă a 

punctului C faţă de A are componentele locale: 

 2C
2
2Cy2C

2
2Cx xyayxa ewew +-=--=  (10.217) 

Pentru acceleraţia totală se scriu relaţiile 
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 (10.218) 

Valoarea acesteia este dată de relaţia: 

 
2
CY

2
CXC aaa +=  (10.219) 

Din relaţiile deduse mai sus se pot extrage numai relaţiile finale pentru 
fiecare parametru, relaţii care se pot dispune în ordinea logică a efectuării 
calculelor; se obţine astfel algoritmul grupat în tab.10.2. 

Dacă analiza se face pentru un ciclu cinematic, algoritmul va fi precedat de 

relaţiile care generează valorile parametrilor cinematici ai elementului conducă-

tor 11 ewj ,, . În descrierea legii de mişcare parametrul independent poate fi 

timpul t sau unghiul j. În ciclul cinematic pot apare şi poziţii critice în care 

continuarea mişcării este nedeterminată. În aplicaţia de faţă o asemenea poziţie 
este cea în care bara AB este perpendiculară pe suportul translaţiei ( 0=a ). 
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Pe baza algoritmului se poate alcătui în continuare un program de calcul 
într-unul din limbajele de programare uzuale. Se exemplifică programarea algo-

ritmului aplicaţiei într-o secvenţă de procedură în Turbo-Pascal. 

Tabelul 10.2 

Nr. Relaţia de calcul Nume Secvenţa de program 

1 jcosABX A =  xa {date x=AM,y=MC,xb=XB, 

lab=AB,loa=OA} 

. 

. 

. 

{legea de miscare} 

fi:=...; 

om1:=...; 

eps1:=...; 

cfi:=cos(fi); 

sfi:=sin(fi); 

{calcul pozitii} 

xa:=lab*cfi; 

ya:=lab*sfi; 

ca:=(xb-xa)/lab; 

sa:=sqrt(1-ca*ca); 

yb:=ya+lab*sa; 

xc:=xa+x*ca-y*sa; 

yc:=ya+x*sa+y*ca; 

{calcul viteze} 

va:=om1*loa; 

vax:=-va*sfi; 

vay:=va*sfi; 

vba:=vax/sa; 

vb:=vay+vba*ca; 

om2:=vba/lab; 

vx:=-y*om2; 

vy:=x*om2; 

vcx:=vax+vx*ca-vy*sa; 

vcy:=vay+vx*sa+vy*ca; 

vc:=sqrt(vcx*vcx+ 

vcy*vcy); 

{calcul acceleratii} 

aan:=-om1*om1*loa; 

aat:=eps1*loa; 

aa:=sqrt(aan*aan+ 

aat*aat); 

aax:=aan*cfi-aat*sfi; 

aay:=aan*sfi+aat*cfi; 

 

2 jsinABYA =  ya 

3 ( ) ABXX AB -=acos  ca 

4 aa 21 cossin -+=  sa 

5 asinABYY AB +=  yb 

6 aa sincos CCAC yxXX -+=  xc 

7 aa cossin CCAC yxYY ++=  yc 

8 OAv 1A ×=w  va 

9 jsinAAX vv -=  vax 

10 jsinAAY vv =  vay 

11 asinAXBA vv =  vba 

12 acosBAAYB vvv +=  vb 

13 ABvBA2 =w  om2 

14 2Cx yv w-=  vx 

15 2Cy xv w=  vy 

16 aa sincos yxAXCX vvvv -+=  vcx 

17 aa cossin yxAYCY vvvv ++=  vcy 

18 2
CY

2
CXC vvv +=  vc 

19 OAa 2
1A ×-= wn  aan 

20 OAa 1A ×= et  aat 

21 2
A

2
AA aaa )()( tn +=  aa 

22 jj tn sincos AAAX aaa -=  aax 

23 jj tn cossin AAAY aaa +=  aay 

24 ABa 2
2BA ×-= wn

 aban 
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Tabelul 10.2 (continuare) 

25 aant sin)cos( BAAXBA aaa +=  abat aban:=-om2*om2*lab; 
abat:=(aax+aban*ca)/sa; 

eps2:=abat/lab; 

ab:=aay+aban*sa+abat*ca; 

ax:=-x*om2*om2-y*eps2; 

ay:=-y*om2*om2+x*eps2; 

acx:=aax+ax*ca-ay*sa; 

acy:=aay+ax*sa+ay*ca; 

ac:=sqrt(acx*acx+ 

acy*acy); 

. 

. 

. 

 

26 ABaBA2
te =  eps2 

27 aa tn cossin BABAAYB aaaa ++=  ab 

28 2C
2
2Cx yxa ew --=  ax 

29 2C
2
2Cy xya ew +-=  ay 

30 aa sincos yxAXCX aaaa -+=  acx 

31 aa cossin yxAYCY aaaa ++=  acy 

32 2
CY

2
CXC aaa +=  ac 

 

10.5   Mişcarea corpului cu un punct fix 

 
În aceasta mişcare un punct al corpului 

rămâne tot timpul într-un punct fix din spaţiu; 

legătura corespunzătoare este articulaţia sferică 

(fig.10.48). Cele două sisteme de referinţă, 

respectiv sistemul fix 1111 zyxO  şi sistemul mobil 

Oxyz, se aleg pentru comoditatea tratării cu 

originile în acest punct fix: 

 0a0v0r OOO ===  (10.220) 

După cum s-a arătat în cap.6.2, o articulaţie 
sferică răpeşte corpului trei grade de libertate 

(din cele şase posibile în cazul general al unui 

solid rigid liber), respectiv cele trei translaţii. În 
consecinţă, corpul cu un punct fix va avea celelalte trei grade de libertate, 

respectiv cele trei rotaţii. Parametrii poziţionali independenţi corespunzători sunt 

unghiurile prin care sistemul mobil, solidar cu corpul, se poziţionează faţă de 

sistemul fix. 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
Fig.10.48 
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Definirea acestor unghiuri, numite unghiurile lui Euler, poate fi mai uşor 
urmărită prin succesiunea ilustrată în fig.10.49. Pornind de la situaţia în care cele 
două sisteme sunt suprapuse (fig.10.49, a), se face mai întâi o rotaţie de unghi y  

în jurul axei 1Oz  (fig.10.49. b). Se menţine apoi fixă axa Ox şi se execută o 
rotaţie de unghi q  în jurul acesteia (fig.10.49, c). Păstrând în continuare fixă 
poziţia axei Oz, se face o rotaţie de unghi j  în jurul ei (fig.10.49. d); linia ON 

reprezintă poziţia axei Ox înaintea acestei rotaţii*). 

Pentru mişcarea corpului cu un punct fix parametrii 

poziţionali sunt funcţiile: 

 )()()( ttt jjqqyy ===  (10.221) 

Variaţia lor în raport cu timpul este reprezentată de 

derivatele jqy &&& ,,  care corespund vitezelor unghiulare 

parţiale cu care s-au efectuat rotaţiile descrise mai sus. 
Vectorii acestor viteze unghiulare au direcţiile axelor de 
rotaţie (fig.10.50). Rotaţia corpului în jurul punctului fix O 

se face cu: 

 kjikji zyxzyx eeeewwww ++=++=  (10.222) 

Viteza unghiulară w  este o rezultantă celor trei viteze unghiulare parţiale şi în 

consecinţă proiecţiile ei pe axele sistemului de referinţă mobil vor fi: 

 

ï
ï
î

ïï
í

ì

+=

-=

+=

qyjw

jqjqyw

jqjqyw

cos

sincossin

cossinsin

&&

&&

&&

z

y

x

 (10.223) 

Datorită modului în care au fost alese axele de coordonate, relaţiile lui 
Euler pentru viteza şi acceleraţia unui punct oarecare P vor avea o formă 
simplificată: 

 
î
í
ì

´´+´=

´=

)( rra

rv

wwe
w

 (10.224) 

Proiecţiile acestora pe axele sistemului de coordonate mobil, solidar cu corpul, se 
deduc pornind de la relaţiile generale stabilite în cap.10.2. Pentru viteză acestea 

sunt: 

 
ï
î

ï
í

ì

-=

-=

-=

yxz

xzy

zyx

xyv

zxv

yzv

ww
ww
ww

 (10.225) 

corespunzător relaţiei matriceale: 
                                                   
*) Unghiurile lui Euler, utilizate mai mult în calculele poziţionale din Astronomie, 

păstrează şi în Mecanică următoarele denumiri: y – unghiul de precesie, q  – unghiul de 

nutaţie, j  – unghiul rotaţiei proprii, ON – linia nodurilor. 
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 (10.226) 

Proiecţiile acceleraţiei se calculează cu relaţiile: 

 
ï
î

ï
í

ì

---+-=

---+-=

---+-=

)()(

)()(

)()(

zyyxzxyxz

yxxzyzxzy

xzzyxyzyx

yzzxxya

xyyzzxa

zxxyyza

wwwwwwee

wwwwwwee

wwwwwwee

 (10.227) 

iar relaţia matriceală corespondentă este: 
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 (10.228) 

Problema 10.9  În fig.10.51 este reprezentat 

un giroscop necentrat, format dintr-un disc şi un ax 
având o articulaţie sferică la una dintre extremităţi; 
giroscopul se roteşte cu 1w  în jurul axei sale de 

simetrie în timp ce aceasta se roteşte cu 2w  în jurul 
unei axe fixe care trece prin articulaţia sferică. Să se 
identifice unghiurile lui Euler şi să se calculeze 
viteza unghiulară totală. 
Date: 21 ww ,  

Cerute: wjqy ,,,  

Rezolvare: Se alege un sistem de referinţă mobil cu 

axa Oz suprapusă axului giroscopului şi cu axele Ox 

şi Oy în planul discului. Aceasta va face unghiul de 
nutaţie q  cu axa fixă zO1 . Linia nodurilor NO1  

este perpendiculară pe planul format de axele 11zO  şi zO1 ; ea se află în planul 

fix 111 yxO  şi face unghiul de precesie y cu 11xO . Unghiul de rotaţie proprie j 

este făcut de axa Ox cu direcţia sa iniţială. Vitezele unghiulare corespunzătoare 
variaţiei unghiurilor lui Euler sunt reprezentate în fig.10.50. În ipoteza că 
extremitatea A a axului giroscopului descrie o traiectorie circulară în jurul axei 

11zO , unghiul q  este constant şi în consecinţă: 

 
012 === qwjwy &&&

 (10.229) 

Se fac înlocuirile în relaţiile (10.222) şi se calculează în final: 

qwwwwqjyjywwww coscos 21
2
2

2
1

222
z

2
y

2
x 22 ++=++=++= &&&&  (10.230)  

În sistemul de referinţă mobil considerat, relaţiile pentru calculul poziţiei 
vitezei şi acceleraţiei unui punct oarecare al giroscopului iau forma generală 
stabilită în cap.10.2  

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
Fig.10.51 
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11.   MIŞCĂRI COMPUSE 

 

11.1   Generalităţi 
 

Un punct material sau un corp solid 

rigid se poate deplasa în raport cu un sistem 
de referinţă mobil (SRM)  în timp ce acesta se 
deplasează faţă de un sistem de referinţă fix 
(SRF). În fig.11.1 se exemplifică aceste 
mişcări pentru cazul unui punct material P. Se 

introduc următoarele definiri: 
– mişcarea absolută (MA) –punctul P 

faţă de sistemul de referinţă fix SRF; 

– mişcarea relativă (MR) – punctul P 
faţă de sistemul de referinţă mobil SRM; 

– mişcarea de transport (MT) – siste-

mul de referinţă mobil SRM faţă de cel fix 
SRF. 

Mişcarea absolută este compusă din cea 
relativă şi cea de transport*). În general sunt 
cunoscuţi parametrii cinematici cu care se 
efectuează acestea şi se determină cei ai 
mişcării asolute. 

Deoarece parametrii cinematici se 

raportează şi în acest caz în sistemul de 
referinţă mobil, derivarea în raport cu timpul 
capătă o formă specifică. Astfel, în cazul 
general, un vector oarecare (fig.11.2), având 
expresia analitică: 

 kVjViVV zyx ++=  (11.1) 

se derivează conform relaţiei: 

 kVjViVkVjViV
dt

Vd
V zyxzyx

&&&&&&& +++++==  (11.2) 

Derivatele în raport cu timpul ale versorilor sistemului de referinţă mobil sunt 
date de relaţiile lui Poisson: 

 kkjjii ´=´=´= www &&&  (11.3) 

demonstrate în cap.10.1, în care w  este viteza unghiulară cu care sistemul de 
referinţă mobil se roteşte faţă de cel fix. Termenul dtVd /  reprezintă derivata 

absolută în raport cu timpul a vectorului V . Prin expresia: 

                                                   
*) În multe lucrări capitolul dedicat mişcărilor compuse este intitulat Mişcarea Relativă. 
Pentru studiul cinematic se consideră mai adecvată denumirea adoptată. 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

Fig.11.1 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

Fig.11.2 

 

 

 

 

O 

x 

y 

z P 

MA 

 
MR 

MT 

SRF 

SRM 

 

 
  

 

 

 

 

 O 

x 

y 
z 



202 

 kVjViV
t

V
zyx
&&& ++=

¶
¶

 (11.4) 

se va înţelege derivata locală a vectorului V  în raport cu timpul, ca şi cum 
acesta ar fi fix (operatorul ¶  nu semnifică în cazul de faţă derivata parţială). 
Expresia formată din ultimii trei termeni ai relaţiei (11.2) se prelucrează în modul 
următor: 
 VkVjViVkVjViV zyxzyx ´=++´=´+´+´ wwwww )()()()(  (11.5) 

Relaţia (11.2) ia forma finală: 

 V
t

V

dt

Vd
V ´+

¶
¶

== w&
 (11.6) 

Dacă vectorul V  este constant în sistemul de referinţă mobil, atunci derivata 
locală este nulă şi deci 

 VV ´=w&  (11.7) 

Derivata absolută este egală cu cea locală atunci când 0=w  (SRM în translaţie 

faţă de SRF) sau în cazul particular wV . 

 

11.2   Mişcări compuse ale punctului material 
 

11.2.1   Studiul vectorial şi matriceal al parametrilor cinematici 
 

Între vectorii de poziţie ai unui punct material 
în cele două sisteme de referinţă (fig.11.3) există 
relaţia: 

 rrr O1 +=  (11.8) 

Se derivează această relaţie în raport cu timpul: 

 r
t

r
rrrr OO1 ´+

¶
¶

+=+= w&&&&  (11.9) 

Se definesc următoarele viteze: 
– 1a rv &=  – viteza absolută a punctului P în 

raport cu SRF; 

– 
t

r
vr ¶

¶
=  – viteza relativă a punctului P în raport cu SRM; 

– rvrrv OOt ´+=´+= ww&  – viteza de transport.  

În relaţia de definiţie a vitezei de transport se recunoaşte relaţia lui Euler pentru 
viteze din mişcarea generală a solidului rigid (cap.10.2). Se poate considera că 
viteza de transport este viteza faţă de SRF a unui punct solidar cu sistemul de 

referinţă mobil în care se găseşte la momentul respectiv punctul P şi care 
efectuează instantaneu transportul acestuia; în momentul următor un alt punct va 
avea acest rol. Cu aceste precizări relaţia (11.9) ia forma: 

 tra vvv +=  (11.10) 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

Fig.11.3 

 

P 

 

  

 

 

 O 

x 

y 

z 



203 

Pentru studiul acceleraţiilor se drivează în raport cu timpul relaţia (11.9): 

 )( r
t

r
r

t

r

t

r
rr

2

2

O1 ´+
¶
¶

´+´+
¶
¶

´+
¶

¶
+= wwww &&&&&  (11.11) 

Ca şi în cazul vitezelor se definesc următoarele acceleraţii: 
– 1a ra &&=  – acceleraţia absolută a punctului P faţă de SRF; 

– 
2

2

r
t

r
a

¶

¶
=  – acceleraţia relativă  a punctului P faţă de SRM; 

– )()( rrarrra OOt ´´+´+=´´+´+= wwewww&&& – acceleraţia de tran-

sport; se recunoaşte şi în acest caz relaţia lui Euler pentru acceleraţii din mişcarea 
generală a solidului rigid şi sunt valabile observaţiile menţionate la viteza de 
transport; 

– )()( rcor v2
t

r
2a ´=

¶
¶

´= ww  – acceleraţie complementară cunoscută în 

Mecanică sub denumirea de  acceleraţia lui Coriolis; ea exprimă variaţia vitezei 
relative rv , ca direcţie, datorată rotirii cu w  a sistemului de referinţă mobil.  

Regrupând termenii definiţi mai sus, relaţia (11.11) devine: 
 cortra aaaa ++=  (11.12) 

Viteza unghiulară w  se referă la mişcarea de transport şi, în consecinţă, pentru 
acceleraţia Coriolis  se introduce relaţia 

 )( rtcor v2a ´= w  (11.13) 

deoarece atât pentru mişcarea absolută cât şi pentru mişcarea relativ poate exista, 
după caz, câte o viteză unghiulară. Caracteristicile acceleraţiei Coriolis se 
determină după regulile obişnuite ale unui produs vectorial. Modulul se 
calculează cu relaţia 

 ),sin(|||||| rtrtcor vv2a ww=  (11.14) 

Direcţia acesteia este perpendiculară pe direcţiile celor doi vectori iar sensul se 
stabileşte cu regula şurubului drept. Din definiţia de mai sus a acceleraţiei 
Coriolis rezultă că aceasta este nulă atunci când 0t =w , respectiv când mişcarea 

de transport este o translaţie sau dacă rt vw . 

Un caz particular, frecvent în aplicaţii, este cel în 
care cele trei mişcări – absolută, relativă şi de transport, 
sunt efectuate în acelaşi plan. Viteza relativă este 
conţinută în planul mişcării iar viteza unghiulară este 
perpendiculară pe acesta (fig.11.4). Relaţia (11.14) ia 
forma:  

 rtrtcor v2v2a ww == ||||||  (11.15) 

Acceleraţia Coriolis se va găsi în planul mişcării iar direcţia şi sensul ei se 
determină rotind vectorul rv  cu 90° în sensul lui tw . 

Dacă relaţia (11.10) se rescrie sub forma: 

 rvvv rOa ´++= w  (11.16) 

 

 

 
 

 

 
Fig.11.4 
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şi toţi vectorii au dezvoltări în sistemul de referinţă mobil,  pentru calculul 
proiecţiilor se poate poate scrie, în baza celor arătate în cap.10.2, relaţia 
matriceală: 
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 (11.17) 

concentrată în forma simbolică*): 

 va = vr + vO + w × r = vr + vO + vPO (11.18) 

În mod asemănător, pentru acceleraţii se porneşte de la relaţia (11.12) pusă 
sub forma: 

 )()( rOra v2rraaa ´+´´+´++= wwwe  (11.19) 

Relaţia matriceală care permite calculul proiecţiilor este: 
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 (11.20) 

iar cea simbolică are forma concentrată: 

 aa = ar + aO + e × r + w × (vPO + 2 vr) (11.21) 

În aceste relaţii w  şi e  reprezintă matricile antisimetrice asociate vectorilor w  şi 
e  ai mişcării de transport. Vectorul coloană vPO = w × r  reprezintă viteza locală a 
punctului P faţă de O şi este definit matriceal prin relaţia (10.32). 
 

Problema 11.1  Bara OA (fig.11.5) se roteşte în jurul articulaţiei fixe O; 

simultan o culisă se deplasează în lungul barei. Cunoscând legile lor de mişcare, 
să se determine viteza şi acceleraţia centrului  P  într-o poziţie oarecare. 

Date: 2
02

1 teq = , 2
02

1 tas =  ( ., consta 00 =e ) 

Cerute:   aa av ,  

Rezolvare:  Translaţia culisei în lungul barei 
este mişcarea relativă şi se efectuează cu 
parametrii cinematici 

 tasv 0== &   0asa == &&  (11.22) 

Rotaţia barei în jurul articulaţiei fixe este 
mişcarea de transport; parametrii cinematici 
unghiulari sunt: 

                                                   
*) Se reaminteşte că forma simbolică este utilă în realizarea programelor de calculator 

care operează cu matrici. 
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 t0eqw == &  0eqe == &&  (11.23) 

Ambele mişcări se efectuează în plan. Sistemele de referinţă se aleg în modul 
indicat în fig.11.5 ),( 0a0v OO == . 

Cu notaţiile din dezvoltarea teoretică se precizează: 
 kkisr tt eeww ===  (11.24) 

 

 
Vitezele se calculează cu relaţiile:  

 ivis
t

r
vr ==

¶
¶

= &  (11.25) js

00s

00

kji

rv tt )(www ==´=  (11.26) 

Viteza absolută se calculează cu relaţia: 
 jsivvvv tra )(w+=+=  (11.27) 

Însumarea vitezelor este reprezentată în fig.11.6. 

Acceleraţiile se determină cu relaţiile: 

 iais
t

r
a

2

2

r ==
¶

¶
= &&  (11.28) 
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w
wewwe
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2

tttt

aaisjs
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rra

+=-+=
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)()(

)(
 (11.29) 

 jv2

00v

00

kji

2v2a rtcor )()( www ==´=  (11.30) 

Acceleraţiile sunt reprezentate în fig.11.7. Acceleraţia absolută are în final 
expresia: 

 jv2sisvaaaa 2
cortra )()( wew ++-=++=  (11.31) 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

Fig.11.6 
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Problema 11.2  Pe un semicerc care se roteşte în jurul 
articulaţiei fixe 1O  alunecă simultan o culisă (fig.11.8). Să se 
calculeze viteza absolută şi acceleraţia absolută pentru centrul 
P al culisei într-o poziţie oarecare. 
Date: qewew ,,,,, 2211R ; 

Cerute: aa av , . 

Rezolvare: Mişcarea de transport este rotaţia semicercului în 
jurul articulaţiei fixe 1O  iar mişcarea relativă este rotaţia culi-

sei în jurul centrului geometric 2O  al semicercului, impusă de 
forma acestuia. Parametrii cinematici unghiulari ai acestor 

mişcări sunt: 
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 (11.32) 

iar sensurile lor sunt indicate în fig.11.8. 
Viteza relativă se calculează cu relaţia: 

 22rr RPOv ww =×=  (11.33) 

şi este tangentă la semicerc în sensul vitezei unghiulare rw  (fig.11.9). Raza PO1  

a mişcării de transport se determină observând că triunghiul POO 21  este isoscel 

iar unghiul q  este exterior acestuia. 

 
Viteza de transport se calculează cu relaţia: 

 
211tt R2POv qww cos=×=  (11.34) 

şi este perpendiculară pe PO1  în sensul vitezei unghiulare tw .  

Valoarea vitezei absolute se obţine făcând însumarea acestor două viteze 

după regula paralelogramului: 

 )cos(
2tr

2
t

2
ra vv2vvv qp -++=  (11.35) 
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La acelaşi rezultat se ajunge proiectând aceste viteze pe direcţiile (n) şi (t) – 
respectiv normala şi tangenta în P la semicerc: 

 
2

2t
2

2tra vvvv )sin()cos( qq +-=  (11.36) 

Acceleraţia relativă a culisei are forma vectorială: 

 
tn
rrr aaa +=  (11.37) 

în care cele două componente au valorile: 

 
2
2

2
rr RRa wwn ==  (11.38) 2tr RRa eet ==  (11.39) 

Direcţiile şi sensurile lor sunt indicate în fig.11.10, a). 

Acceleraţia de transport are forma vectorială: 

 
tn
ttt aaa +=  (11.40) 

iar componentele acesteia sunt: 

 
2

2
11

2
tt R2POa qn ww cos=×=  (11.41) 

211tt R2POa qt ee cos=×=  (11.42) 

Direcţiile şi sensurile acestora sunt deasemenea reprezentate în fig.11.10, a). 

Acceleraţia Coriolis se calculează cu relaţia: 

 21rtcor R2v2a www ==  (11.43) 

Ambele mişcări fiind coplanare, direcţia şi sensul acestei acceleraţii se obţin 

rotind rv  cu 90° în sensul vitezei unghiulare tw . 

Acceleraţia absolută se obţine vectorial prin însumarea celor trei acceleraţii 
după regula poligonului (fig.11.10, b). Valoarea acesteia este mai uşor de obţinut 

însumând proiecţiile acceleraţiilor pe direcţiile (n) şi (t) menţionate mai înainte: 

 
2

2t2tr
2

2t2trcora aaaaaaaa )cossin()cossin( qtqntqnqtn --+-+-=  (11.44) 

 

Problema 11.3  Semicercul din 

fig.11.11 se roteşte în jurul diametrului 

său orizontal; simultan o culisă alunecă 
pe semicerc. Să se determine viteza şi 

acceleraţia culisei într-o poziţie 

oarecare. 

Date: qewew ,,,,, 2211R ; 

Cerute: aa av , . 

Rezolvare: Mişcarea de transport este rotaţia semicercului în jurul diametrului 

orizontal AB; mişcarea relativă este deplasarea culisei pe conturul semicircular. 
Parametrii cinematici unghiulari ai acestor mişcări sunt: 
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 (11.45) 

Viteza relativă se calculează cu relaţia: 

 2rr RCPv ww =×=  (11.46) 

şi are direcţia (t) a tangentei la semicerc; sensul este dat de rw  (fig.11.12, a). 
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Viteza de transport este: 

 qww sin11tt RPPv =×=  (11.47) 

şi are direcţia (n1) perpendiculară pe 
planul semicercului; sensul este dat 

de tw  (fig.11.12, b). Pentru calculul  

vitezei absolute se utilizează relaţia: 

 2
t

2
ra vvv +=  (11.48) 

Vectorul vitezei absolute se află în 

planul format de cele două direcţii, 
(t) şi (n1). 

Acceleraţia relativă are forma 

vectorială: 

 
tn
rrr aaa +=  (11.49) 

şi componentele: 

 
2
2

2
rr RRa wwn ==  (11.50) 

 2tr RRa eet ==  (11.51) 

pe direcţiile (n) şi respectiv (t) (fig. 

11.13, a). Acceleraţia de transport 

are expresia: 

 
tn
ttt aaa +=  (11.52) 

Componenta normală se calculează cu relaţia: 

 qwwn sin2
11

2
tt RPPa =×=  (11.53) 

şi are direcţia razei PP1 ; sensul este de la P către 1P  (fig.11.13, a). Componenta 

tangenţială: 

 qeet sin11tt RPPa =×=  (11.54) 

are direcţia (n1) perpendiculară pe planul semicercului iar sensul este dat de te  

(fig.11.13, b). 
Acceleraţia Coriolis, definită prin relaţia generală: 

 )( rtcor v2a ´= w  (11.55) 

se evaluează în cazul de faţă după regulile specifice 

produsului vectorial: 

 qwwqw p cos)sin( 212rtcor R2v2a =-=  (11.56) 

Ea este perpendiculară pe planul format de vectorii rv  şi 

tw  (fig.11.14) iar sensul se obţine cu regula şurubului drept aplicată rotaţiei 

vectorului  tw  către rv . În fig.11.13, b) aceasta are direcţia normalei (n1) la 

planul semicercului. 
Acceleraţia absolută are o dispunere tridimensională în raport cu 

elementele grafice utilizate. Mărimea ei poate fi evaluată însumând proiecţiile 
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componentelor analizate mai sus pe cele trei direcţii (n), (t) şi (n1) perpendiculare 
între ele. Rezultă: 

 2
tcor

2
tr

2
tra aaaaaaa )()sin()cos( tnnnt qq -++++=  (11.57) 

 

11.2.2   Metoda analitică 

 

Metoda analitică, prezentată pe larg în cap.10.4.5 pentru studiul mişcării 

plan-paralele, poate fi extinsă şi pentru situaţia în care există puncte materiale de 
interes care au mişcare relativă faţă de un corp aflat în mişcare plană. Este cazul, 

de exemplu, al culiselor care alunecă pe elemente rectilinii din configuraţia 

mecanismelor plane. 
Legătura între poziţia absolută a culisei B (în sistemul global YOX) şi cea 

relativă (în sistemul local yAx) este dată de relaţiile: 
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 (11.58) 

Viteza absolută a centrului B al culisei: 

 trBa vvvv +=º  (11.59) 

are componenta relativă în lungul barei, 

pozitivă în sensul axei Ax a sistemului 
de referinţă local (fig.11.15). Compo-

nenta de transport este viteza punctului 

de pe bară în care se află centrul culisei 
şi este determinată de relaţia lui Euler: 

 BAAt vvv +=  (11.60) 

în care: 

 ABvBA w=  (11.61) 

este perpendiculară pe AB în sensul vitezei unghiulare w.  Corespunzător relaţiei 
(11.59) se deduce: 

î
í
ì

++=

-+=
®ú

û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é -
+ú
û

ù
ê
ë

é
=ú
û

ù
ê
ë

é

aa

aa

aa
aa

cossin

sincos

cossin

sincos

BArAYBY

BArAXBX

BA

r

AY

AX

BY

BX

vvvv

vvvv

v

v

v

v

v

v
 

 (11.62) 

În cazul particular în care articulaţia A este fixă, bara AB execută o mişcare de 

rotaţie în plan, 0vA =  şi BAt vv º . Relaţiile de mai sus iau forma: 
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 (11.63) 

Dacă bara AB execută numai o mişcare de translaţie, atunci 0=w  şi deci 

0vBA = . În acest caz: 
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 (11.64) 
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Acceleraţia absolută a punctului 
B este: 

 cortrBa aaaaa ++=º  (11.65) 

Componenta relativă are direcţia barei 

şi este pozitivă în sensul axei locale Ax 

(fig.11.16). Componenta de transport se 
defineşte prin relaţia lui Euler pentru 

acceleraţii în mişcarea plan-paralelă: 

 
tn
BABAABAAt aaaaaa ++=+= (11.66) 

în care: 

 ABaABa BA
2

BA ew tn =-=  (11.67) 

Acceleraţia Coriolis este definită prin relaţiile: 

 rcorrcor v2av2a ww =®´=  (11.68) 

Direcţia şi sensul acestei acceleraţii se stabilesc în modul arătat în cap.11.2, 

rotind viteza relativă rv  cu 90° în sensul vitezei unghiulare w . Dacă ambele 

mărimi sunt pozitive, acceleraţia Coriolis va fi dirijată în sensul pozitiv al axei 

locale Ay (fig.11.16). Cu aceste precizări, ecuaţia matriceală corespunzătoare 
relaţiei (11.65) va fi: 
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Din aceasta se deduc ecuaţiile scalare:
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valabile în cazul unei mişcări de transport plan-paralelă. Dacă articulaţia A este 

fixă şi bara are o mişcare de rotaţie plană în jurul acesteia, 0aA =  şi 

tn
ttBAt aaaa +=º . Relaţiile de mai sus devin: 
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 (11.71) 

În cazul în care bara are o mişcare de translaţie, 0== ew  şi 0acor = . Se obţin 

relaţiile: 
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 (11.72) 
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Problema 11.4 Să se realizeze un 
algoritm de calcul programabil pentru 

mecanismul din fig.11.17 (cunoscut sub 

denumirea de mecanism de şeping). 

Date: OA, AB, OC, OH, )(tjj = , 1w , 1e  

Cerute:  DX , Dv , Da ; 

Rezolvare: Relaţia ABOAOB +=  ia 

forma matriceală: 
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 (11.73) 

Se obţin ecuaţiile scalare: 
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 (11.74) 

Din acestea se calculează: 

 jsinABOA2ABOAOB 22 ×++=  (11.75) 

şi unghiul a prin funcţiile: 

 
OB

AB j
a

cos
cos =  (11.76)  

OB

ABOA j
a

sin
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+
=  (11.77) 

Coordonatele punctului C în sistemul global se obţin cu relaţiile: 
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Coordonatele punctului de interes D vor fi: 

 OHYEDXX DCD =+=  (11.80) 
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Pentru mişcarea compusă a culisei B se cunoaşte viteza absolută: 
 ABv 1B w=  (11.81) 

reprezentată în fig.11.18, a). Relaţia vectorială: 
 traB vvvv +=º  (11.82) 

ia forma matriceală: 
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din care se deduc ecuaţiile scalare: 
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 (11.84) 

Rezolvând sistemul se determină cele două componente necunoscute: 

 )sin( ja -= Br vv  (11.85)  )cos( ja -= Bt vv  (11.86) 

Cele două viteze sunt reprezentate în fig.11.18, b). Se calculează în continuare 

viteza unghiulară: 

 
OB

vt
3 =w  (11.87) 

Viteza absolută a centrului culisei din punctul C este: 

 OCv 3C w=   (11.88) 

Pentru mişcarea compusă din punctul C, pornind de la relaţia vectorială: 
 traC vvvv +=º  (11.89) 

se scrie ecuaţia matriceală: 
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Se observă că vitezele rv  şi  tv  sunt paralele cu axele sistemului de referinţă 

global YOX. Se deduce în continuare: 

 asinCr vv -=  (11.91) acosCt vv =  (11.92) 

Corpul 5 are o mişcare de translaţie paralelă cu axa OX a sistemului global; toate 

punctele lui au aceeaşi viteză şi în consecinţă: 
 tD vv =  (11.91) 

Pentru mişcarea compusă a culisei din punctul B există relaţia vectorială 
între acceleraţii: 
 cortraB aaaaa ++=º  (11.92) 

care se poate detalia sub forma 

 corttrBB aaaaaa +++=+ tntn
 (11.93) 

Se pot calcula direct componentele: 

 ABa 2
1B wn -=  (11.94) ABa 1B et =  (11.95) 

 OBa 2
3t wn -=  (11.96) r3cor v2a w=  (11.97) 
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Din ecuaţia matriceală corespunzătoare relaţiei (11.93): 
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se deduce sistemul de ecuaţii scalare: 

 
ïî

ï
í
ì

+++=+

+-+=-

aajj

aajj
tntn

tntn

cos)(sin)(cossin

sin)(cos)(sincos

cortrtBB

cortrtBB

aaaaaa

aaaaaa
 (11.99) 

în care sunt necunoscute acceleraţiile ra  şi t
ta . Pentru rezolvare se grupează 

termenii cunoscuţi: 
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iar sistemul de rezolvat ia forma simplificată: 
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 (11.101) 

După rezolvare se obţine: 

 aa sincos YXr aaa D+D=  (11.102) aat cossin YXt aaa D+D-=  (11.103) 

Se calculează în continuare: 

 
OB

at
3

t
e =  (11.104) OCa 2

3C wn -=  (11.105) OCa 3C et =  (11.106) 

Componentele sunt reprezentate grafic în fig.11.19 a) şi b). 

 

 

Pentru mişcarea compusă din punctul C relaţia între acceleraţii este: 

 traC aaaa +=º  (11.107) 

Deoarece mişcarea de transport este o translaţie, acceleraţia Coriolis este nulă. 
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Din relaţia matriceală: 
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se determină direct acceleraţiile: 

 aa tn sincos CCr aaa -=  (11.109) aa tn cossin CCt aaa +=  (11.110) 

Aceste acceleraţii sunt reprezentate în fig.11.19, c). Corpul 5 are o mişcare de 

translaţie şi toate punctele sale au aceeaşi acceleraţie. În consecinţă: 
 tD aa =  (11.111) 

Relaţiile de calcul finale se grupează în algoritmul prezentat în tab.11.1. 

 

Tabelul 11.1 

Nr. Relaţia de calcul Nr. Relaţia de calcul 

1 jsinABOA2
2

AB
2

OAOB ×++=  18 2
B

2
BB aaa )()( tn +=  

2 OBAB /coscos ja =  19 OBa 2
3t wn -=  

3 OBABOA )sin(sin ja +=  20 r3cor v2a w=  

4 acosOCXC =  
21 

aa

jj
n

tn

sincos

sincos

cort

BBX

aa

aaa

+-

--=D
 

5 asinOCYC =  

6 EDXX CD +=  
22 

aa

jj
n

tn

cossin

cossin

cort

BBY

aa

aaa

--

-+=D
 

7 OHYD =  

8 ABv 1B w=  23 aa sincos YXr aaa D+D=  

9 )sin( ja -= Br vv  24 aat cossin YXt aaa D+D-=  

10 )cos( ja -= Bt vv  25 OBat3
te =  

11 OBvt3 =w  26 OCa 2
3C wn -=  

12 OCv 3C w=  27 OCa 3C et =  

13 asinCr vv -=  28 2
C

2
CC aaa )()( tn +=  

14 acosCt vv =  29 aa tn sincos CCr aaa -=  

15 tD vv =  30 aa tn cossin CCt aaa +=  

16 ABa 2
1B wn -=  31 tD aa =  

17 ABa 1B et =    

  



215 

 

11.3   Mişcări compuse ale solidului rigid 

 

11.3.1   Definirea mişcărilor 

 
În studiul mişcării compuse a corpului solid rigid se adoptă un mod de 

notare specific pentru sistemele de referinţă (fig.11.20). Astfel, triedrul 0T  este 

sistemul de referinţă fix iar triedrele 1T  , 2T , ... sunt sisteme de referinţă mobile 

succesive. Corpul este solidar în acest caz cu triedrul 2T .  

Parametrii cinematici 

care descriu mişcarea unui 

triedru (viteza şi acceleraţia 
originii, viteza şi acceleraţia 

unghiulară) se notează cu doi 

indici; primul indică numărul 
triedrului respectiv iar cel de 

al doilea numărul triedrului 

faţă de care are loc mişcarea.  

Mişcările se definesc 
după cum urmează: 

– mişcarea absolută: 

 2T  faţă de 0T ; 

– mişcarea relativă: 

 2T  faţă de 1T ; 

– mişcarea de transport: 

 1T  faţă de 0T . 

 

11.3.2   Parametrii cinematici în cazul general 

 

Viteza absolută a unui punct oarecare P din configuraţia unui corp având 

ca sistem de referinţă propriu triedrul 2T   se  referă la deplasarea acestuia în 

raport cu sistemul de referinţă fix, în cazul de faţă triedrul 0T ; în relaţia: 

 tr20Pa vvvv +=º  (11.112) 

componentele se determină utilizând relaţia lui Euler  pentru viteze adaptată cu 

notaţiile din fig.11.15. Viteza relativă este viteza punctului P din triedrul 2T  faţă 

de triedrul 1T : 

 POvvv 2212121Pr ´+=º w  (11.113) 

Viteza de transport este viteza punctului P din triedrul 1T  faţă de triedrul fix 0T : 

 POvvv 1101010Pt ´+=º w  (11.114) 

Rezultă pentru viteza absolută expresia: 
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 POPOvvv 2211102110a ´+´++= ww  (11.115) 

în care termenii de aceeaşi formă au fost dispuşi în succesiunea crescătoare a 

triedrelor mobile. 

Pentru acceleraţii se procedează în mod asemănător. În relaţia generală: 
 cortr20Pa aaaaa ++=º  (11.116) 

componentele sunt definite în mod analog vitezelor, utilizând însă relaţia lui 
Euler pentru acceleraţii. Astfel, acceleraţia relativă este dată de relaţia: 

 )( POPOaaa 221212212121Pr ´´+´+=º wwe  (11.117) 

iar cea de transport de relaţia: 

 )( POPOaaa 110101101010Pt ´´+´+=º wwe  (11.118) 

Acceleraţia Coriolis va fi: 

 )()( 21P10rtcor v2v2a ´=´= ww  (11.119) 

Însumarea acestor acceleraţii conduce la relaţia: 

 
)()()( 21P102212111010

2211102110a

v2POPO

POPOaaa

´+´´+´´+

+´+´++=

wwwww

ee
 (11.120) 

în care termenii de aceeaşi formă au fost dispuşi, ca şi cei ai vitezelor, în 

succesiunea crescătoare a triedrelor mobile. 

Relaţiile deduse mai sus pentru cazul a două triedre mobile, pot fi 
generalizate pentru existenţa a n astfel de triedre succesive (fig.11.21) aflate în 

mişcare relativă unul faţă de celălalt. 

 Generalizarea relaţiei (11.115) pentru viteza absolută poate fi făcută cu 

uşurinţă observând succesiunea de indici a termenilor: 

 ( )åå
=

-
=

- ´+=
n

1i
i1ii

n

1i
1iia POvv ,, w  (11.121) 

Aceeaşi observaţie este valabilă şi la însumarea termenilor acceleraţiei 

absolute proveniţi din acceleraţiile relative şi de transport din relaţia (11.120). 

Pentru deducerea unui termen general corespunzător sumei acceleraţiilor 
Coriolis, este necesară reamintirea faptului că o astfel de acceleraţie reprezintă 

variaţia vitezei relative datorată vitezei unghiulare de transport. Pentru fiecare 

triedru mobil viteza unghiulară de transport se va raporta la sistemul de referinţă 

fix 0T  ( 10w , 20w , 30w ,..., 0nw ). 

Cu această observaţie se vor putea scrie relaţiile care definesc acceleraţiile 

Coriolis succesive: 
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 (11.122) 

termenul general find uşor de dedus. Pentru acceleraţia absolută rezultă în final 

relaţia: 

 ( ) [ ] åååå
=

--
=

--
=

-
=

- ´+´´+´+=
n

2i
1iPi01i

n

1i
i1ii1ii

n

1i
i1ii

n

1i
1iia v2POPOaa )()( ,,,,,, wwwe  

 (11.123) 

 

11.3.3   Parametri unghiulari ai mişcării absolute 

 
Se utilizează relaţia (11.121)  pentru două puncte A 

şi B ale corpului (fig.11.22): 

 ( )åå
=

-
=

- ´+=
n

1i
i1ii

n

1i
1iiA AOvv ,, w  (11.124) 

 ( )åå
=

-
=

- ´+=
n

1i
i1ii

n

1i
1iiB BOvv ,, w  (11.125) 

Prin scăderea primei relaţii din cea de a doua se obţine: 
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n
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 (11.126) 

sau, sub altă formă: 

 ABvv aAB ´+= w  (11.127) 

Această expresie, analogă relaţiei lui Euler pentru viteze în mişcarea generală a 
solidului rigid, leagă între ele vitezele absolute ale celor două puncte. S-a notat 

prin: 

 å
=

-=º
n

1i
1ii0na ,, www  (11.128) 

viteza unghiulară absolută a corpului corespunzătoare rotaţiei acestuia în raport 

cu sistemul de referinţă fix (triedrul nT  faţă de 0T ) . Se deduce că viteza 
unghiulară absolută este însumarea vitezelor unghiulare relative ale sistemelor de 

referinţă mobile intermediare. 
Deducerea în acelaşi mod a acceleraţiei unghiulare absolute, pornind de la 

relaţia (11.120), este foarte laborioasă. Un procedeu mai simplu constă în 

derivarea în raport cu timpul a relaţia (11.128) care defineşte viteza unghiulară 
absolută. Trebuie ţinut cont însă şi de faptul că fiecare viteză unghiulară se 
defineşte analitic prin proiecţiile ei pe axele triedrului propriu şi în consecinţă la 
derivare se va utiliza relaţia (11.6). 
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Se obţine în final relaţia pentru acceleraţia unghiulară absolută: 

 ( )ååå
=

-
=

-
=

- ´+===
n

1i
1ii0i

n

1i
1ii

n

1i

1iia
a

dt

d
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,,,

, wwe
ww

e  (11.130) 

 

11.4   Mişcări compuse particulare 

 

11.4.1   Compuneri de translaţii 
 

Dacă toate mişcările relative sunt nişte translaţii, atât vitezele cât şi 

acceleraţiile unghiulare relative sunt nule; relaţiile (11.121) şi (11.123) iau 
formele simplificate: 

 å
=

-=
n

1i
1iia vv ,  (11.131) å

=
-=

n

1i
1iia aa ,  (11.132) 

Aceste relaţii indică faptul că viteza şi acceleraţia absolută se obţin însumând 

vectorial vitezele şi acceleraţiile relative. 
 

Problema 11.4  Un pod 

rulant, reprezentat schematic 
în fig.11.23, este format din 

grinda 1 care se deplasează pe 
nişte şine orizontale fixe 0 cu 

viteza 10v  şi acceleraţia 10a . 

În lungul grinzii alunecă 
transversal un cărucior 2 cu 

viteza 20v  şi acceleraţia 20a  

faţă de grindă.  Pe cărucior 
este montat un sistem de 

ridicare pe verticală a unui cablu la extremitatea căruia se află cârligul 3; viteza 

de ridicare a acestuia în raport cu căruciorul este 32v  iar acceleraţia este 32a . Să 
se determine viteza absolută a cârligului. 

Rezolvare: Cele trei viteze sunt reciproc perpendiculare şi se însumează 
după regula paralelipipedului. 
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 322110a vvvv ++=  (11.133) 2
21

2
21

2
10a vvvv ++=  (11.134) 

În mod asemănător se pot însuma şi acceleraţiile: 

 322110a aaaa ++=  (11.135) 2
21

2
21

2
10a aaaa ++=  (11.136) 

 

11.4.2   Compuneri de rotaţii paralele 

 

Dacă toate mişcările relative şi absolute sunt rotaţii în jurul unor axe 
paralele între ele, atunci vectorii vitezelor unghiulare respective, care au direcţia 

acestor axe, alcătuiesc un sistem de vectori paraleli. Relaţia (11.128) care 

defineşte vectorial viteza unghiulară absolută poate fi proiectată pe direcţia 
comună, luând o formă scalară analogă 

 åå
=

-
=

- =®=º
n

1i
1iia

n

1i
1ii0na ,,, wwwww  (11.137) 

Semnele atribuite acestor viteze unghiulare se stabilesc în funcţie de sensul lor în 

raport cu un sens pozitiv prestabilit. 
Din cauza paralelismului vitezelor unghiulare, produsele vectoriale din 

relaţia (11.130) sunt nule astfel că şi pentru acceleraţia unghiulară absolută se 
stabilesc relaţii asemănătoare: 

 åå
=

-
=

- =®=º
n

1i
1iia

n

1i
1ii0na ,,, wwwww  (11.138) 

Este valabilă şi în acest caz observaţia referitoare la semne. Relaţiile dintre 

acceleraţiile unghiulare au aceeaşi formă ca şi cele dintre vitezele unghiulare. 

 

Problema 11.5 În fig.11.24 este reprezentată 
schematic o transmisie diferenţială cu roţi dinţate 

cilindrice. Pinionul 1 antrenează roata satelit 2 care se 

rostogoleşte simultan peste coroana fixă 0 cu dantură 
interioară; mişcarea roţii 2 determină rotirea braţului port-

satelit 3. Cunoscând viteza unghiulară a pinionului şi 

razele roţilor, se cere să se determine vitezele unghiulare 
absolute şi relative precum şi raportul de transmitere. 

Date:  10w , 1R , 2R , 213 RRR += ; 

Cerute: 1332213020 i,,,, wwww ; 

Rezolvare:  Sensurile de rotaţie ale roţilor 1 şi 2 sunt puse 

în evidenţă în fig.11.25, a) iar cel al braţului port-satelit 3 

în fig.11.25, b). Vectorii vitezelor unghiulare absolute şi 

relative sunt reprezentaţi în fig.11.25, c). Punctul 20I  în care roata 2 angrenează 

cu coroana fixă este centrul ei instantaneu de rotaţie; punctul 21I  este un centru 

instantaneu de rotaţie relativ al roţii 2 în raport cu pinionul 1. 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

Fig.11.24 

ă 
1 

e 2 
0 

3 



220 

Pornind de la viteza comună în punctul de angrenare se stabileşte viteza 

unghiulară absolută a roţii 2: 

 10

2

1
202021011

R2

R
R2Rv wwww =®==  (11.139) 

În mod asemănător se stabileşte viteza unghiulară absolută a braţului port-satelit: 

 10

21

1
20

3

2
303032022

RR2

R

R

R
RRv wwwww

)( +
==®==  (11.140) 

Pentru roata 2 relaţia între vitezele unghiulare se proiectează pe direcţia comună 
(fig.11.25, c): 

 211020211020 wwwwww -=-®+=  (11.141) 

Viteza unghiulară relativă a acesteia faţă de pinionul 1 este: 

 10

2

1
201021

R2

R
1 wwww )( +=+=  (11.142) 

Pentru braţul port-satelit se procedează asemănător: 
 322030322032211030 wwwwwwwww +-=®+=++=  (11.143) 

Se deduce viteza unghiulară relativă a braţului 3 faţă de roata 2: 

 10

212

211
302032

RRR2

R2RR
wwww

)(

)(

+
+

=+=  (11.144) 

Raportul de transmitere între axul de intrare şi cel de ieşire al transmisiei va fi: 
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w
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 (11.145) 

 

11.4.3   Compuneri de rotaţii concurente 

 

Relaţiile pentru parametrii cinematici unghiulari sunt cei stabiliţi în 
cap.11.3.3, respectiv: 

 å
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n
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Problema 11.6   Pe o suprafaţă conică 
fixă 0 se rostogoleşte fără alunecare o rolă 
2 antrenată de bara îndoită 1 (fig.11.26). 

Cunoscând dimensiunile şi mişcarea de 

antrenare, să se studieze mişcarea rolei. 

Date:   R, r, a, 1010 ew , ; 

Cerute: 21212020 ewew ,,, ; 

Rezolvare: Axa de rotaţie a barei 1 

coincide cu axa conului iar unghiul de 

îndoire a coincide cu semi-unghiul la vârf 
al acestuia. Axa de rotaţie a barei şi cea a 

rolei faţă de bară sunt concurente în punctul de îndoire O; vitezele unghiulare 
respective au direcţiile acestor axe. Rola se rostogoleşte fără alunecare peste 
suprafaţa conică şi în consecinţă punctul de tangenţă 20I  este centrul ei 

instantaneu de rotaţie. Dreapta 20IO-  serveşte drept axă instantanee de rotaţie 

pentru rolă şi viteza ei unghiulară absolută va avea direcţia acestei drepte. Suma 

vectorială corespunzătoare relaţiei (11.146), respectiv: 

 211020 www +=  (11.148) 

are reprezentarea grafică conform regulei paralelogramului în fig.11.26. Aplicând 
teorema sinusului în triunghiul formate de cele trei viteze unghiulare se obţine: 

 
)](sin[sinsin bap

w
b

w
a

w
+-

== 211020  (11.149) 

în care unghiul b  se calculează din relaţia Rr=btg . Se obţin rezultatele: 

 1020 w
b
a

w
sin

sin
=  (11.150) 1021 w

b
ba

w
sin

)sin( +
=  (11.151) 

În ipoteza că 10e  are acelaşi sens cu 10w , relaţia (11.147) ia forma: 

 
434214342143421

"' e

wwww

e

eee 21201010211020

0

´+´++=  (11.152) 

având reprezentarea grafică din fig.11.27. Procedând în 
acelaşi mod ca mai sus se găseşte: 

 10e
b
a

e
sin

sin
'=  (11.153) 1021 e

b
ba

e
sin

)sin( +
=  (11.154) 

Pentru componentă e² se utilizează regulile de evaluare 
a unui produs vectorial: 

 bwwwwwwwwe sin),sin(" 2120212021202120 ==´=  (11.155) 

 Ea este perpendiculară pe planul vectorilor 20w  şi 21w  iar sensul se 

stabileste aplicând regula şurubului drept la rotaţia lui 20w  către 21w . În final se 

calculează acceleraţia unghiulară absolută a rolei: 
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20 )"()'( eee +=  (11.156) 
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12. CINEMATICA SISTEMELOR DE CORPURI 

 

12.1   Generalităţi 
 

După cum s-a arătat anterior, un sistem de corpuri reprezintă un ansamblu 
de solide rigide aflate în interacţiune mecanică, unitar din punct de vedere 

constructiv şi funcţional. Din punct de vedere cinematic elementele mobile ale 
unui sistem pot transmite sau transforma o mişcare primită din partea unui 
dispozitiv de antrenare sau din partea altui sistem. 

Transmisiile mecanice au rolul de a prelua o mişcare de rotaţie de la un ax 
de intrare şi de a o transmite către un ax de ieşire modificându-i parametrii 
unghiulari; elementele mobile sunt în general axe, arbori*) şi roţi de diferite 
tipuri.. Caracteristica funcţională a unui astfel de sistem este raportul de 

transmitere, respectiv raportul între turaţia axului de intrare şi cea a axului de 
ieşire: 

 
fin

in

fin

in

n

n
i

w
w

==  (12.1) 

Se reaminteşte că legătura între turaţie şi viteza unghiulară este definită prin 
relaţia 

 ]/[
]/[

]/[]/[
secrad

30

n

minsec60

minrotnrotrad2 pp
w =

×
=  (12.2) 

O transmisie mecanică (reductor, cutie de viteze, etc.) poate fi realizată 
constructiv şi funcţional prin una sau mai multe transmisii simple alcătuind trepte 
succesive şi fluxuri paralele de demultiplicare. Raportul de transmitere global se 
stabileşte diferenţiat în funcţie de rapoartele treptelor respective. 

Mecanismele sunt sisteme de corpuri complexe înglobând elemente cu 
forme constructive diverse şi acoperind toată gama transformărilor de mişcări în 
plan sau în spaţiu. 

Mecanismul primeşte mişcarea prin intermediul unuia sau mai multor 

elemente conducătoare, numărul lor reprezentând numărul gradelor de libertate 

ale mecanismului.  
În analiza cinematică a unui mecanism oarecare, pornind de la o lege de 

mişcare impusă unui element conducător, se determină poziţiile elementelor şi 
parametrii lor unghiulari; se calculează poziţiile, vitezele şi acceleraţiile 
diferitelor puncte de interes din configuraţia mecanismului, incluzând printre 
acestea şi punctele de legătură dintre elemente.  

Dacă în timpul funcţionării o succesiune de poziţii ale mecanismului se 
repetă periodic, de exemplu atunci când elementul conducător are o mişcare de 
rotaţie sau de translaţie alternativă, mişcarea se încadrează într-un ciclu 

cinematic. 

                                                   
*) Vom înţelege prin arbore un ax care transmite un cuplu; axul simplu are un rol pasiv de 

susţinere a roţilor în lagăre. 
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Pentru analiză un mecanism real se modelează printr-o schemă cinematică 
în care elementele reale sunt reduse la forme geometrice simple (bare, plăci, roţi, 
etc.), echivalente din punct de vedere funcţional. Partea fixă a mecanismului se 
numeşte bază. 

O succesiune de elemente mobile dintr-un mecanism alcătuieşte un lanţ 
cinematic. Acesta poate fi închis dacă primul şi ultimul element din lanţ sunt 
legate la bază (de exemplu mecanismul bielă-manivelă, mecanismul patrulater, 
mecanismul cu culisă oscilantă, etc.), sau poate fi deschis dacă numai primul 
element este legat la bază (cazul, de exemplu, al unor roboţi industriali). De 
regulă elementele conducătoare sunt legate la bază. La lanţurile cinematice 
deschise, cu mai multe grade de libertate, elementele motoare pot lega între ele 
elementele mobile. 
 

12.2   Transmisii mecanice simple 

 
a) Transmisii prin fire. Mişcarea se transmite de la o roată la alta prin 

elemente care posedă caracteristicile generale ale firelor (flexibile, inextensibile). 
În general axele roţilor sunt paralele. Se consideră că firul nu alunecă pe roată, fie 
datorită frecării (transmisiile prin cabluri sau curele), fie datorită profilării 
conjugate a zonelor de contact (transmisiile prin lanţ). În aceste condiţii vitezele 
periferice ale celor două roţi sunt egale.  

Pentru transmisile din fig.12.1 se poate scrie: 

 2211 RRv ww ==  (12.3) 

Raportul de transmitere va fi 

 
1

2

2

1
12

R

R
i ==

w
w

 (12.4) 

La transmisiile cu axe paralele raportul de transmitere este negativ dacă sensul de 
rotaţie se inversează (fig.12.1, b). 

b) Transmisii prin fricţiune.  Roţile acestor transmisii se află în contact 
nemijlocit exterior (fig.12.2, a), interior (fig.12.2, b) sau lateral (fig.12.2, c). În 
ipoteza că nu există alunecare între suprafeţe, punctele de contact vor avea 
aceeaşi viteză. Relaţiile de mai sus, stabilite pentru transmisiile prin fire sunt 
valabile şi în cazul transmisiilor prin fricţiune. La transmisia laterală, prin 
deplasarea axială a roţii 1 şi modificarea pe această cale a razei 2R , se poate 

realiza o variaţie continuă a raportului de transmitere. 
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c) Transmisii prin roţi dinţate cilindrice (angrenaje cilindrice). 

Mişcarea de rotaţie se transmite 
între axe paralele. Contactul teoretic 
este realizat între două suprafeţe 
cilindrice, reciproc tangente,  având în 
profil cercurile de divizare  cu diame-

trele 1dD şi respectiv 2dD  (fig.12.3). 

Pentru orice roată dinţată elementul 
geometric definitoriu este modulul m, 

mărime standardizată, respectiv rapor-
tul între diametrul cercului de divizare 
şi numărul de dinţi  z al roţii: 
 zDm d=  (12.5) 

Angrenarea este posibilă dacă ambele 

roţi au acelaşi modul. Pornind de la 
viteza punctului de tangenţă al cercurilor de divizare: 

 
2

D

2

D
v 2d21d1 ww

==   (12.6) 

se stabileşte raportul de transmitere al angrenajului: 
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 (12.7) 

c)Transmisii prin roţi dinţate conice 

(angrenaje conice). În acest caz mişcarea 
de rotaţie se transmite între două axe 
concurente. Contactul teoretic este realizat 

între două suprafeţe conice având vârful în 
punctul de intersecţie al celor două axe şi 
reciproc tangente după generatoare 
(fig.12.4). Profilul danturii este variabil în 
lungul liniei de contact; fără a intra în 
detalii constructive, se menţionează că în cazul angrenajelor conice se ia în 
considerare un modul mediu, respectiv raportul între diametrul cercului de 

divizare mediu dD  şi numărul de dinţi z al roţii. 
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Pornind de la viteza punctului mediu de contact se stabileşte raportul de 
transmitere: 

 
2

1

1

2

1

2

1d

2d

2

1
12

z

z

mz

mz

D

D
i

d
d

w
w

sin

sin
=====  (12.8) 

 

12.3   Transmisii complexe prin fire 

 

Sistemele de corpuri analizate din punct de vedere cinematic în cadrul 
prezentului capitol au în special un rol pregătitor pentru prezentarea în cele ce 
vor urma a metodelor de analiză dinamică. Aceste sisteme sunt alcătuite în 
general din corpuri simple cu mişcare plană (translaţie, rotaţie sau plan-paralelă); 
mişcarea se transmite de la un corp la altul prin fire. Sistemele se pot pune în 
mişcare gravitaţional sau prin acţiunea unor dispozitive de antrenare.  

Fiecare corp din sistem are un număr de parametri poziţionali în funcţie de 
felul mişcării, după cum urmează: pentru translaţie – o deplasare liniară, pentru 
rotaţie – o deplasare unghiulară, pentru o mişcare plan-paralelă – o deplasare 

liniară şi una unghiulară. Derivatele de ordinul întâi şi doi ale acestora reprezintă 
vitezele şi respectiv acceleraţiile, liniare sau unghiulare. 

Se reaminteşte că mişcarea plan-paralelă a unui corp poate fi considerată 
atât ca o rotaţie în jurul centrului instantaneu de rotaţie cât şi ca o compunere 
dintre o translaţie cu parametriii cinematici ai unui punct al corpului şi o rotaţie 
în jurul acestuia; de regulă punctul respectiv este centrul de masă al corpului. 

Un sistem poate avea unul sau mai multe grade de libertate; numărul 
acestora este egal cu cel al parametrilor poziţionali independenţi. În general 
aceşti parametri se atribuie acelor corpuri care generează mişcarea. 

Scopul acestei analize cinematice este de a stabili nişte relaţii între 
parametrii cinematici ai tuturor corpurilor în funcţie de parametrii independenţi, 
atât pentru deplasări cât şi pentru viteze şi acceleraţii. 

Pentru simplificarea tratării se consideră că aceste sisteme pornesc din 
repaus, astfel că relaţiile pentru poziţia, viteza şi acceleraţia unui corp au aceeaşi 
formă. Din acest motiv este mai comod ca analiza legăturii între parametri să se 
facă pentru viteze, extrapolându-se apoi relaţiile obţinute pentru deplasări şi 
acceleraţii. Parametrii poziţionali se raportează la poziţia iniţială. 

Problema 12.1. Sistemul din fig.12.5, compus din patru corpuri, se pune în 
mişcare sub acţiunea greutăţilor corpurilor pornind din repaus. Se cunosc razele 
roţilor. Corpul 4 se rostogoleşte fără alunecare pe o suprafaţă orizontală. Să se 
alcătuiască tabelul parametrilor cinematici luând ca bază corpul nr.1. 

Date: 4322 rrRr ,,,  

Cerute:   tabelul cinematic în funcţie de 111 avy ,,
 

Rezolvare: Se observă că corpul nr. 2 are centrul instantaneu de rotaţie în punctul 
de contact 2I  cu ramura fixă a firului iar corpul nr.4, datorită rostogolirii fără 

alunecare, are centrul instantaneu de rotaţie 4I  în punctul de contact cu linia 
orizontală. 
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Cu notaţiile din fig.12.6 se pot scrie următoarele relaţii de legătură între 

viteze: 

 

ï
î

ï
í

ì

===

=+=

==

4433344

3322223

1222

rrvv

rrRv

vRv

ww

ww

w

)(  (12.9) 

Pe baza acestora se explicitează relaţiile din coloana vitezelor şi se extrapolează 
pentru deplasări şi acceleraţii, în tab.12.1. 
 

Tabelul 12.1 

Nr. T/R Deplasări Viteze Aceleraţii 

1 T 1y  1v  1a  

2 

T 12 yy =  12 vv =  12 aa =  

R 1
2

2 y
R

1
=q  1

2
2 v

R

1
=w  1

2
2 a

R

1
=e  

3 R 1
32

22
3 y

rR

rR +
=q  1

32

22
3 v

rR

rR +
=w  1

32

22
3 a

rR

rR +
=e  

4 

T 1
2

22
4 y

R

rR
x

+
=  1

2

22
4 v

R

rR
v

+
=  1

2

22
4 a

R

rR
a

+
=  

R 1

42

22
4 y

rR

rR +
=q  1

42

22
4 v

rR

rR +
=w  1

42

22
4 a

rR

rR +
=e  

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 c) d) 
 

 

 
 

 

 

 b) a) 
 

 Fig.12.5 Fig.12.6 

 4x

 4q

 2q
 2y

 1y

4 

3 

2 

1 

 2R
 2r

 3q
 3r

 4r

 23v

 2w
 2v

 1v

 23v

 3w
 4w

 4v

 34v

 4I

 2I



227 

Problema 12.2  În fig. 12.7 este dat un 
sistem cu două grade de libertate care se pune 
în mişcare sub acţiunea propriilor greutăţi ale 
corpurilor componente. Se cere să se 
analizeze din punct de vedere cinematic acest 
sistem şi să se alcătuiască tabelul parametrilor 
cinematici.  

Date: R 

Cerute: tabelul cinematic în funcţie de 3q , 4q  

şi derivatele acestora. 

Rezolvare: Corpurile 1 şi 2 au fiecare o miş-

care relativă în raport cu corpul 3 provocată 
de rotaţia acestuia; translaţia corpului 3 

reprezintă  mişcarea de transport a acestora. 

 
4543

332331

RvR2v

RvvR2vv

ww
ww

==

-=+=
 (12.10) 

Aceste viteze sunt reprezentate în fig.12.8 iar rezultatele finale sunt date în 

tab.12.2. 

 

Tabelul 12.2 

Nr. T/R Deplasări Viteze Aceleraţii 

1 T 341 R2R2y qq +=  341 R2R2v qw +=  341 R2R2a ee +=  

2 T 342 2 qq RRy -=  342 RR2v ww -=  342 RR2a ee -=  

3 
T 43 R2y q=  43 R2v w=  43 R2a e=  

R 3q  3w  3e  

4 R 4q  4w  4e  

5 T 45 Ry q=  45 Rv w=  45 Ra e=  

 

Observaţie: Pentru analiza sistemului se poate alege şi o altă combinaţie de 
parametri independenţi, ca de exemplu 33 y,q . 
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12.4   Mecanisme uzuale simple 
 

Unele dintre mecanismele prezentate în acest capitol au servit în parte ca 
exemple pentru ilustrarea metodelor de analiză cinematică în mişcarea plan-

paralelă. Datorită importanţei lor practice se reia analiza lor într-o tratare 
unitară*). Algoritmele de calcul pentru fiecare mecanism au fost stabilite pe baza 

metodei analitice. Pentru simplificare axele sistemului de referinţă global se 
notează cu litere mici. 
 

12.4.1   Mecanismul bielă-manivelă 

 

Pentru mecanismul din 
fig.12.9 se cunosc dimensiunile 

elementelor şi legea de mişcare a 
elementului conducător AB. 

Date: jejwjj &&& === 11t ,),(  

 OA, AB, BC, BN, NM 

Cerute: 

 CCCBBBB avxavyx ,,,,,,  

 

MMMM22 avyx ,,,,,, ewa  

Rezolvare:  Se scriu ecuaţiile matriceale pentru poziţii, viteze şi acceleraţii din 
care se deduc ecuaţiile algebrice. 

Pentru poziţii se utilizează următoarele relaţii: 
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Unghiul a are valori în cadranele I şi IV, astfel încât 0>acos . Pentru 

raţionalizarea calculelor s-au făcut notaţiile: 
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Pentru viteze se cunosc relaţiile de definiţie: 
  ABv 1B w=  (12.15)  BCv 2CB w=  (12.16) 

                                                   
*) Într-o abordare ulterioară se va relua analiza acestora pe baza grupelor structurale 

binare. 
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Relaţiile între viteze sunt următoarele: 
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Pentru acceleraţii se cunosc relaţiile de definiţie: 
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Se stabilesc în continuare relaţiile între acceleraţii: 
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 (12.24) 

Pe baza relaţiilor analitice deduse mai sus se alcătuieşte algoritmul de 
calcul din tab.12.3. 
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Tabelul 12.3 

Nr. Relaţia de calcul Nr. Relaţia de calcul 

1 jcosABxB =  16 yvv 2BxMx D-= w  

2 jsinABOAyB +=  17 xvv 2ByMy D+= w  

3 BCyB-=asin  18 2
My

2
MxM vvv )()( +=  

4 21 )(sincos aa -+=  19 ABa 2
1B wn -=  

5 acosBCxx BC +=  20 ABa 1B et =  

6 aa sincos NMBNx -=D  21 jj tn sincos BBBx aaa -=  

7 aa cossin NMBNy +=D  22 jj tn cossin BBBy aaa +=  

8 xxx BM D+=  23 2
B

2
BB aaa )()( tn +=  

9 yyy BM D+=  24 BCa 2
2CB wn -=  

10 ABv 1B w=  25 aant sin)sin( CBByCB aaa +-=  

11 jsinBBx vv -=  26 BCaCB2
te =  

12 jcosBBy vv =  27 aa tn sincos CBCBBxC aaaa -+=  

13 acosByCB vv -=  28 yxaa 2
2
2BxMx D-D-= ew  

14 BCvCB2 =w  29 xyaa 2
2
2ByMy D+D-= ew  

15 asinCBBxC vvv -=  30 2
My

2
MxM aaa )()( +=  

 

12.4.2   Mecanismul patrulater articulat 
 

La mecanismul patrulater articulat 

din fig.12.10, format din manivela OA, 

biela AB şi balansierul CB, sunt date di-

mensiunile elementelor şi legea de mişcare 
a manivelei OA. Pe bielă se află un punct 
de interes M. 

Date:  jejwjj &&& === 11t ,),(  

 OC, OA, AB, CB, AN, NM  

Cerute: ,,,,,,,, BBBBAAAA avyxavyx  

MMMM3232 avyx ,,,,,,,,, eewwba
Rezolvare:  Relaţiile matriceale şi ecuaţiile algebrice provenite din acestea, sunt: 
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 (12.25) 
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în care s-a notat: 
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Relaţiile de definiţie pentru viteze sunt: 
 OAv 1A w=  ABv 2BA w=  CBv 3B w=  (12.30) 

Se stabilesc următoarele relaţii între viteze: 
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Definiţiile principalelor acceleraţii sunt următoarele: 
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Între acceleraţii există următoarele relaţii: 
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Pentru realizarea algoritmului de calcul pe baza relaţiilor matriceale şi 
analitice prezentate mai sus, este necesară detalierea unor aspecte specifice.  

Determinarea unghiurilor de poziţie a şi b 
prin funcţiile lor trigonometrice sin şi cos 

necesită punerea în evidenţă a unghiului format 
de elementele AB şi CB  (fig.12.11): 

 abg -=  (12.42) 

Pornind de la poziţiile date ale articulaţiilor A şi 
C pot construi două poziţii distincte ale acestor 
elemente; pentru acelaşi pg <  vor exista două 

perechi de unghiuri de poziţie a şi b. Măsurând 
acest unghi de la AB către CB, el poate fi pozitiv 

sau negativ în raport cu sensul trigonometric. 
Departajarea între cele două poziţii se poate face acordând semnul corespunzător 
funcţiei gsin . Pentru poziţia CAB1  unghiul 01 >g  şi deci 01 >gsin . În poziţia 

CAB2  unghiul 02 <g  şi deci 02 <gsin . Pe parcursul unui ciclu cinematic 

unghiul g  îşi păstrează semnul, cu excepţia cazului particular în care mecanismul 
poate să treacă funcţional printr-o poziţie critică (respectiv atunci când direcţiile 
celor două elemente coincid şi 0=g  sau pg = ). Se observă că în montajul din 

fig.12.10, unghul g  este pozitiv.  
În prelucrarea ecuaţiilor (12.27) se utilizează dezvoltările trigonometrice: 
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í
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abababg
abababg

sinsincoscos)cos(cos

sincoscossin)sin(sin
 (12.43) 

Pentru simplificarea calculelor se introduc notaţiile: 
 AACx xOCxxd -=-=  AACy yyyd -=-=  2

y
2
x

2 ddd +=  (12.44) 

în care  d  reprezintă distanţa dintre articulaţiile A şi C (fig.12.11). Sistemul 

(12.27) ia forma: 
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 (12.45) 

O primă prelucrare a acestor ecuaţii conduce la relaţia: 
 22

y
2
x

22 dddCBAB2CBAB =+=+××-+ )sinsincos(cos abab  (12.46) 

în care expresia din paranteză este tocmai gcos . 

Se stabilesc relaţiile: 
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dCBAB 222

××
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=gcos  gg 21 cossin -+=  (12.47) 

în care s-a ţinut cont de observaţia de mai sus referitoare la semnul funcţiei gsin  

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

Fig.12.11 

A 

C 
a 

b  

 

d 

 

 

 

  



233 

În continuare se elimină funcţiile unghiului b din ecuaţiile (12.45)  şi se 
obţin relaţiile: 
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 (12.48) 

Din aceste relaţii se pot izola funcţiile trigonometrice ale unghiului a: 
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 (12.49) 

Funcţiile trigonometrice ale unghiului b  pot fi calculate cu relaţiile: 
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 (12.50) 

sau pot fi extrase direct din relaţiile (12.45): 
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a
b
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CB

dAB x-
=

a
b

cos
cos  (12.51) 

Pentru determinarea vitezelor BAv  şi Bv  relaţiile (12.33) se pun sub forma 
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din care se determină succesiv: 

 
g
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+
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=  (12.54) 

În mod asemănător se procedează şi pentru calculul acceleraţiilor t
BAa  şi 

t
Ba . Termenii ecuaţiilor (12.40) se grupează sub forma următoare: 

b
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b
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ttnn
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BBABBAAxx
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 (12.55) 

în care xaD  şi yaD  sunt nişte valori intermediare necesare simplificării relaţiilor 

de calcul. Se obţin în final expresiile: 
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Pe baza relaţiilor analitice deduse din ecuaţiile matriceale se poate alcătui 
în continuare algoritmul de calcul pentru mecanismul patrulater articulat. 

 

Tabelul 12.4 

Nr. Relaţia de calcul Nr. Relaţia de calcul 

1 jcosOAxA =  
22 

g

aa

sin

sincos AyAx
B

vv
v

+
-=  

2 jsinOAyA =  

3 Ax xOCd -=  23 ABvBA2 =w  

4 Ay yd -=  24 CBvB3 =w  

5 
2
y

2
x

2 ddd +=  25 yvv 2AxMx D-= w  

6 
CBAB2

dCBAB 222

××
-+

=gcos  

26 xvv 2AyMy D+= w  

27 2
My

2
MxM vvv )()( +=  

7 gg 21 cossin -+=  28 OAa 2
1A wn -=  

8 
2

x

y

ddCB

dCDAB

]sin

)cos[(sin

×+

+×-=

g

ga
 

29 OAa 1A et =  

30 2
A

2
AA aaa )()( tn +=  

9 2
y

x

ddCB

dCDAB

]sin

)cos[(cos

×-
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g
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31 ABa 2
2BA wn -=  

32 CBa 2
3B wn -=  

10 CBdAB y )sin(sin -= ab  33 jj tn sincos AAAx aaa -=  

11  34 jj tn cossin AAAy aaa +=  

12 acosABxx AB +=  35 ba nn coscos BBAAxx aaaa -+=D  

13 asinAByy AB +=  36 ba nn sinsin BBAAyy aaaa -+=D  

14 aa sincos NMANx -=D  37 gbbt sin)sincos( yxBA aaa D+D-=  

15 aa cossin NMANy +=D  38 gaat sin)sincos( yxB aaa D+D-=  

16 xxx AM D+=  39 2
B

2
BB aaa )()( tn +=  

17 yyy AM D+=  40 ABaBA2
te =  

18 OAv 1A w=  41 CBaB3
te =  

19 jsinAAx vv -=  42 yxaa 2
2
2AxMx D-D-= ew  

20 jcosAAy vv =  43 xyaa 2
2
2AyMy D+D-= ew  

21 
g
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BA
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+
-=  44 2

My
2

MxM aaa )()( +=  

CBdAB x )cos(cos -= ab
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12.4.3   Mecanismul cu culisă oscilantă 

Elementul conducător al meca-

nismului este manivela OA; prin 

intermediul culisei din B este antrenat 
balansierul OM. 

Date: jejwjj &&& === 11t ,),(  

 OA, AB, OM  

Cerute: ,,,, BBBB avyx  

 MMMM33 avyx ,,,,,, ewa  

Rezolvare:  Culisa 2 are o mişcare relativă în raport cu balansierul; se utilizează 
modul de calcul expus în cap.11.2.2 referitor la mişcările compuse. Se scriu mai 
întâi ecuaţiile matriceale şi cele analitice pentru poziţii: 
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 (12.58) 
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Viteza absolută şi cea de transport a centrului culisei precum şi viteza 
punctului M sunt: 
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 (12.61) OMv 3M w=  (12.62) 

Relaţiile matriceale şi analitice pentru viteze sunt: 
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Pentru acceleraţiile mişcării compuse a culisei se utilizează relaţiile:  
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 (12.66) r3cor v2a w=  (12.67) 

iar pentru aceleraţia punctului M se utilizează următoarele relaţii de definiţie: 

 OMaOMa 3M
2
3M ew tn ==  (12.68) 

Se prezintă în continuare relaţiile matriceale şi analitice pentru acceleraţii: 
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 (12.69) 
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ïî
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í
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tntn

tntn

cos)(sin)(cossin

sin)(cos)(sincos

cortrtBBBy

cortrtBBBx

aaaaaaa

aaaaaaa
 (12.70) 

Ca şi în aplicaţiile precedente, pe baza acestor relaţii se alcătuieşte algoritmul de 
calcul pentru mecanismul cu culisă oscilantă, algoritm prezentat în tab.12.5. 
 

Tabelul 12.5 

Nr. Relaţia de calcul Nr. Relaţia de calcul 

1 jcos222 ×××++= ABOAABOAOB  14 OBa 2
3t wn =  

2 OBAB ja sinsin =  15 r3cor v2a w=  

3 OBABOA )cos(cos ja +=  
16 
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n
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sincos
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BBx
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+-

--=D
 

4 acosOMxM =  

5 asinOMyM =  
17 
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cossin
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BBy
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6 ABv 1B w=  

7 )cossincos(sin ajja -= Br vv  18 aa sincos yxr aaa D+D=  

8 )sinsincos(cos jaja += Bt vv  19 aat cossin yxt aaa D+D-=  

9 OBvt3 =w  20 OBat3
te =  

10 OMv 2M w=  21 OMa 2
3M wn =  

11 ABa 2
1B wn =  22 OMa 3M et =  

12 ABa 1B et =  23 2
M

2
MM aaa )()( tn +=  

13 2
B

2
BB aaa )()( tn +=    

 

12.4.4   Mecanism cu lanţ cinematic deschis 
 

În fig.12.13 este reprezentat un mecanism a cărui configuraţie se întâlneşte 
la unele manipulatoare sau roboţi industriali. Lanţul cinematic principal al 
acestuia, format din elementele conduse OB şi BM, este deschis, în sensul că 
numai unul dintre ele este legat la bază. În această aplicaţie elementele 
conducătoare AB şi CD au lungimi variabile pe direcţiile care unesc punctele lor 
de legătură (putând fi, de exemplu, cilindri hidraulici, pneumatici sau alt gen de 
motoare liniare). Din punct de vedere funcţional, mecanismul are două grade de 
libertate, parametrii poziţionali independenţi fiind deplasările liniare 1s  şi 2s  în 
raport cu lungimea minimă a fiecăreia dintre elementele AB şi CD. 

Date:  111111 sasvtss &&& === ,),(  222222 sasvtss &&& === ,),(

 minmin,,,,,, CDABBDBMOCOBOA  

Cerute:  MMMM avyx ,,,  
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Rezolvare:  Elementele conducătoare 
ale mecanismului au o mişcări 
compuse, astfel că pentru parametrii 
cinematici ai punctelor de antrenare se 

vor utiliza relaţiile specifice expuse în 
cap.11. Toate elementele mecanismului 

au mişcări plane şi pentru determinarea 
relaţiilor de calcul se va  utilizaz 
metoda analitică.  

a) Calculul poziţional. 

Elementele conducătoare au 
lungimile: 
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 (12.71) 

Pentru poziţia elementului OB se scriu următoarele relaţii matriceale şi analitice: 
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Din aceste ecuaţii rezultă unghiurile pa <  şi 1j  prin funcţiile trigonometrice: 
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Coordonatele punctului B se determină din (12.73). Pentru C se calculează: 
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Pentru determinarea unghiurilor b şi 2j  se porneşte de la relţiile: 
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 (12.79) 
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Modul de rezolvare al acestor ecuaţii este asemănător celui descris la mecanismul 
patrulater articulat (cap.12.4.2, rel.12.44 - 12.51). Se introduc notaţiile: 
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Se pun ecuaţiile (12.80) sub forma: 
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Se introduce în calcule unghiul interior bjg -= 2  (fig.12.13). Pentru 

determinarea lui se ridică la pătrat şi se adună relaţiile de mai sus; se obţine: 
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Se înmulţesc ecuaţiile (12.83) cu funcţiile unghiului b şi se adună. Se obţine 
sistemul: 
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Se prelucrează sistemul şi se determină funcţiile trigonometrice ale unghiului b: 
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Din (12.83) se calculează funcţiiile unghiului 2j : 
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Cu aceste determinări se pot calcula coordonatele punctului M: 

 
î
í
ì

+=

+=
®ú

û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é -
+ú
û

ù
ê
ë

é
=ú
û

ù
ê
ë

é

b
b

bb
bb

sin

cos

cossin

sincos

BMyy

BMxx

0

BM

y

x

y

x

BM

BM

B

B

M

M  (12.89) 

 

b)  Calculul vitezelor 

Mişcarea compusă a punctului B se efectuează cu următoarele viteze: 
 OBvv 3Ba w=º  1r vv =  ABv 1t w=  (12.90) 

cunoscută fiind numai viteza relativă 1v . Între aceste viteze există relaţiile: 
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Se notează 1jad -=  (fig.12.13) şi se determină în continuare vitezele Bv  şi tv : 
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Se determină în continuare vitezele unghulare: 
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Pentru viteza punctului de legătură C se pot scrie relaţiile: 
 OCv 3C w=  (12.97) 
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Pentru punctul D se porneşte de la definirea vectorială a vitezelor care intră în 
relaţia generală: 
 DCCrDBBtrDa vvvvvvvvv ++=+®+=º  (12.99) 

în care: 
 BDv 4DB w=  2r vv =  CDv 2DC w=  (12.100) 

Relaţia (12.100) se transpune matriceal sub forma: 
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care se dezvoltă şi se ordonează prin relaţiile: 
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în care xvD şi yvD  sunt nişte notaţii intermediare. Din aceste ecuaţii se deduc: 
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în care s-a introdus: 

 gbjbjbj sin)sin(sincoscossin =-=- 222  (12.105) 

cunoscut din calculul poziţional. Pe baza relaţiilor (12.100) se calculează vitezele 
unghiulare: 
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În continuare se calculează viteza punctului M: 

 BMv 4MB w=  (12.108) 
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c)  Calculul acceleraţiilor 
Pentru acceleraţia mişcării punctului B se scriu următoarele relaţii: 
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Legătura între ele este dată de relaţia matriceală: 
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din care se obţin ecuaţiile analitice care se pun sub forma: 
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În aceste relaţii xaD  şi yaD  sunt nişte acceleraţii auxiliare, egale cu prima parte a 

acestor ecuaţii, care servesc la simplificarea relaţiilor de calcul pentru t
Ba  şi t

ta : 
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(12.116) 
Se determină în continuare acceleraţiile unghiulare: 

 OBaB3
te =  (12.117) ABat1

te =  (12.118) 
Acceleraţia punctului B este determinată de relaţiile: 
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Acceleraţia punctului C se determină în mod asemănător: 

 OCa 2
3C wn -=  OCa 3C et =  (12.120) 
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Acceleraţia mişcării compuse a punctului D se studiază pornind de la 
expresia vectorială: 
 corDCCrDBBcortrDa aaaaaaaaaaa +++=+®++=º  (12.122) 

în care acceleraţiile se calculează cu relaţiile: 
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Relaţia matriceală echivalentă este: 
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Ecuaţiile analitice deduse din aceasta se pun sub forma următoare: 
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 (12.127) 

Din aceste relaţii se calculează acceleraţiile tangenţiale: 
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Se determină în continuare acceleraţiile tangenţiale: 

 CDaDC2
te =  (12.130) BDaDB4

te =  (12.131) 

Calculul acceleraţiei punctului M decurge în modul următor: 

 BMaBMa 4MB
2
4MB ew tn =-=  (12.132) 
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 (12.133) 

Tabelul 12.6 

Nr. Relaţia de calcul Nr. Relaţia de calcul 

Calculul poziţional 

1 1sABAB += min  13 BCx xxd -=  

2 2sCDCD += min  14 BCy yyd -=  

3 
OBOA2

ABOBOA 222

××
-+=acos  

15 
2
y

2
x

2 ddd +=  

16 
CDBD2

dCDBD 222

××
-+=gcos  

4 aa 21 cossin -+=  

5 ABOAOB1 )cos(cos -= aj  17 gg 21 cossin -+=  

6 ABOB1 aj sinsin =  
18 2

x

y

ddCD

dCDBD

]sin

)cos[(sin

×+

+×-=

g
gb

 
7 11 jajad sincoscossinsin -=  

8 11 jajad sinsincoscoscos +=  
19 2

y

x

ddCD

dCDBD

]sin

)cos[(cos

×-

-×-=

g

gb
 

9 aj coscos OBABOAx 1B =+=  

10 aj sinsin OBABy 1B ==  21 CDdBD x2 )cos(cos -= bj  

11 acosOCxC =  22 bcosBMxx BM +=  
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12 asinOCyC =  23 bsinBMyy BM +=  

Tabelul 12.6 (continuare) 

Calculul vitezelor 

24 dsin1B vv -=  
35 g

jj
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vv
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25 dd sincos1t vv -=  

26 ABvt1 =w  
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27 OBvB3 =w  

28 asinBBx vv -=  37 CDvDC2 =w  

29 acosBBy vv =  38 BDvDB4 =w  

30 OCv 3C w=  39 BMv 4MB w=  

31 asinCCx vv -=  40 bsinMBBxMx vvv -=  

32 acosCCy vv =  41 bsinMBByMy vvv +=  

33 CxBxx vvv -=D  
42 2

My
2

MxM vvv )()( +=  
34 CyByy vvv +=D  

Calculul acceleraţiilor 

43 OBa 2
3B wn -=  58 BDa 2

4DB wn -=  

44 ABa 2
1t wn -=  59 CDa 2

2DC wn -=  

45 11cor 2a ew=  60 22cor v2a w=  
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65 CDaDC2

te =  
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52 aa tn sincos BBBx aaa -=  67 BMa 2
4MB wn -=  

53 aa tn cossin BBBy aaa +=  68 BMa 4MB et =  

54 OCa 2
3C wn -=  55 OCa 3C et =  69 bb tn coscos MBMBBxMx aaaa -+=  

56 aa tn sincos CCCx aaa -=  70 bb tn cossin MBMBByMy aaaa ++=  
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57 aa tn cossin CCCy aaa +=  71 2
My

2
MxM aaa )()(=  


