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Partea IlI-a CINEMATICA
9. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL
9.1 Generalitati
9.1.1 Parametrii cinematici generali

Caracterizarea miscarii unui punct material se face de regula printr-un grup
de marimi fizice reunite sub denumirea generald de parametri cinematici. Acestia
sunt pozitia, viteza $i acceleratia.

a) Pozitia la un moment dat a unui punct M
material M se indicd in raport cu un reper O (fig.9.1)
printr-un vector de pozitie

r=0M =7(1) 9.1
Acesta este o functie de timpul ¢ continud, uniforma si
derivabild de cel putin doud ori. Locul geometric al
pozitiilor succesive ocupate de punct in timpul migcarii
reprezinta traiectoria de deplasare.

Relatia vectoriald (9.1) se poate proiecta in diferite sisteme de coordonate;
ecuatiile scalare astfel obfinute, in care ¢ este variabila independenta, reprezinta
ecuatiile parametrice ale traiectoriei. In sistemul de coordonate carteziene, de
exemplu, ele vor fi de forma:

x=x(t) y=y@) z=z() 9.2)

Prin eliminarea variabilei ¢ intre ecuatiile parametrice se obtine ecuatiile
analitice ale traiectoriei. In cazul unei traiectorii continute intr-un plan, de
exemplu In xOy, se va gasi o singurd ecuatie de forma f(x,y)=0

traiectoria

Fig.9.1

corespunzatoare unei curbe in acest plan. O traiectorie tridimensionala va fi
descrisa prin doua ecuatii, f;(x,1,z)=0 si f5(x,y,z)=0, respectiv prin curba
de intersectie a suprafetelor in spatiu definite prin aceste relatii.
Pe orice traiectorie pozitia la un moment dat a
punctului M poate fi indicata si printr-o coordonata S
intrinseca, marime scalara, reprezentand lungimea
portiunii din traiectorie masuratd fatd de un punct de

referintd M, (fig.9.2):
s =MyM = s(t) (9.3)
Aceasta relatie este numita si ecuatia orara a traiectoriei. Coordonata intrinseca s
poate servi in unele demonstratii drept variabild intermediara.
b) Viteza este o marime fizica vectoriald care indica modul 1n care variaza

in raport cu timpul pozitia unui punct material pe traiectorie, respectiv vectorul
de pozitie 7. Pe o traiectorie (7') (fig.9.3) un punct material se deplaseaza din

M,  Fig9.2

M in M, intr-un interval de timp Af, parcurgand arcul de curba MM, =As .
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Variatia vectorului de pozitie este MM; =Ar.
Viteza medie a deplasarii este
A7
Ky
(7) Vectorul v,, este coliniar s1 de acelasi sens cu

(9.4)

Ar . Se poate defini viteza instantanee n pozifia

0 M ca limita a acestui raport atunci cand durata
deplasarii tinde catre 0. Astfel:
B =p(0) = lim & = fim LEFAD W) _dr 9.5)
At—0 At At—0 At dt

Viteza instantanee se exprima prin derivata de ordinul intai in raport cu timpul a
vectorului de pozitie. Trebuie facuta precizarea ca in Mecanica derivatele in
raport cu timpul efectuate asupra marimilor vectoriale sau scalare se noteaza prin
unul sau doud puncte asezate deasupra simbolului respectiv.

Relatia (9.5) se mai poate prelucra si in modul urmator:

Ar Ar |Ar| As . Ar Ar| . As . _
5= tim & = g [ A7 A7) As mlrmﬂer—ﬂrga
M0 At A0\ [AF | As At ) M—>0|Ar| A0 As  A—0 At
—_—
T 1 dS
-’
M In aceasta relatie 7 este versorul tangentei M¢

la traiectoria (7") (fig.9.4) iar s >0 daca coor-
sensul o - .
miscarii t donata intrinsecd creste. Relatia (9.6) demon-
streazd faptul cd viteza v este intotdeauna

tangentd la traiectorie iar sensul ei coincide cu

O Fig.9.4 sensul de efectuare a miscarii. N
' a) Acceleratia este deasemenea 0 marime
(T) M fizica vectoriala care indicd modul in care
i(t) variaza in raport cu timpul viteza v a punctului

material. Ca si Tn cazul vitezei se exprima o

acceleratia medie sub forma:
_ AV
Y

v(t+Ar) in care Av=v(t+Ar)—v(t) este variatia vecto-

V(1 +Az) ©9.7)

Fig.9.5

rului vitezei la trecerea din M in M; (fig.9.5).

Acceleratia instantanee in punctul M se determind prin calcularea limitel
raportului din aceasta relatie atunci cand At tinde catre 0.
Av _dv

a=a(t)= lim — v 9.8
a=a() At—0 At dt - ©-8)
sau, tinand cont de definirea vitezei,
2—
a= dar_ P (9.9)

dt’
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Acceleratia este deci prima derivata a vitezei
in raport cu timpul si cea de a doua derivata a (7
vectorului de pozitie in raport cu acelasi
parametru.

Se descompune acceleratia dupa
directiile tangentei si normalei in M la curba O
traiectoriei (f12.9.6):

a=a, +a, (9.10) Fig.9.6

Componenta tangentiald g, exprima variatia vitezei ca marime; dacd are acelasi

tangenta

normala

sens cu VvV, marimea vitezei creste. Componenta normald a, caracterizeaza

variatia directiei vectorului vitezei; ea se afla intotdeauna in interiorul curburii
traiectoriei. Vectorul acceleratiei a se va afla in consecinta de aceeasi parte cu
curba traiectoriei fata de tangenta.

9.1.2 Parametrii cinematici unghiulari

Pe langa parametrii cinematici mentionati mai Tnainte, marimi vectoriale,
in miscarea plana intervin si niste marimi scalare grupate sub denumirea generala
de parametri unghiulari. Acestia sunt unghiul de pozitie, viteza unghiulara si
acceleratia unghiulara. Pentru simbolizarea acestor marimi se utilizeaza de
obicei literele grecesti. Relatiile dintre parametrii unghiulari sunt similare celor
dintre parametrii vectoriali studiati. in capitolul precedent.

a) Unghiul de pozitie este facut de o dreapta M
mobila, de exemplu raza OM (fig.9.7), cu o directie de
referintd fixa care este de obicei axa Ox sau o paralela
la aceasta. Unghiul de pozitie este un unghi orientat,

()

masurandu-se de la directia de referintd la cea mobila si 0
se considera pozitiv daca sensul lui coincide cu sensul
trigonometric. Ca si vectorul de pozitie el este o functie Fig.9.7

de timpul 7 continua, uniforma si derivabild de cel putin
doua ori:
0=0(t) (9.11)
b) Viteza unghiulara descrie modul de variatie in
raport cu timpul al unghiului de pozitie. Pornind de la o
viteza unghiulara medie:

a0
At
in care A@ este variatia unghiului de pozitie la trecerea ()’ /

® (9.12)

din M in M, se exprima viteza unghiulara instantanee Fig.9.8
in pozitia M (fig.9.8):
AG do

@ =) At—0 At dt ( )
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Viteza unghiulard se reprezinta grafic printr-o sageatd curba in jurul varfului
unghiului de pozitie, in cazul de fatd punctul O. Sensul vitezei unghiulare
corespunde sensului de rotatie al razei OM, respectiv sensului de deplasare al
punctului M pe traiectorie. Ea este pozitiva daca are sensul trigonometric.

c¢) Acceleratia unghiulara caracterizeaza modul de variatie al vitezei
unghiulare in raport cu timpul. Pentru o variatie A® a vitezei unghiulare
(fig.9.9), acceleratia unghiulara medie:

Ao
" At
conduce la obtinerea accelertiei unghiulare instantanee
in pozitia M:

£ (9.14)

f=e(t)= lim 22299 _, 9.15)
At—0 At dt
Tinand cont si de definitia vitezei unghiulare,
2
£= d—f =0 (9.16)
dt

S1 acceleratia unghiulard se reprezintd printr-o sdgeatd curba in jurul varfului
unghiului de pozitie. Ea este pozitiva daca are sensul trigonometric. Daca @ si ¢
au acelasi sens, rotatia este accelerata.

9.2 Parametrii cinematici ai miscarii in diferite sisteme de coordonate

9.2.1 Coordonate carteziene

ZNXT) In sistemul de coordonate carteziene
M(x,y =Z)_ (fig.9.10) vectorul de pozitie al unui punct M de
_ v pe traiectorie este de forma:
7l ! = F=xi+y+zk (9.17)
) - Sistemul de referintd Oxyz este fix §i versorii
: } y  i,j,k sunt constanti; in consecintd numai
' coordonatele sunt functiile de timp
Fig.9.10 x=x(t) y=y(t) z=2(t) (9.18)
Modulul vectorului de pozitie este:
|Fl= a2+ 2 422 9.19)
Viteza punctului M are expresia analitica:

V=vi+v,j+vk (9.20)

Prin derivarea in raport cu timpul a vectorului de pozitie se obtine:
V=F=xi+j+zk 9.21)
si rezulta proiectiile vitezei pe axele de coordonate:
V=X v, =Y v, =% (9.22)

Modulul vitezei se calculeaza cu relatia:



|\7|=,/v£ +v§ +v? (9.23)

Expresia analitica a acceleratiel punctului M are forma:

a :ax17+ay]_'+azl€ (9.24)
Se deriveaza viteza si se obtine:
a=v=r= Vi +V ]+vk X1+ ) + 2k (9.25)
Proiectiile pe axele de coordonate ale acceleratiei vor fi:
a,=v, =i (7)
T W\ Vy v
a,=v,=y %206 T .
a,=v,=:z a dy
Modulul acceleratiei se va calcula cu relatia: i A @
\a|—\/a +a +a (9.27) 9 MV
In cazul partlcular al unei miscari 3
plane, raportata de obicei la un sistem de axe %
Oxy (fig 9.11), relatiille de mai sus capata o O . 4
forma simplificata: Fig9.11
F=Xi+ ) |7 |= \/xz + y2 (9.28)
V=vi+ vy]_' |V |= v + v tga = vy/vx (9.29)

a=agi+a,j @ |=\a} +a] tgf=a,la,  (9.30)

Problema 9.1 O bara in forma de L se
reazema cu extremitatile sale 4 si B pe doua
suprafete fixe (fig.9.12). Punctul A este
deplasat cu o viteza constantd pe orizontala.
Se cere sa se studieze miscarea punctului C.
Date: AB=2], AC=1, |v,|=v=const.

Cerute: 1o, Ve, ac

Rezolvare: Tofi parametrii cinematici sunt
variabili in raport cu timpul prin intermediul

A %

unghiului de pozitie al barei a =a(z). Pentru ///Fié 912 A
punctul 4 se poate scrie: - o

_ |x=2lsn«a _|v,=2lcosa-a=v 931

r .

! y=0 Y4 v, = 0 ( )
de unde rezulta:

g=—" (9.32)
2lcosa

Pentru punctul C se calculeaza coordonatele pozitiei din care rezulta traiectoria
prin eliminarea luit « :
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_|x=2Isma+/cosax 5 5 5
C = X" +5y° —4xy-1"=0 (9.33)

y=Ilsina
Traiectoria este un arc dintr-o elipsd cu centrul in O si cu semiaxele oblice. In
continuare

) ) 1

v,=2lcosa-a—Isma-a=v-—v-iga

Ve ] 2 (9.34)
v, =lcosa-a=—v
L 2
P S B G

acy © 2 coSa 4lcos’ & (9.34°)
a, =

Problema 9.2 La mecanismul din fig.9.13 bara AB are o miscare de rotatie
cunoscutd; se cere sa se determine pozitia, viteza si acceleratia culisei C sub
forma unui algoritm de calcul.

YA B ZMOAZI’I,ABZI",BCZI
=), p=0,p=¢&
Cerute: xc,Vve,ac

Rezolvare: Pentru pozitia culisei se poate
scrie ecuatia vectoriala:

7 =OC = OA + AB - CB (9.35)
care se proiecteaza pe axe prin ecuatiile:

(9.36)

Fig.9.13

Xc =rcos@p —Ilcosa
O=h+rsngp—I[sina
Din cea de a doua ecuatie se determina:
. h+rsin
sin g = % (9.37)
Daca se deriveaza succesiv aceasta ecuatie in raport cu timpul se obtin derivatele
unghiului « :

r

cosa-d=7cosgo-gb - « (9.38)
. .2 .. . .2 . .
—sina -« +cosa-a—7(—sm¢)-go +COS(p-(o) - (9.39)

Viteza si acceleratia punctului C se obtin derivand in raport cu timpul
prima din ecuatiile (9.36):
Vo =Xo=—-rsin@-@+Isna-a
c e . . (9.40)
ac =Xc =—rcosp-@° —rsme-@+Icosa-a” +Ilsma-a
Relatiile de calcul in functie de datele problemei sunt grupate in algoritmul
din tab.9.1.
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Tabelul 9.1
Nr. Relatia Observatii
) h+rsma
1 smog=———
[
T 3
2 cosa =—1—sin’ a E<0‘<7
3 g 7 CcoSQ »
[cosa

4 a= ! {1(—singo-a)2+c0s¢)-3)+sina-022}

cosa| [
5 Xc =rcosp—I[cosa
6 Ve =—rosme+lasna

ac =—ra’ cosgo—rgsin(p+lo'c2 cosa+lasina

9.2.2 Coordonate polare

Acest sistem de coordonate, utilizat numai in cazul unor traiectorii plane,
este compus din lungimea razei vectoare si unghiul orientat pe care aceasta il
face cu o directie de referinta fixa (fig.9.14):
r=r(t)=0M 0=0() (9.35)

O M (r,0) Daci se asociaza coordonatelor polare un sistem

_ F cartezian cu Ox drept axa polara, exista relatiile
g i, T de transformare:
o A1) & x=rcos®  y=rsind (9.36)
O (pol)  axa polar?i ca si cele inverse:

Fig.9.14 r=yx’+y’ tg6’=§ (9.37)

Versorul u, are direcfia s1 sensul razei vectoare
lar u, este perpendicular pe aceasta in sensul

unghiului @ . n sistemul Oxy asociat (fig.9.15) ei
au expresiile:

< i, =cosfi +sinf j
_ o - (9.38)
' Uy =—smnbi +cosl j
Fig.9.15
Versorii sunt functii de timp prin intremediul lui €, astfel ca:

ftr =—sin¢9-9§+cosl9-9j=9z7€

. _ _ : (9.39)

ug =—cos@-0i —smb-0 j=-0u,
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— Parametrii cinematici ai miscarii punctului
M se pot exprima in functie de proiectiile lor pe
directiile definite de versorii u, si u, (fig.9.16)
prin expresiile analitice:

u,. + V@ Z/_le (940)

C_l:a},l/_l’,+agﬁe

Prin derivare in raport cu timpul se obtine pentru
viteza si acceleratie:

Fig.9.16

V=F=Fi, +ri, =i, +r0iy (9.41)
a=v =i, +ri, +r0uy+rlin, +rOiy =i —r0)u, +(r0+ 2i0)iy(9.42)
Proiectiile vitezei si acceleratiei in functie de coordonatele polare sunt:

v, =T a, =i—rb*
PRNCES) (9.44)

ag = 0+ 2i-0

In unele aplicatii intereseaza niste
parametri cinematici speciali, respectiv viteza
si acceleratia areolara, care exprima variatia
in raport cu timpul a ariei acoperite de raza
vectoare r=0M (fig.9.17) in timpul
miscarii punctului material pe traiectorie.
Pentru un interval de timp Af foarte mic, aria
AA poate fi incadratd intre doud sectoare
circulare de raze OM s1 OM,, asimilabile

unor triunghiuri isoscele:
§r2A¢9<AA<§(r+Ar)2A6’ (9.45)

Aceasta relatie poate fi prelucrata prin calcularea limitelor fiecarui termen atunci
cand At — 0 ; simultan si Ar —> 0.

2 2
) ) ) A
lim 729 ¢ i A iy A A0 (9.46)
At—0 2Nt A—0 At A0 2At
1,.2d0  dA_,_ 1 2d0
2" ar a0 2" dr
Ambele limite exterioare sunt egale si in consecinti viteza areolard {2 va fi:
1 ,dO0 1 5,
Q==r"2=2,%9 (9.47)
2 dt 2

Se mai observa ca:

NI

r=ru, _ o s 9
: : — rxv=rr(u,xu,)+r0(u,.xug)=r0n (9.43)
V=7 =i, +rfi,
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unde 1 este un versor perpendicular pe u, si u,.
Rezulta ca viteza areolara se mai poate scrie:

I_ _
sz‘rxv‘ (9.49)
Acceleratia areolara se obtine derivand aceasta relatie in raport cu timpul:
e 1 S
[=Q==|Fx¥|+=|Fx¥|==|Fxa]| (9.50)
2 2 2

Problema 9.3 Un punct material M se
deplaseaza pe o curba pornind dintr-o pozitie M
initiald M, (fig.9.18). Sa se calculeze viteza

si acceleratia punctului la un moment ¢ ¥ a
oarecare. M,
Date: Ecuatiile parametrice ale curbei: [0,
r=ry+at 0=0y+bt (9.51)
(a.b=const) ) Fig.9.18
Cerute: Traiectoria, viteza v , acceleratia a .

Rezolvare: Ecuatia analiticd a traiectoriei se obtine elimindnd timpul intre
ecuatiile parametrice:

r=m+%@—%) (9.52)

Se recunoaste ecuatia spiralei lui Arhimede in coordonate polare. Din relatiile
(9.43) rezulta proiectiile vitezei pe directiile u, s1 #, s1 modulul acesteia:

v, =r=a [ 2 [ 2 2
: — |V|=4Vv. +Vvy =qla” +D" (1) +at) (9.53)
vg =10 =rb =b(1y + at)

si, in continuare, din (9.44), cele ale acceleratiei:
a, =r-— r0? =—rb? = —bz(r() +at)

ap =r0 +2i-0 =2ab (9.54)

2b2

- |a|= af +a§ :\/b4(r0 +az‘)2 +4a
Problema 9.4 Un punct material M se
deplaseaza pe o traiectorie elipticd cu viteza
areolara constanta pornind din pozitia 4 aflata
pe semiaxa mare a acesteia (fig.9.19).
Cunoscand viteza inifiala, sa se calculeze
vitezele in celelalte puncte extreme precum si
durata de parcurgere a intregii traiectorii.
Date: OA=a, OB=5b — semiaxele elipsei;

|V |=v, — viteza initiala.

M |‘7B |9|‘7C|9|‘7D|



B Rezolvare: Din geometria elipsei se cunoaste
ca pentru orice punct M aparfinand acesteia
suma distantelor la doud puncte fixe F si F”,
numite focare, este constantd. Pozitionand
mai intdi punctul M in A4 si apoi in B, se
determina:

MF + MF'=2a BF =a (9.55)

. ya Rezulta ca distanta dintre centrul geometric O
Fig.9.20 al elipsei si focarul F' (fig.9.20) este:

c=+a’-b’ (9.56)

Focarul se afla intotdeauna pe semiaxa mare a elipsei si deci a>b .

Se cunoaste deasemenea ca elipsa face parte din familia de curbe plane
numite conice. Ecuatia generald a unei conice in coordonate polare (cu polul in
focarul F s1 axa polara suprapusa axei de simetrie a acesteia) este de forma:

p=— (9.57)
l+ecosl

in care apar constantele p — parametrul conicei s1 e — excentricitatea conicei. in
aceastd ecuatie tipul conicei este definit prin valoarea excentricititii (e =0
pentru cerc, 0<e<I pentru elipsa, e=1 pentru parabola si e>1 pentru
hiperbola). In cazul elipsei excentricitatea se defineste prin relatia:
OF ¢ ~Na’-b’
e=—=—=—"—— (9.58)
OA a a
Parametrul p se determina prelucrand relatia (9.57) pentru coordonatele polare
ale punctului 4 (=0, r =a—c); se obtine in final:
bZ
p=a(l-e’)=— (9.59)
a
Viteza areolard a punctului M se calculeazd din relatia (9.49) pusd sub
forma:

1 1 :
QZE|17><\7|:E|17||17|sm05=const. (9.60)

in care « €(0,7) este unghiul dintre directiile vectorilor 7 si V. In punctul de

lansare 4 |7y |=a—c, |v,|=v, , a=7r/2;in consecinta:

1
szvo(a—c)zconst. (9.61)
In punctul B, aflat pe semiaxa mici, |7y |= FB=a iar a=7-6.
I _ . _ . I _ b I,  _
QZEVB||VB|Sm(7[_‘9)23a|‘)3|;:§b|v3| (9.62)
Echivaland cu (9.61) se obtine viteza in punctul B:
_ ., a—c
|V |= v, (9.63)
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Se observi ci, din motive de simetrie, |V, |=|V; |. In punctul C, aflat la cealaltd

extremitate a semiaxei mari, |7.|=FC=a+c si a=m/2. Procedand in mod
analog se calculeaza:
a—c
a+c
Aria totald a unei elipse in functie de valorile semiaxelor este 4=ab

|‘_’c|:

v, (9.64)

(rel.4.62). Timpul de parcurgere al traiectoriei eliptice se poate calcula, in cazul
unei viteze areolare constante, cu relatia:

roA_ _2mab (9.65)

Q vy(a—c)
9.2.3 Coordonate cilindrice

Sistemul de coordonate cilindrice reprezinta o extindere in spafiu a
coordonatelor polare prin combinarea acestora cu un sistem cartezian Oxyz
(fig.9.21); directiile definite prin versorii u, $1 uy se afld in planul Oxy iIn care

de obicei Ox serveste drept axa polard. Traiectoriei reale (7) din spatiu i1
corespunde curba plana (7”) ale carei puncte sunt pozitionate prin coordonatele
polare descrise 1n capitolul precedent. Grupul de coordonate cilindrice pentru un
punct M este alcdtuit din variabilele:

r=0M'=r(t), 0=0(t), z=M'M =z(t) (9.66)
Parametrii cinematici ai acestuia sunt: N (r
r=ru,+zk
V=F=v.i, +v, i, +v k (9.67)
Jzﬁzarﬁr+agﬁg+azl€
Pentru viteza s1 acceleratia punctului M

proiectiile pe directiile definite de cei trei versori
sunt:

v, =T a,=r-— ro?
vo=r6  (9.68) day=ri+2i0 (9.69 M
v, =2 a.=z Fig.9.21

Problema 9.5 Un punct material M se deplaseaza pe o traiectorie in spatiu
data prin ecuatiile sale parametrice in coordonate cilindrice, pornind dintr-o
pozitie inifiala aflatda in planul Oxy (fig.9.22). Se cere sa se identifice forma
geometrica a traiectoriei precum si parametrii cinematici intr-o pozitie oarecare.
Date: Pozitia mitiala — M (7, 6,,0),

Ecuatiile parametrice ale traiectoriei:
r=ry+at 0=6,+bt z=ct (a, b, c — constante). (9.70)
Cerute: Ecuatiile analitice ale traiectoriei, |v |, |a|
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-\ Rezolvare: Forma traiectoriei este obtinuta prin
) h eliminarea timpului intre ecuatiile parametrice de
mai sus:

\
~<x__”

r=r,+2(0-6,) z=S(r-r)
b a (9.71)
Prima ecuatie reprezintd o suprafatd riglata,
generatd de o dreapta paraleld cu Oz care se
. : sprijind pe o spirald arhimedica aflata in planul
SR = orizontal; cea de a doua este o suprafata conica
0 obtinutd prin rotirea completd a unei drepte
F?g 922 concurenta cu Oz, in jurul acesteia. Traiectoria,
o rezultata prin intersectia acestor suprafete, este in
consecintd o spirala infasurata pe o suprafatd conica. Se calculeaza in continuare
viteza:

v, =a
vy=b(r,+at) =  |V|=+a’+b’(r, +at)’ +c’ (9.72)
V,=cC

si acceleratia:
a,=—b’(r, +at)
a, = 2ab > |a@|=bb(r,+at)’ +4a’ (9.73)

a,=0

9.2.4 Cordonate sferice

(Zﬁ\ (T Sistemul de coordonate sferice este
compus din lungimea razei vectoare si din doua

unghiurt de pozifionare a acesteia fatd de o

directie fixa dintr-un plan de referinta.

r=0M =r(t) 0=0(t) o=p(t) (9.74)

De obicei coordonatele sferice sunt corelate cu

(X) un sistem de coordonate carteziene, alegandu-se
7

M (r,0,0)

.l

S

. Oxy ca plan de referintd; unghiul orientat ¢ se
@ masoara de la axa Ox la proiectia OM’ a razei

(x) M' vectoare pe planul Oxy iar unghiul orientat 0 se
Fig.9.23 mdsoara de la aceasta proiectie la raza vectoare
(fig.9.23)".
Intre coordonatele celor doui sisteme exista relatiile:
X =rcosf cose y=rcosfsing z=rsiné (9.75)

precum si cele inverse:

") In unele tratiri teoretice unghiul 6 se misoari de la axa Oz la raza vectoare.



Fig.9.24

Raportat la o sfera virtuala de razda OM (fig.9.24, a), sistemul de
coordonate sferice poate fi tratat ca o asociere a doud sisteme de coordonate
polare aflate in plane diametrale perpendiculare unul pe celalalt, respectiv planul
de referinta fix xOy si planul mobil zON care contine punctul M. Triedrul de

versori specifici sistemului este alcatuit din - — pe directia razei vectoare OM,
Yo _ perpendicular pe raza vectoare in planul mobil zON in sensul unghiului o
(fig.9.24, b) si Yo _ perpendicular pe plan in sensul unghiului ? (fig.9.24, ¢).

Acesti versori sunt variabili in raport cu timpul ca directie; pornind de la
expresiile lor vectoriale in sistemul cartezian asociat se calculeaza:

if, =cos@cospi +cosfsing j+sinf k
it, =—sinfcospi —sinfsing j+cosh k (9.77)
i, =—sn@i+cosp j
si derivatele in raport cu timpul:
il, =0y +¢cosd i,
ity =—01u,—psin0u, (9.78)
ﬁ(p =—@cosOu,+@sinbu,

Expresiile generale ale parametrilor cinematici sunt:

V=V.U, +Vylly + VU (9.79)
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Pentru viteza si acceleratie se fac operatiunile de derivare specifice:

V=r=r, 41, =71, +r0u9+rgocos9u (9.80)

67:v=if'ﬁr+rur+r(9u9+r¢9u9+r6’u9+r(0cos@u(p+
+r@pcosf i, —rgfsinbir, +rocosdii, =
S A ©.81)
=(F—r0° —rg’ cos’ )it +(r0+2i0+r¢’ sinfcosh)it, +
+(r¢cosl + 2 cos — 2rgfsin 0) u,

S-au determinat astfel proiectiile vitezei si acceleratiei pe directiile versorilor
mentionati, respectiv:

vV, =T ar:if'—réz—r(pzcosze
v, =r@ (9.82) a, =r0 +2i-0+r¢’ sinfcosd (9.83)
v, =r¢cost a, = r¢cosO + 2i¢cosd — 2rgfsin O

Problema 9.6 Miscarea unui punct
material M este cunoscuta prin ecuatiile sale
v parametrice in coordonate sferice. Sa se
recunoasca traiectoria punctului, durata unui
ciclu de miscare, si sa se calculeze parametrii
cinematici la momentul ¢ = 0,5 secunde.
Date: Ecuatiile parametrice ale traiectoriei:

=V

r=a=const. @=bsinwt qz):ia)t
(9.84)
-1

o care: a:Im, b:ﬂ/6md, O=TS

Fig.9.25 Cerute: Traiectoria, T, |V ], |a|

Rezolvare: Punctul M are o miscare oscilatorie sinusoidald in raport cu cercul
ecuatorial al unei sfere de raza a (fig.9.25):

0 =bsn2¢p= zsin2(p
6 (9.85)

Un ciclu complet de miscare, cu revenire in pozifia initiala M, , are loc pentru
P=27 g deci:
1 4
p=—ol=2r — 7="" _ 4sec
2 @ (9.86)
Intr-un moment oarecare al miscarii proiectiile vitezei si acceleratiei pe directiile
specifice coordonatelor sferice date de (9.82) si (9.83) sunt:
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_ 2.2 2 L2 2
v, =0 a,=—ab w” cos” 29 —4aw” cos” 0

vy =abwcos2p  (9.87) a, =—abw’ sin2¢ +Law’ sinfcosd (9.88)

1 — 2
v, =5awcosd a,=—abw” cos2p

Efectuand calculele pentru = 0,5 0=r/6 L P= /4

— 2 2 2 TN 3
[V ]= Vi +vy +, == =136m/s

1 1
|a_|=\/af+a§+a; =+ —2J3=45m/5s’
6 16

, se obtine 1n final:

(9.89)

(9.90)
9.2.5 Coordonate intrinseci (Frenet)

Pozitia unui punct M pe o traiectorie
in spatiu se poate preciza §i prin
coordonata intrinseca:

s =s(¢) 091)
respectiv lungimea portiunii de traiectorie
parcursd pornind dintr-o pozitie initiald
M, (11g.9.26). Parametrii cinematici ai 0

Fig.9.26

miscdrii punctului se pot exprima in
functie de aceasta coordonata. Pentru studiul variatiei acestor parametri se face
apel la unele cunostiinte din Geometria diferentiala.
Vectorul de pozitie fata de reperul fix O este:
r=r(s)=r[s(1)] (9.92)
Pornind de la definitia generala a derivatei, cu notatiile din fig.9.26, se poate face
urmatoarea prelucrare pentru derivata vectorului de pozitie in raport cu s:

B g AN ZT) oy A7 M(A_MJ
ds As—0 As As—0 As  As—0 ‘Ar‘ As
AR ‘AF‘ L (9.93)
 As0 ‘AF‘ As—0 As -t
Y 1
T

Argumentul primei limite este un vector de modul unitar pe directia MM,.

Atunci cand As — 0, M, tinde catre M iar aceasta directie devine tangenta Mt la
traiectorie; vectorul unitar devine versorul 7 al tangentei. Variatiile finite | A7 |

si As tind simultan cétre 0 astfel ca limita raportului lor este /.

Traiectoria este o curba continud, fard puncte singulare, astfel cd intr-un
punct oarecare al ei se poate construi o singura dreapta tangenta Mt. Pe aceasta
tangenta versorul 7 este indreptat in sensul de crestere al variabilei s, el este
variabil ca directie in functie de pozitia punctului M :
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T=7(s) (9.94)
Variatia versorului 7 in functie de coordonata s se defineste prin derivata:
ﬁ: im T(s+As)—7(s) _ tm AT
ds As—0 As As—0 AS
Se considera segmentul de curba finit
MM, =As (11g.9.27, a) s1 un punct interme-
diar M care apartine acestuia. Prin cele trei
puncte se poate construi un cerc care aproxi-
meaza segmentul MM, printr-un arc:

As=R-Aa (9.96)
Versorii 7(s) s1 7(s+As), tangenti la traiec-
toria reald, sunt perpendiculari pe razele CM
si CM, care delimiteaza acest arc de cerc.
(fig.9.27, b). Variatia AT este evidentiata ca
diferentd intre versorii 7(s+As) si 7(s). Se

(9.95)

prelucreaza relatia (9.95):

tim AT _ i [ A7 A7) Aa
‘AT‘ Aa

b)

As—0 AS  Aso0 As ] -
(9.97)
. AT . |AT| . A«
= — - lim ‘ ‘ lim —
F1g927 As—0 ‘Az" As—0 Ay As—0 As
Argumentul primei limite reprezintd un vector de modul unitar, cu sensul spre
interiorul curburii traiectoriei, a carui directie coincide cu MC cand As — 0.
. AT
lim —
As—0 ‘ AT‘
In consecinta v * reprezintd versorul normalei in punctul M la traiectorie. In cea
de a doua limita |A7 | si Aa tind simultan catre 0 astfel ca:

S (9.98)

|z

Tinand cont de (9.96), cea de a treia limita se mai poate scrie:
. A . A .11
fim 2% = fim —2%  — fim =1L (9.100)
As—0 As  As—0(R-Aa) As—0R p
La limita punctul A, tinde sa se suprapuna peste M iar arcul finit As devine un

arc infinitezimal ds; cercul de aproximare devine cercul de curbura al
traiectoriei in punctul M; punctul C, devenit centru de curbura, se afla pe
normala la traiectorie iar CM = p reprezintd raza de curbura. Planul care

contine cercul de curbura se numeste plan osculator.

*) litera greceasca “niu”
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Prin regruparea relatiilor de mai sus si echivalarea cu rel.(9.95) se obtine
derivata versorului tangentei la curba in raport cu coordonata intrinseca s:

az _ L v (9.101)

ds p
—  binormala Triedrul de referinta, cunoscut sub numele
s z de triedrul Frenet, este compus din trei
X_‘angenia directii reciproc perpendiculare: fangenta la
A curba in punctul M, normala principala (pe

M, Yo, normala care se afla centrul de curbura C) si
principald binormala  (fig.9.28).  Versorii acestor

C ¢ directii sunt 7, ¥ si B =7x¥ . Derivatele

Fig.9.28 lor in raport cu coordonata s sunt cunoscute

sub denumirea de formulele [ui Frenet.
Pentru studiul parametrilor cinematici este importantd numai prima formula a lui
Frenet, respectiv (9.101), demonstrata mai inainte.

Pentru viteza si acceleratia punctului M exista relatiile generale:

\7:v15+vvl7+vﬂ,g 1V |= /Vf+vf+vf; (9.102)

c_zzarz_'+avl7+aﬂﬁ |c7|=\/af+a5+a2 (9.103)

Pentru calculul vitezei se deriveaza vectorul de pozitie care este functie de
timp prin intermediul coordonatei s . Tindnd cont de rel.(9.93) se obtine:
ﬁzﬂzﬂ-ézﬁzvf (9.104)
dt ds dt
care reconfirma cele aratate in cap.9.1.1, respectiv cd viteza este tangenta la
traiectorie si in sensul de efectuare al deplasarii. Rezulta proiectiile:

v, =§=V v, =0 vg =0 (9.105)
Versorul tangentei este functie de timp prin intermediul coordonatei s, astfel ca:
?:ﬂ;ﬁ.@;ig (9.106)
dt ds dt p
Pentru calculul aceleratiei se deriveaza relatia (9.102) a vitezei;
-2
G=V=5T+5T=5T+—V (9.107)
Yo,
si rezultd proiectiile acceleratiei:
.2 2
a,=5 a,=—=2 a;=0 (9.108)
p P

Se observa ca acceleratia este continuta in planul osculator. Raza de curbura p
intr-un punct al traiectoriei se poate determina echivaland acceleratia din acest
sistem cu cea exprimata in alt sistem de coordonate (carteziene, polare, etc.).

Problema 9.7 Un punct material se misca cu o acceleratie tangentiala
constanta pe o traiectorie parabolica (7) pornind din origine cu viteza initiala v,
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(fig.9.29); la un moment ¢, el are coordonatele M(x;,y;). Sd se determine

ecuatia orard a traiectoriei, viteza, acceleratia si raza de curburd intr-o pozitie
oarecare.
A Date: Ecuatia parabolei:

a. Y ’ x=1y7 (9.109)

Constantele: v, t;, x;, y;;

7l v\ 4 Cerute: s=s(t), v, a,, a,, P
- Rezolvare: Se determind mai intai lungimea
0) x; \p X arcului de traiectorie elementar:
ds =/ (dx)’ +(dy)’ =
& V(@) +(dy) ©0.110)
_ =1+ (dx/dy)’dy =1+ dy
Fig.9.29 Se integreaza aceasta relatie:
s=[ds=[\1+y’dy=Ly\1+y° +Largsh(y) (9.111)
si se pun conditiile date pentru punctul M:
OM =s,=5(y,) =% y,\JI+y? +Largsh(y,) 9.112)

Se noteazd prin g, valoarea necunoscutd a acceleratiel tangenfiale si se
integreaza relatia de definitie a acesteia in raport cu timpul:

a, =5§=a, = const. v=s=ayp+C, s=la,’+Ct+C, (9.113)
Constantele de integrare C; s1 C, se determina din conditiile initiale:
t=0 — s5=0,5=v) — C,=0,C,=v, (9.114)
iar valoarea a, din conditia ca la momentul ¢=¢;, , s =s;:
a,=a,=2(s,—vt,)/t} (9.115)
Cu aceste determinari ecuatiile de miscare devin:
v=ayt+v, (9.116) S=§a0t2+v0t (9.117)

Se deriveaza relatia (9.109) in raport cu timpul:
x=Ly? o G=yp o i=yl4y o a,=viiya,  (9.118)

Proiectiile vitezei si acceleratiei pe axele sistemului cartezian sunt:

V., =VCosa a,=a,cosa+a,sna
. (9.119) . (9.120)
v, =vsina a,=a,simna—a,cosa
in care directia tangentei la traiectorie este definitd prin relatiile:
tgazd—y: ! =i (9.121)
dx dx/dy y
Se fac inlocuirile in relatia (9.118) si se obtine pentru acceleratia normala:
v’ sin’ o v’
a, = = (9.122)

" sina+ ycosa [(1+y7)
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Raza de curbura va avea relatia de calcul:
p=v’la,=1+y’)" (9.123)

9.3 Miscari particulare ale punctului material
9.3.1 Miscarea rectilinie
Se alege un sistem de referinta cartezian cu axa Ox suprapusa traiectoriel

rectilinii a punctului M (fig.9.30). Parametrii cinematici au in acest caz formele
simplificate:

F=xi v=vi a=ai (9.124) 0 M:u‘ V) Mo v -
in care: . ) X, 1| a ; I - 2
X 1% 5
= = — = = — |
V=V, 7 a=a, ” (9.125) Fig.9.30

In momentul initial punctul se giseste in pozitia M o In care parametrii
cinematici au proiectiile x,,v,,q,.

Miscarea rectilinie uniform variata se caracterizeaza prin faptul ca accele-
rafia ramane constanta si egald cu valoarea din momentul initial, respectiv q, .
Relatiile (9.125) se pot prelucra in modul urmator:

[y dv=Tladi=a,f,dt — v—v,=a, (9.126)

f;dxzj(;vdtzjé(v0+a0t)dt - x—x,=vt+La,t’ (9.127)

Miscarea rectilinie uniforma se efectueaza cu o viteza constantd, respectiv
cu acceleratie nuld pe toata durata deplasarii
Recapituland, relatiile corespunzatoare celor doua tipuri de miscari sunt:

a=a, = const. a=10
v=v,ta,l (9.128) V=1V, = const. (9.129)
x=x,+v,t+Lta,t’ X=Xy +Vyt

Problema 9.8 : Un punct material cade de la o inaltime data )

fara viteza initiala (fig.9.31). Sa se stabileasca durata caderii si _ﬁf

viteza la atingerea solului. g

Date: h,g  Cerute: t, v

Rezolvare: Caderea se executd cu accelerafia gravitationala h

constanta, migcarea fiind in consecinta uniform variata. Se alege Oy

ca axd de referintd, cu originea in punctul de plecare. Legea de

miscare se obtine din relatiile (9.128) in care se particularizeaza e

ay=g, vp=0 st x,=0. Rezulta: Vy
a=g v=gt y=Lgt’ (9.130) Fig.9.31

La nivelul solului y =4 si se obtine:
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t=+2h/g v=.2gh (9.131)

Ultima relatie este cunoscuta si ca formula lui Galilei.

9.3.2 Miscarea circulara

T Iy Punctul M descrie o traiectorie cirf:ularé de raza
R =const. in jurul punctului O (fig.9.32). Intre parametrii
. R unghiulari 6, @, &, definiti in cap.9.1.2, exista relatiile:
o4\ 0= _¢ c=P (9.132)
of 71 dt dt
/ asemanatoare celor dintre x, v si a de la miscarea rectilinie
Fig.9.32 (rel.9.125). Se reaminteste ca parametrii unghiulari sunt

mdrimi orientate, pozitive in sens trigonometric. Cazurile
particulare corespunzatoare sunt miscarea circulara uniform variata $1 miscarea

circulara uniforma, relatiile caracteristice acestora se obfin prin analogie cu
(9.128) 51 (9.129):

& =&, =const. c=0.
@ =, +w,t (9.133) @ = @, = Cconst. (9.134)
0=0,+awyt+Leyt’ 0=0,+w

Parametrii cinematici ai migcarii punctului M pe traiectoria circulard pot fi
studiati in diferite sisteme de coordonate.

a) in coordonate carteziene (112.9.33)

AV V. yN
y X 1 } /"'E a'l"
/_ L?xi M TN
‘ o,
R 1
A o
a) b)
Fig.9.33

Coordonatele punctului M si traiectoria acestuia (obtinuta prin eliminarea

variabilei @) sunt definite prin relatiile:
x=Rcosf 5
, — x“+y° =R (9.135)

y=Rsmb

Prin derivarea in raport cu timpul a coordonatelor se obtin proiectiile pe axe ale
vitezei (fig.9.33, a) si modulul acesteia:
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X

v. =x=—ROsinf=-—yo
{ S |\7|=\/v§+v§=w\/x2+y2=a>1e (9.136)

v,=y= ROcosO = xw

Se deriveaza in continuare in raport cu timpul proiectiile vitezei pentru
obtinerea acceleratiei si a modulului acesteia (fig.9.33, b):

. . . 2
a, =v,. =—yo—yo=—xo" —yE B
{ _ — |a|:,/a§+a§:R o' +&°  (9.137)

_ . - 2
a,=v,=X0+xX0=-yo" +x&

b)_in coordonate polare (fig.9.34)

Fig.9.34
Se observa ca coordonata polard » =OM = R = const. si deci derivatele ei

in raport cu timpul sunt nule. Pentru proiectiile vitezei (fig.9.34, a) se utilizeaza
relatiile (9.41):

. ) = 2 2
v, =F=0 vg=r0=Rwo=v |VIE4vi+v, =Ro  (9.138)
Se confirma si Tn acest caz ca in miscarea circulara viteza este perpendiculara pe

raza si are acelasi sens cu viteza unghiulard @. Pentru acceleratie (fig.9.34, b) se
particularizeaza relatiile (9.42):
2

a =i-rf°=-Rw
’ @ [=Ja’ +a2 =RV’ +¢° (9.139)

a, —r0+2i0=Re
Acceleratia dupa directia razei OM este indreptata intotdeauna catre polul O iar
cea perpendiculara pe raza are acelasi sens cu acceleratia unghiulara &

¢)_in coordonate intrinseci (Frenet) (1ig.9.35)
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Fig.9.35
Alegand punctul M, ca pozitie de referinta, coordonata intrinseca este
arcul de cerc s=M,M =R . Punctul O este centrul de curbura iar raza de
curbura este p=R.
Pentru viteza (fig.9.34, a) se porneste de la relatiile (9.105) obtinandu-se:

y=v.=§=RO=Raw (9.140)

Pentru acceleratie (fig.9.34, b) se utilizeaza relatiile generale (9.108):
a,=s= RO =Re
, @ |=+Ja’ +a. =RV’ +&° (9.141)
a,=— =Rw
yo, R

§° B R’ o’ B
Se constata s1 In acest caz ca accelerafia tangentiala @, are sensul dat de ¢ 1ar

. . a . < <
aceleratia normala " este indreptata intotdeauna catre centrul O.

In continuare, atat in abordarea teoretica cét si in aplicatiile in care intervin
miscari circulare, se vor prefera notatiile si relatiile de calcul (9.140) si (9.141).

9.3.3 Miscarea uniforma pe elicea circulara

ZA Traiectoria punctului material M este o spirala
infasurata pe suprafata unui cilindru circular drept
de raza R (fig.9.36). Distanta intre spire masurata pe
generatoarea cilindrului (pasul elicei) este constanta,
astfel ca MyM,=M,M,=...= p=const. Se
considera un sistem de referinta cartezian cu axa Oz
suprapusa axei cilindrului s1 Ox trecand prin pozitia
initiala M, . Pe desfasurata suprafetei cilindrului

traiectoria elicoidala devine o dreaptd inclinata cu
unghiul o fatd de orizontala (fig.9.37). In relatia:

Fig.9.36 go= 2P 2 (9.142)
RO 2R R

s-a introdus constanta:
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A=p/2r=Rtga (9.143)
TN L
4 M
M,
VY x
Fig.9.37 Fig.9.38

Proiectia M " in planul Oxy , pozitionatd prin unghiul 6 fata de axa Ox
(fig.9.38), are o miscare circulara cu viteza unghiularda @ = const.
Pozitia punctului M in sistemul cartezian este data de coordonatele:
x=Rcosb y=Rsin@ z=10 (9.144)
Pentru viteza se calculeaza proiectiile:
vV, =X= —ROsinf = —yo v, =y= ROcosO = xw v, =2Z= A0=Aw (9.145)

si rezultd modulul:

|‘_’|=\/V£+Vi+vf :C()\/X2+y2+ﬂ,2 —anNR>+ 17 =a)R1/]+tg2a = @R

cosax
(9.146)

In continuare, se calculeaza proiectiile acceleratiei si modulul acesteia:
. . 2 . . 2 .
a,=v, =—yo=-xo" a,=v,=xo0=—-yo- a,=v,=0 (9.147)

@ |=/a; +ai +a. =’ \Jx*+y° =Ra’ (9.148)

In triedrul Frenet parametrii cinematici au expresiile:

RQ -2 RZ 2

s=M,M = b RO _ Ro a4 —5=0 aV=S—=—a)2
cosa cosa cosa L pcos a
(9.149)

Se poate calcula raza de curbura echivaland acceleratiile totale:

R’w’
|@d=R’=——F— > p=—s (9.150)
pcos’ o cos” a

9.3.4 Miscarea oscilatorie armonica
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Un punct material M se

- : . e A\ YN @
deplaseaza pe o traiectorie rectilinie
oscilaind intre douid pozitii extreme, | |M M P
echidistante fatd de un punct fix O y 'y y
(fig.9.39). y y N\ P,
Oscilatia se numeste armonica vy l P\
daci legea de miscare se exprimi | |O 0, €
printr-o functie trigonometrica sinus 4
sau cosinus. Raportand aceasta
deplasare la o axa Oy verticala, legea y
de miscare este descrisd printr-o
expresie de forma: Fig.9.39 Fig.9.40
y=Asin® = A4 sm(wt + @) (9.151)

in care A, wsi ¢ sunt constante.
Terminologia specifica miscarilor oscilatorii armonice este urmatoarea:

vy — elongatia, A — amplitudinea,
® — pulsatia, @ — faza initiala,
D=t +¢ — faza,

T — perioada,

f— frecventa.

Semnificatia acestor termeni poate fi mai usor pusa in evidentd daca se
face o analogie intre miscarea oscilatorie armonica si miscarea circulard uniforma
(fig.9.40). Astfel, un punct P se deplaseaza pe o traiectorie circulard de raza 4 cu
viteza unghiulard @ =const. pornind din pozitia initiald F,. Unghiurile de
pozitie ale razelor, respectiv @ si @, sunt raportate la o axa Ox; legatura dintre

ele corespunde rel.(9.134). Proiectia M a punctului P pe directia axei Oy va oscila
fata de punctul O dupa legea de miscare descrisa de rel.(9.151). Perioada 7,
reprezentand timpul in care se executa o oscilatic completa, este echivalenta
duratei unei rotatii complete a punctului P in jurul lui O, iar frecventa f reprezinta
numarul de oscilatii efectuate intr-o secunda. Relatiile corespunzatoare sunt:

oT=2r — T=% o ;1.2 (9.152)
0] T 2rx

Relatia @ =27 f permite interpretarea fizicd a pulsatiei in cazul miscarii osci-
latorii drept numarul de oscilatii efectuat intr-un interval de 27 = 6,28 secunde.
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Viteza si acceleratia se obtin derivand

relatia (9.151):

v=y=Awcos(@t+ @)

a=v=—Aw’ sin(ot+@)=—-yw

(9.153)
(9.154)

Analogia cu migcarea circulard uniforma se
pastreaza si in acest caz; viteza si acceleratia
punctului M se pot obtine proiectand pe Oy

%C viteza si acceleratia punctului P (fig.9.41).
Diagramele de variatie ale parametrilor
Fig.9.41 cinematici sunt reprezentate in fig.9.42. La
momentul initial =0 acestia au valorile:
Yy =Asmg vy =Awcos a,=—Aw’sing

(9.155)

In pozitiile extreme elongtia si acceleratia au valori maxime, viteza fiind
nuld; La trecerea prin pozitia de echilibru acceleratia este nula in timp ce viteza

este maxima.

(9.156)

Vinax =+A4 Vipax = TA®
Y.V, d N
k )%
YolYol | /|0
aﬂT a
SR RS SN S NG N NS SO S
@ 1/4 1/2 31/4

Fig.9.42
10. CINEMATICA SOLIDULUI RIGID

10.1 Generalitati
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Pentru studiul miscarii unui corp solid rigid
sunt necesare doua sisteme de coordonate (fig.10.1):

— sistemul de referinta fix O;x;y;z; (SRF);

— sistemul de referinta mobil Oxyz (SRM),
solidar cu corpul.

Versorii i, j;,k; ai sistemului de referinta

fix sunt constanti in timp ce versorii i, j,k ai

sistemului de referintd mobil sunt variabili ca
directie in raport cu timpul. Pentru determinarea
acestel variatii se porneste de la produsele scalar X,
care se pot forma cu versorii respectivi:

ii=0 j-j=0 k-k=0
o - _ (10.1)
i-j=1 j-k=1 k-i=1I
Prin derivarea acestor relatii in raport cu timpul se obtine:
ii=j-j=k-k=0 (10.2)

ij=—ji=0, jk=k-jmo, ki=-i-k=e,  (103)

X

S-au introdus notatiile @,,®,,®, a cdror semnificatie va fi evidentiatd in

y’
continuare. Amintind ca proiectia unui vector pe o axa se obtine din produsul
scalar al vectorului respectiv cu versorul acelei axe, pentru un vector oarecare J

din SRM se poate scrie o relatie de forma:

V=Vi+V,j+Vhk=W -Di+V - )j+V-jk (10.4)
Se inlocuieste 7 prin i si se prelucreaza relatia obtinuta:
i j Kk
i=@{-D)i+( ) j+i-k) k=0, o o |=oxi (10.5)
— — —
@, —o, I 0 0

Se procedeaza in mod analog si pentru ceilalfi doi versori obtindndu-se in final
expresiile cunoscute in Mecanica sub numele de relatiile lui Poisson:

i=oxi j=wox] k=woxk (10.6)

In aceste relatii apare viteza unghiulard @ , vector care caracterizeazi

miscarea de rotatiec a SRM in raport cu SRF si, implicit, rotatia generald a

corpului cdruia 11 este atasat acest sistem de referintd. Pentru acest vector
expresia analitica in SRM este:

@ = a)xf+a)yj_'+a)zl€ (10.7)
iar proiectiile sale pe axe sunt definite de relatiile (10.3). Vectorul @ este
deasemenea variabil In raport cu timpul astfel ca se defineste acceleratia
unghiulara ¢ :

E=¢el+e, jtek (10.8)
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ca derivata in raport cu timpul a vitezei unghiulare:
E=w=0i+to,j+tok+toi+o j+aok (10.9)
Se observa ca:

a)xz%+a)y];'+a)zl§:a)x(ﬁxf)+a)y(5x])+a)z(a_)x1€):

] g - (10.10)
=ox(@l+o,j+ok)=ox0=0
s1 se poate scrie pentru proiectiile in SRM ale acceleratiei unghiulare:
W, =&, W, =&, W, =¢&, (10.11)

10.2 Parametrii cinematici ai miscarii solidului rigid

Daca unui corp solid rigid 1 se ataseaza un

sistem de referinta mobil propriu (SRM),

)Y parametrii cinematici generali ai miscarii
corpului sunt pozitia 7,, viteza v, si acceleratia

a, ale originii O a acestui sistem, precum si

viteza unghiulard @ si acceleratia unghiulara ¢
cu care se roteste corpul fatd de sistemul de
referinta fix (SRF) (fig.10.2).

In cele ce urmeaza se stabilesc relatiile
care permit determinarea pozitiei, vitezei si
Fig.10.2 acceleratiei unui punct oarecare P al corpului.

a) Pozitia. Punctul P se pozitioneaza in SRM prin vectorul de pozitie local
7 iar in SRF prin vectorul 7;. Intre acestia exista relatia:
r=1,+7 (10.12)
care se poate dezvolta sub forma:
171=x0171+y0]_'1+20121+x17+yj+21€ (10.13)
In aceasta relatie versorii i 1,] 1,/€1 si coordonatele locale x, y, z ale punctului P

sunt constante 1ar coordonatele x,,y,,z, ale originii O s1 versorii i, j,k sunt

variabile in raport cu timpul. Cele 6 variabile independente reamintesc ca un corp
liber are 6 grade de libertate — 3 translatii dupa directiile axelor SRF si 3 rotatii in
raport cu aceste axe (cap.6.1).

Axele sistemului mobil pot fi pozitionate in sistemul fix prin unghiurile
directoare prezentate in tab.10.1; pentru Ox, de exemplu, acestea sunt
reprezentate 1n fig.10.3.
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Tabelul 10.1
O,x, 0,y O,z, zZ/N “21
Ox Uy By Y x X
Yx
Oy ay ﬂy 7y 0\ 5.
Oz d, B Yz ij 3 Hyl
o X o
Relatia (10.12) se poate pune sub forma Vi
matriceala: x; Fig.10.3
X, X cosa, cosa, cosa, ||x
Yi|=|yo |+]|cosp, cosﬂy cosp. ||y (10.14)
z; Zy cosy, cosy, cosy, ||z
In forma simbolici aceasti relatie A
matriceala se scrie: o Hy 1
ri=ro+R-r (10.14°) X

unde R este matricea de rotatie a sistemului
mobil fata de cel fix.
In particular, daci sistemul mobil se afli 0 Ix,

cu Oxy suprapus peste O;x;y; (fig.10.4), P ) . >
unghiurile directoare au valorile: ! Fig.10.4 !
a,=7/2+a f,=a v, =7/2 (10.15)

aZ:ﬁ/Z ﬂZ:ﬂ/Z }/ZZO
Intr-o astfel de situatie, intdlnitd in cazul miscarii plan-paralele, relatia matriceald
(10.14) devine:

X, Xo cosa —-sima 0| |x
Y |=|yo |+|sma cosa 0|y (10.16)
Z; Zo 0 0 1|z

care se poate simplifica prin suprimarea elementelor corespunzatoare variabilei z.

b) Viteza. Se deriveaza in raport cu timpul relatia (10.12):

Fo=0 T (10.17)
si se exprima vectorii rezultati prin expresiile lor analitice n sistemul de referinta
mobil”. Astfel:

R=v=vi+v,j+v.k  (10.18) 7=V, =vod +ve,j+vok (10.19)
reprezinta vitezele absolute ale punctelor P si O (atributul absolut se refera la
vitezele punctelor fatd de sistemul de referinta fix). In continuare:

") Raportarea la sistemul de referintd mobil este impusd de necesitatile calculului dinamic



165

F=xi +yj+2k = x(@x0)+ p(@x J) +2(@ x k) = (10.20)

—ox(xi +yj+zk)=@xF
Acest termen corespunde unei viteze locale a punctului P fata de originea O a
sistemului de referinta mobil. Pentru viteza punctului P se poate scrie in
consecinta:

V=V, +0OxXF (10.21)
expresie cunoscuta sub numele de relatia lui Euler pentru viteze. Proiectiile pe
axele sistemului de referintd mobil ale vitezei provin din prelucrarea acestei
relatii:

i j k V, =V, tZ0, — Yo,
V=Vl Vo, JtVvok to, ©, | —> v, =vy +xo,—zo, (10.22)
X y oz v, =V, t Yo, —x0,

Relatia matriceala echivalenta pentru calculul proiectiilor vitezei are forma
dezvoltata:

V. Vor 0 -0 o ||x
v, [=| Vo, |T| @, 0 -o, ||y (10.23)
v, Vo. | |—@, o, 0 z

careia i1 corespunde relatia simbolica:
V=vot+t@®@-r (10.24)
Prin @ s-a notat matricea antisimetrica asociatd vitezei unghiulare @ .

c) Acceleratia. Se deriveaza in raport cu timpul relatia (10.17):
Fo=iy 7 (10.25)
Ca s11n cazul vitezelor se exprima vectorii rezultati prin expresiile lor analitice in
sistemul mobil. Pentru punctele P s1 O se ob‘;ln accelera‘;nle absolute:
r=a=ai +ay] +a_k (10.26) =@, =ayd +dp,J j+ayk (10.27)
Tinand cont de rel.(10.20), acceleratia locala a punctului P fata de O va fi:
d d _

V= E(r)—z(a)xr) OXF+DXTF =EXT+@ % (@ XF) (10.28)
Se regrupeaza aceste derivate si se obfine expresia:
a=0a,+EXr+x(wxr) (10.29)

care este cunoscuta sub numele de relatia lui Euler pentru acceleratii. Relatia se
mai poate scrie:

i j ok i Jj k
a=api+ag,jtapgk+le, &, &+ o o, @,
Xy oz fo,-yo, X0,-Z0, YO, —X0,

(10.30)
rezultand pentru proiectiile pe axele sistemului de referinta mobil expresiile:
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a,=ap, +tze, —ye, +o,(yo, —x0,)-0,(x0, - z0,)
a,=dag,+x8, -z, +0,(z0, —yo,) -0, (yo, —xo,) (10.31)
a,=dap,+ Y&, —X&,+ @, (xw, —zo,)— o, (za)y - yw,)
Si aceste relatii pot fi puse sub o formd matriceald; pentru simplificarea
scrierii se introduce mai intai viteza locald a punctului P fata de O sub forma:

Vpox 0 -o o X
Vpoy |=| @. 0 -o ||y (10.32)
Vpos -0, o, 0 z
astfel ca echivalentul matriceal al relatiei (10.31) va fi:
a, Aoy 0 -¢& ¢ X 0 Vpor
a,|=lag, |*| &, 0 —¢&. |'|y|+ o, } Vpo, | (10.33)
a. ao, —£&, & 0 z -, Vpos
Relatiilor de mai sus le corespunde forma matriciala 31mbohc€1

A=a +tegr+omo-(@-r (10.34)
Prin ® si & s-au notat matricile antisimetrice asociate vectorilor @ si &

10.3 Miscari particulare simple ale solidului rigid
10.3.1 Miscarea de translatie

Translatia se caracterizeazd prin aceea

z
ca orice dreapta a corpului ramane tot timpul a/\
miscarii paralela cu ea insagsi, fapt valabil si ~ Z#/\ 5
pentru axele sistemului de referinfa mobil P do
(fig.10.5). In expresia: h Vo)
Fo=T AT =Xpl + Vo), +Zok, + F
1= rolr T yO{] 0% (10.35) ¥y L
+xi +)j+zk -
numai coordonatele x,, y,,z, sunt variabile >
independente. In consecinti un corp in £ Y
translatie are trei grade de libertate. ! Fig.10.5
Versorii i, j,k sunt constanti iar derivatele lor sunt nule:
i=wxi=0
= _ C(_) = 0
j=oxj=0 — <_ (10.36)
. - =0
k=wxk=0

") Forma simbolica este utild la realizarea programelor de calculator care opereaza cu
blocuri de matrici
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Din relatiile lui Euler se deduce:

V=Vv,+0xr V=Y,
R I S (10.37)
a=a,+EXr+wx(wxr) =a,

N

In miscarea de translatie toate punctele corpului au la un moment dat aceeasi
viteza si aceeasi acceleratie.

Un caz particular 1l constituie rofo-
translatia, miscare in care punctele unui
corp aflat in translatie descriu traiectorii
circulare.  Situatie se Intdlneste, de
exemplu, la biela unui mecanism patrula-
""""""""""""""""""" ter paralelogram (fig.10.6) la care
Fig.10.6 0,A=0,B=R si AB=0,0,. In timpul

miscarii biela 4B rdméne paralelda cu baza 0,0, iar punctele ei descriu

traiectorii circulare identice, avand aceeasi viteza si aceeasi acceleratie. Daca
manivela O;4 se roteste cu @ =const. atunci pentru un punct oarecare M al

bielei viteza si acceleratia sunt:
Vi | =[P4l =Ps|=Re  (10.38) @y |=la,|=|as|=Re’  (10.39)

10.3.2 Miscarea de rotatie

In miscarea de rotatiec doud puncte ale
corpului raman tot timpul fixe in spatiu. Se
considera teoretic ca legaturile pentru fixarea
acestor puncte, notate prin O; si O, , sunt niste

articulatii sferice (fig.10.7). Dreapta care le
; | uneste este axa de rotatie a corpului. Toate punc-
Tt tele acestuia descriu traiectorii circulare de raza
O'P =R 1n plane perpendiculare pe axa.

y Fara a reduce din generalitate, cele doua
sisteme de referinta, fix si mobil, se aleg cu
Y'I originea comuna intr-unul din punctele fixe si cu
axele O;z; si Oz suprapuse axel de rotafie. Se

observa ca pozitia corpului este complect deter-

. Fig.10.7 minatd printr-un singur parametru — unghiul de

pozitie 0 =0(1) format de axa mobila Ox cu axa
fixa O,x,; In consecinta, un corp aflat in migcare de rotatie are un singur grad de
libertate. In aceste conditii:
Vo =0 a, =0 (10.40)
iar relatiile lui Euler pentru viteza si acceleratia unui punct oarecare P devin:
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V=0Xr
S (10.41)
a=egxr+ox(wxr)=a,+a,
Pentru studiul parametrilor unghiulari expresiile analitice ¥y
ale versorilor sistemului de referintda mobil (fig.10.8): _'
i =cosfi, +sind j, 0 I 0
j=-sinf1i,+cosb j, (10.41) L yvi
k =k, = const. il
se deriveaza in raport cu timpul:
i =—sin@-0i, +cos0-0j, =0 XN/ 0 N x
j=—cos0-0i,—sin@-0 j, =—6i (10.42) Fig.10.8

k=0

Se fac inlocuirile in relatiile (10.3) si se obtine:

0. = 5=k 7=0 -
= s w=0k=0k=0k

o, =k-i=—i-k=0 —>

y

(10.43)

0, =i j==ji=0]j=0

Rezultd ca in miscarea de rotatie vectorii @ si & sunt intotdeauna coliniari cu
axa de rotatie a corpului.

Se analizeaza proprietatile vectorilor vitezei si acceleratiei din rel.(10.41),
Astfel, pentru viteza se poate scrie:

‘V‘:‘EHF‘sin(a,F):a)rsina:a)R
V= XT dirv 1 o (10.44)
sens v —>
Proprietatile acceleratiei tangentiale sunt urmatoarele:
|a,|=|2||F|sin(z,7)=ersina =R
a,=&Xr dir.a, L& (10.45)
sens a, — &
Pentru acceleratia normala sunt valabile proprietatile:
@, |=|@||7]|sin(@,v)=w’R
a,=0x(@xXr)=oxVv dir.a, : coliniar O'P (10.406)
sens a,:P— O'
Pentru acceleratia totala modulul se calculeaza cu relatia:
" =RV + o (10.47)

In aceasta analizd se regdsesc caracteristicile miscarii circulare pentru

— — 2 —
al=ylal +la,
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oricare punct al corpului. Viteza si cele douda componente ale acceleratiei se afla
in acelasi plan cu traiectoria, perpendicular pe axa de rotatie.

Se analizeaza in continuare viteza §i acceleratia unui punct oarecare in
coordonate carteziene, punandu-se in evidentd si elementele necesare calculului
matriceal al proiectiilor acestora.

Pentru viteza se poate scrie:

i j k vV, =—yw
v=oxr=0 0 o| > v, =x0 (10.48)
Xy z v, =0
Relatiile matriceale (10.23) si (10.24) devin:
V. 0 —-o 0| |x
v, =l 0 0|y (10.49) V=®-r (10.50)
v, 0 0 0|]|z
Se procedeaza in mod analog pentru acceleratii:
i j Kk i j ok a, =—ys—xw’
a=exr+ox(@xr)=(0 0 ¢&|+| 0 0 o| — ay:xg—ya)2
X y z —yo xo 0 a.=0
(10.51)
Relatiile matriceale (10.33) si (10.34) iau forma simplificata:
a, 0 —¢ 0]|x 0 —o 0||v,
a,|=le 0 Of|yl+|lo 0 0|y, (10.52)
a, 0 0 0|z 0 0 0f|v,
a=gr+ow-v 10.53)

S-au gasit s1 pe aceasta cale atat pentru viteza cat si pentru acceleratie
relatiile de calcul specifice miscarii circulare (cap.9.3.2).

17] /—1_‘:?"—’_1{‘? ‘5—2 ai‘ —_/‘_‘,,_

OQN“"'" 1 l A -

o> P, P, P; A P, P, P;
Fig.10.9 Fig.10.10

Referitor la distributia de viteze si acceleratii se pot face constatarile:

— punctele corpului aflate pe o aceeasi dreapta perpendiculara pe axa de
rotatie au atat vitezele cat si acceleratiile proportionale cu distanta R la axa de
rotatie; in reprezentarile grafice varfurile acestor vectori se vor afla pe aceeasi
linie (fig.10.9 si fig.10.10);

— punctele corpului aflate chiar pe axa de rotatie au viteza si acceleratia
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nule (R=0);

— punctele aflate pe o paralela oarecare la axa de rotatie au aceiasi viteza si

aceeasi acceleratie (acelasi R).
10.3.3 Miscarea elicoidala

In aceastd miscare doud puncte ale
corpului ramdn tot timpul pe o dreapta fixa.
Aceste puncte, notate in fig.10.11 prin O si O%*,
pot fi considerate drept niste articulatii cilindrice
care permit, pe langa rotatia in jurul axei fixe, si
o alunecare 1n lungul acesteia. Pentru
simplificarea tratarii se alege O,z; drept axd de
rotatie iar axa Oz a sistemului mobil se alege
coliniard cu ea (k = lgl =const.).

Un corp in miscare elicoidala are doua | %2
grade de libertate; pozitia corpului este
determinatd prin cota z,=z,(f) a originii
sistemului de referintd mobil i unghiul de rotatie
6 =06(t) al axelor acestui sistem. Migcarea
elicoidald poate fi consideratd compusa din doua
miscari distincte efectuate simultan: o translatie

in lungul axei fixe cu parametrii cinematici: T

{170 =z k = vk

si o rotatie Tn jurul acestei axe cu parametrii
unghiulari stabiliti in capitolului precedent:
o=0k=wk
e=0k=ok=0k
Se observa ca acesti vectori sunt coliniari cu axa
de rotatie fixa.

Relatiile lui Euler pentru viteza si .-
acceleratia unui punct oarecare P (fig.10.12 si(

(10.55)

10.13) devin:
V=V,+@OXr=v,+Vv
{ oS o (10.56)
a=a,+EXr+wxv,.=a,+a,+a,
in care s-a notat
V, =0 X7 (10.57)

(10.54) .

Fig.10.11

Fig.10.13

componenta vitezei tangenta la cercul O’P, corespunzatoare rotatiei corpului in
jurul axei fixe. In aceste relatii vectorii v,,a,.,a, au caracteristicile (modul,
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directie, sens) date de relatiile (10.44), (10.45) si (10.46).
In coordonatele carteziene ale sistemului de referintd mobil, proiectiile
vitezei sunt:

ik Vv, =—yw
V=vok+|0 0 o] > {v, =xo (10.57)
Xy z vV, =V,
Relatia matriceald pentru calculul acestor proiectii are forma simplificata:
Voo 0 -o 0| |x -y v, 0 Vg
vy |=le 0 0] y|=] xo vy |=] 0 |+| vy (10.58)
V. 0 0 0|z 0 v, Vo V.,

Forma simbolica echivalenta se poate scrie:
Vi=@:r V=vo +V; (10.59)
in care v, este o0 matrice coloand intermediara corespunzatoare vitezei v, cu care

are loc rotatia.
Se procedeaza in mod asemanator pentru acceleratia punctului P:

7ok ik a,=-ye—xo’
a=agk+|0 0 |+ 0 0 | > ja,=xe—yo’  (10.60)

X y z -yo xo 0 a.=a,

Relatia matriceala pentru calculul proiectiilor este:
a 0 0 —-¢ 0|]|x 0 —o 0||v

X X

a |=|0|+le 0 0||y|l+le 0 of|v (10.61)

y vy

a.| lag| |0 0 of|z| |0 0o of|v

z TZ

si forma simbolica echivalenta:
a=apote r+o-v; (10.62)

In urma analizei efectuate mai sus se pot pune in evidenta citeva constatiri
referitoare la distributia de viteze si acceleratii in miscarea elicoidala. Astfel:

— atat distributia de viteze cat si cea de acceleratii se pot obtine prin
suprapunerea a doua campuri de viteze si, respectiv, acceleratii — unul de
translatie in lungul unei axe fixe si unul de rotatie in jurul acestei axe;

— corpul nu are puncte de viteza nuld; in cazul particular al unei translatii
uniforme 1n lungul axei de rotatie (a, =0), punctele acesteila pot avea

acceleratia nula;

— punctele de viteza si acceleratie minime se afld pe axa de rotatie.

Un caz particular al miscarii elicoidale il constituie miscarea de surub,
folosita in general la transformarea unei miscari de rotatie in miscare de translatie
sau invers. Intre parametrii pozitionali ai corpului existd o relatie de legatura de
forma z,=C6 (C=const.), corpul avand astfel numai un singur grad de

libertate. Punctele corpului care executd o astfel de miscare descriu traiectoriile



172

elicoidale analizate in cap.9.3.3. Din relatia (9.142) se deduce relatia de legatura:
z, =L (10.63)
2r
unde p = const. este pasul elicei. Aceasta relatie se extinde si la nivelul vitezei si
acceleratiei cu care se executa translatia mentionata:

4 P
Vo =——@ a, =—¢ 10.64
0=5" 0=5" ( )
Problema 10.1. Un surub cu filet >

patrat, cu pasul p, este rotit fara deplasare
axiald cu o turatie n (fig.10.14). El antreneaza
o culisa filetatda care se poate deplasa in_:
lungul surubului, fard a se putea roti. Sd se

. BN
calculeze viteza cu care are loc translatia

culisel.

Date: p=10mm, n=120rot/ min; Fig.10.14
Cerute: m,v;
Rezolvare: Blocarea axiala a surubului determind o translatia in sens invers a
culisei. Relatia de transformare a turatiei in viteza unghiulara este:
. 2x[rad/rot]- n[rot/min] _ 7n

rad/sec 10.65
60[sec/min] 30 [rad] sec] ( )
Pentru viteza culisei se utilizeaza prima relatie (10.64):
v="L"7"_19 mm/ sec (10.66)
2w 30

10.4 Miscarea plan-paralela
10.4.1 Caracteristici generale ale miscarii

Miscarea plan-paraleld a corpului solid
rigid, deosebit de importanta pentru aplicatiile
tehnice, se defineste prin aceea ca trei puncte
necoliniare ale corpului (un plan al acestuia)
raman tot timpul continute intr-un acelasi

planul
miscarii

plan fix din spatiu — planul migcarii 4

Se observa ca toate punctele corpului
aflate pe o perpendiculara la planul miscarii
descriu traiectorii identice in plane paralele cu
acesta; vitezele si acceleratiile lor sunt egale
cu cele ale punctelor aflate in acest plan.

V=V =Yy a,=ag=ap (10.67) Fig.10.15
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In aceste conditii studiul miscarii plan-paralele va fi redus la cel al punctelor
corpului continute in planul miscarii.

Fara a reduce din generalitate, sistemul de referintd mobil (SRM) se alege
cu axele Ox s1 Oy in planul miscarii. Pozitia corpului in raport cu sistemul de
referintd fix (SRF) este astfel cunoscuta prin coordonatele punctului O si prin
unghiul de rotatie al acestor axe in raport cu cele fixe (fig.10.16). Variabilele
independente:

Xo=Xx,(8) yo=y,() 0=0() z; zl z
(10.68) N
indica faptul ca un corp aflat in miscare - h
plan-paralela are trei grade de libertate —
doua translatii in planul miscarii si o
rotatie in jurul unei axe perpendiculara pe
acesta.

Componenta de translatie a miscarii Z I x ¢x
are loc cu parametrii cinematici ai !
punctului O , respectiv: Fig.10.16

7 =Xol, +Voi; (zo=0) inSRF

Vo =T =Vod +Vo,j  (vp.=0) (10.69)

. ; : in SRM
do =Vo =dgd +ag,j (ap,=0)

Parametrii unghiulari ai componentei de rotatie se stabilesc in modul
descris 1n cap.10.3.2, relatiile (10.41) + (10.43). Se mentioneaza relatiile finale:

= a)Zlg =0k =wk
F=ck=0k=ck
Prelucrand prima relatie a lui Euler se obtin proiectiile vitezei unui punct
oarecare:

(10.70)

l Vy =Vox — V@

J
V=Vo+ 0 X7 =voi+vo, j+|0 0 — v, =vg, txo  (10.71)
X Yy v, =0

Din cea de a doua relatie a lui Euler se obtin proiectiile acceleratiei:

N

i ]k i J ok
=0y +exXT+ox(@xF)=api+ayj+|0 0 &|+| 0 0 o
X z| Fyo xw 0
Y Y (10.72)
a.=a, —yE—xm’
ayzaoy+xg—ya)2
a =0
(10.72)

Se confirma astfel ca vectorii vitezei si acceleratiei pentru oricare punct al
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corpului sunt paraleli cu planul miscarii. Se recunoaste deasemenea suprapunerea
a doud campuri de viteze si, respectiv, acceleratii — unul corespunzator unei

translatii in planul miscarii cu Y0 si %0 si altul corespunzitor rotatiei cu 0 g &
in jurul unei axe perpendiculare pe acest plan.

Pornind de la caracteristicile miscarii plan-
paralele, expuse mai sus, studiul distributier de A y
viteze si acceleratii se poate face pentru punctele / _

. . . O .. o aO
corpului situate in planul miscarii. Cele doua —
sisteme de referintd, fix si mobil, se reprezintad &
numai prin axele contiute in acest plan. Viteza si = 0
acceleratia unghiulara se reprezinta ca in " 0 I
fig.10.17 s1 se considerd pozitive in sens
trigonometric. >

. L . O, X7

Ca si in celelalte tipuri de miscari, toti
parametrii cinematici se raporteaza la sistemul de Fig.10.17
referintd mobil.

I s

10.4.2 Puncte speciale in planul miscarii

Se identifica intr-o prima etapa punctele corpului aflate in planul miscarii a

cror viteza este nuld. Fie I (7> V1 ) un astfel de punct avand in SRM pozitia si
viteza:

{’iz =4+
Vi =Vgt+twxr; =0 (10.73)
Din relatiile (10.71) se deduce:
%
Oy
Vi =Vox — Vi@ =0 xl:_;
— (10.74)
VIy = VOy T X0 = 0 Vox
Yr=—-
\ @
Se constatd ca la un moment dat existd un singur punct al Fig.10.18

corpului care are viteza nuld; el se poate afla oriunde in
planul miscari, putand excede limitele corpului fizic. Deoarece v, s1 @ sunt
mdrimi variabile in raport cu timpul, acest punct nu are o pozitie fixa.

Proprietatea esentiald a punctului de viteza nuld este pusd in evidentd
calculand viteza unui punct oarecare P (fig.10.18):

V=v,+0oxr=v,+0x (1, +IP)=v, +® x¥; + @ x IP (10.75)
—
v, =0

Caracteristicile vectorului acestei viteze sunt:

7| =|@|| 1P| sin(@.1P) = @ IPsinz/2 = > IP

V=& x [P (10.76)

dirv L ]TD; sens v —>



175

Se recunosc caracteristicile vitezei unui punct in migcare de rotatie in jurul
lui 7 (rel.10.44). Asa cum s-a aratat mai sus, punctul / are o pozitie variabila in
timp si din acest motiv el este numit centru instantaneu de rotatie (CIR).

Distributia de viteze pentru toate punctele
corpului aflate in planul miscarii corespunde unei
miscari de rotatie in jurul CIR. Astfel, vitezele
punctelor 4, B s1 C din fig.10.19 au modulele
proportionale cu distantele la CIR:

V,Fold |vylFwlIB |v.|FwlC (10.77)
Vitezele sunt perpendiculare pe razele respective si au
sensul dat de viteza unghiulara @. Rezultd cd pozitia
CIR poate fi determinatd daca se cunosc directiile a
numai doua viteze ale corpului, la intersectia
perpendicularelor pe acestea.

Un studiu asemdndtor se poate face si pentru
acceleratii. Fie J(x,,y,) punctul din planul miscarii a

carui acceleratie este nula:

Fo=x,0+y,]j
S (10.78)
a,=a,+eXr, +ox(@xr;)=0
Fig.10.20 Din relatiile (10.72) se deduc coordonatele acestuia:
anCI)Z —aoyg
_ 2 _ Xy =
Ap =ap, —V;E—X;0° =0 4.2
Jx Ox J J , N (4] 2+8 (1079)
ay =dg, +X;6=y,;0° =0 g, 0" +apc€
Yi= 7, 2
{ @ +e&

Si in acest caz existd in planul miscarii un singur punct al corpului de acceleratie
nula, variabil in timp ca pozitie. Se observa ca coordonatele punctului J sunt
diferite de cele ale punctului de viteza nula / si, in consecinta:
v, #0 a,#0 (10.80)

Punctele / si J coincid doar in cazul unui centru de rotatie permanent,
respectiv in absenta componentei de translatic a miscarii. In cazul particular in
care componenta de rotatie a miscarii plan-paralele este absentd sau atunci cand
viteza unghiulara ia la un moment dat valoarea @ =0, centrul instantaneu de
rotatie se va gasi la infinit.

Pentru acceleratia unui punct oarecare P (fig.10.20) se poate scrie:

T=0p+EXT+@x (@ XF)=ady +& x(F; +JP)+ @ x[(@ x (F; + JP)] =

=Gy +Ex7; +@x (@ xF)+ExJP+@ x(@xJP)=a, +a, (10.81)

Se poate recunoaste in relatia de mai sus acceleratia specifica unei miscari de

rotatie, de aceasta data in jurul punctului J. Caracteristicile componentei tangen-
tiale sunt:
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a,

o {| a.|=|z||JP|sin(z.JP) = & JP-sinz/2=£JP (10 g2)

dir.a, 1 JP; sens a, —> &

Pentru componenta normalad se face dezvoltarea produsului dublu vectorial prin
produse scalare:

@, =& x(@xJP)=&(®-JP)—JP(@ &)= —w’ JP (10.83)
si se pun 1n evidenta caracteristicile:
_ 2
=w"JP
= (10.84)
dir.a, col. JP, sensa,:P—J

Pentru acceleratia totala se calculeazd modulul si unghiul facut cu raza JP:
a.|_&eJP _ & (10.85)
a,| &’JP o’ '

Punctul J este numit centrul instantaneu al
acceleratiilor. Desi corpul nu executd o rotatie
instantanee in jurul acestui punct, cum se intampla
in cazul CIR, distributia de acceleratii pentru toate
punctele corpului aflate in planul miscarii
corespunde unei astfel de situatii. (fig.10.21).

Se constata c¢d miscarea plan-paraleld,
prezentatd in analiza din capitolul precedent ca o
compunere intre o translatie cu parametrii cinema-
tici ai punctulut O si o rotatie In jurul unei axe Oz Fig.10.21
perpendiculard pe planul miscarii, poate fi tratatd si
ca o rotatie in jurul unei axe instantanee de rotatie, deasemenea perpendiculara pe
planul miscarii in centrul instantaneu de rotatie.

@|=+|a, +a, | =JPVe’ +o'  tgp=

Problema 10.2. O bara rectilinie AB, pozitionatd prin unghiul «, se
reazema cu ambele extremitati pe doua drepte perpendiculare una pe cealalta
(fig.10.22, a). Extremitatea A4 este deplasatd cu o viteza datd pe dreapta
orizontald. Sa se gaseasca centrul instantaneu de rotatie al barei, locul geometric
al acestuia fata de un sistem de referinta fix si fata de sistemul de referintd mobil
atasat barei; sa se calculeze vitezele pentru extermitatea B, mijlocul M si sa se
gaseasca cea mai mica viteza.
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y'\/\y !
yf: "——é \ _::::::::_\\ B: 1
” tog.
) \ rostog. l_’fé' D /a)
| W baza N N4
a a \XM - / X M Vg
7 C %
Ty O NS P ‘:. -ﬂ
a) b) | ¢)
Fig.10.22
Date: AB=2], a=a(t), |v |=v, AM =MB,
Cerute: I(x,y), I(x;,y;)— coordonatele CIR in SRF s1 SRM;
f(x,y)=0, f,(x;,y;)=0 —locul geometric al CIR in SRM si SRF;,
@, ‘_)B ’ ‘_}M ’ ‘_}min
Rezolvare:  Sistemul de referinta fix Ox;y; se alege suprapus directiilor fixe pe

care se reazema bara iar sistemul de referintd mobil Axy are o axa suprapusd
acesteia (fig.10.22, b). In miscarea plan-paralela directiile vitezelor tuturor
punctelor sunt perpendiculare pe razele care le unesc cu CIR (fig.10.19).
Reciproc, CIR se va afla la intersectia perpendicularelor pe directiile a doua
viteze. Vitezele extermitatilor barei sunt coliniare cu dreptele fixe;
perpendicularele in 4 si B pe aceste directii se vor intersecta in punctul / cautat.
In cele doua sisteme de referinta acest punct are coordonatele:

) X, =04=2]sna
Iin SRF
v; =0B =2l cosx
_ (10.86)
x=AC=2lcosa sina
I in SRM ;
yv=AD=2lcos a

Curba reprezentand locului geometric al CIR in sistemul de referintd fix
este cunoscutd in Mecanica sub denumirea de baza ; cea care reprezintd locul
geometric al CIR fata de sistemul de referinta mobil este numita rostogolitoare.
Ecuatia bazei se obtine eliminand parametrul variabil in raport cu timpul, in cazul
de fata unghiul ¢, intre cele doud coordonate. Se obtine:

f](xlaJ/]):x12+y12_412:0 (10.87)
Se recunoaste ecuatia unui cerc cu centrul in O, de raza Ol =2/. Se procedeaza
in acelasi mod cu coordonatele punctului / in sistemul de referintd mobil; se
obtine ecuatia rostogolitoarei:
fe,y)=x>+y’=2ly=0 (10.88)
Locul geometric este un cerc cu centrul in punctul M, de razd MI =/. Se observa
ca cele doua locuri geometrice (in problema de fata, doud cercuri) sunt reciproc
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tangente in CIR; in timpul miscarii barei curba mobila se rostogoleste fara

alunecare peste curba fixa. Se calculeaza viteza unghiulara:
vl v (10.89)
14 2lsma
si, in continuare, distributia de viteze pentru punctele cerute (fig.10.22, c¢):
|V |l=wIB=vtga

1V, = IM=—2" (10.90)
2cosa
| Vi |=1Vp [=@ ID=vsmna



Problema 10.3. Bara rectilinie AB
se reazema cu extremitatea 4 in interiorul
unei adancituri de forma semicirculara si
in punctul C aflat la marginea acesteia
(fig.10.23). Pozitia la un moment dat a
barei este cunoscutd prin unghiul 6.
Punctul 4 este deplasat pe semicerc cu
viteza constantd. Sa se studieze distributia
de viteze si de acceleratii.

Date: OA=R, AB=1,0=0(t)

|V 4 |= v =const.

M3 [(x]:yl)s J(x,]:y])

W, E, Vg, Ve,a ,dpg, dc
Rezolvare: Punctul 4 al barei are o miscare
circulard uniformda in jurul centrului
geometric O; viteza lui este perpendiculara Fig.10.23
pe raza OA iar acceleratia este coliniara cu aceasta.

2
7, |=v=0,R — o, =% (10.91) @, |=wR :% (10.92)
Punctul C al barei, aflat in contact cu marginea semicercului, are o viteza
coliniara cu bara. Centrul instantaneu de rotatie se va gasi la intersectia
prelungirii razei OA cu perpendiculara in C pe AB. Se observd ca triunghiul
dreptunghic ACI are ipotenuza [/4=2R. Alegand un sistem de referinta mobil

Axy, cu axa x suprapusa barei date, coordonatele C/R in acest sistem vor fi:
x; =AC=2Rcos0 v, =1C=2Rsind (10.93)
Pentru viteza si acceleratia unghiulara ale barei AB se obtin relatiile:

o=l _ Vot (10.94) e=i=0 (10.95)
2R 2R
Din relatiile (10.85) se deduce:
gp=--=0 > @=0  (10.96) JA:'“@':4R (10.97)
w w

Rezulta ca si centrul instantaneu al acceleratiilor J se va gasi pe prelungirea razei
OA in sensul indicat de acceleratia punctului 4. In sistemul de referinta ales,
coordonatele centrului acceleratiilor sunt:

x; =4Rcosf v, =4Rsmnd (10.98)

Pentru vitezele cerute se fac calculele:

Wy @ IB=0(xy—x,) +(vs—,) :ﬁ VI +4RIcos0+4R’ (10.99)

| Ve F@o IC=vsinf (10.100)
Directiile acestor viteze sunt perpendiculare pe razele /B si respectiv IC, in sensul
dat de w. Pentru acceleratiile acestor puncte se obtine:
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2
|ay \:JBa)z =602\/(XB —)CJ)2 +(vp —yJ)2 :4‘}? \/12 —8RIcosO+ 16R’

(10.101)
2

e |=JCw =’ (xp—x,) + (e =¥, )’ =;—R JI+3in20  (10.102)

Din cauza absentei acceleratiei unghiulare &, cele doua acceleratii sunt coliniare
cu directiile JB si respectiv JC, avand sensul catre centrul J.

10.4.3 Studiul vectorial al vitezelor si acceleratiilor

Relatia lui Euler pentru viteza
unui punct 4 (fig.10.24, a) are forma:

V,=V,+wx0A4=
470 (10.103)
=V + V40
in care prin v, s-a notat viteza punc-

tului 4 fatd de O, originea sistemului
de referintd mobil atasat corpului.
Aceastd viteza este perpendiculard pe
OA si are sensul dat de viteza
unghiulard @. Pentru un alt punct B

Fig.10.24 viteza este:
Vv, =V, +®xO0B (10.104)
Se face diferenta intre cele doua viteze:
v, —v,=@x(OB—0A)=@x AB (10.105)

si se obtine viteza punctului B:
Vg =V, +Vpy (10.106)
Aceasta relafie, In care nu mai apare viteza v, este cunoscuta drept relatia lui

Euler pentru viteze in miscarea plan-paralela. Reprezentarea graficd corespunza-
toare acesteia este ilustrata in fig.10.24, b. Viteza relativa a punctului B fata de 4
are caracteristicile:

Vg =X AB (10.107)

— |Fpil= @] |4B|-sin@, 4B) = ©- 4B
dirvg, L AB, sens vy, > o

Se poate proceda in mod asemanator pentru acceleratii. Cu notatiile din
fig.10.25, a, se scrie pentru acceleratia punctului 4:

a,=d,+Ex0A+dx(@x0A)=a,+a'n+a'y=a,+a,, (10.108)
in care se recunoaste acceleratia punctului 4 fata de originea O si componentele
ei tangentiali si normald®.

*) Pentru simplificarea notdrii acceleratiilor, acolo unde este cazul, indicii T si v se aseaza
in partea superioard a simbolului.



Pentru un alt punct B al corpului
acceleratia este:

Gy =ad,+2x0B+ox(@x0B)
(10.109)

Se face diferenta intre cele doua
acceleratii:

a,—a, =zx(0OB—04)+
+@x[@x(0B-04)]= (10.110) a) b)
=§><A_B+a_)><(5><A_B) Fig.10.25

si se expliciteaza acceleratia punctului B in functie de cea a punctului 4:

Ap=0a,+0yz,+ay, =0, +dp, (10.111)
S-a eliminat astfel acceleratia originii sistemului de referintd mobil a,,. Aceasta

expresie, cunoscutd drept relatia lui Euler pentru acceleratii in miscarea plan-
paralela, este ilustratd in fig.10.25, b). Componenetele acceleratiei relative a
punctului B in raport cu 4 au urmatoarele caracteristici:

g, =\§\-\E\-sm(§,/ﬁ)=g-/13
al =zxAB (10.112)
dir.az, 1 AB,sensag, —> ¢
o — —  |[@p|=®-AB
ay,=wx(@xAB)=-w"AB (10.113)

.=V —v .
dir.ay, col. AB, sensay,:B— A

Problema 10.4. Pentru bara AB din fig.10.22, a) (problema 10.2) se cunosc
viteza si acceleratia extremitatii 4. Sa se determine viteza si acceleratia
extremitatii B, precum si viteza si acceleratia unghiulara a barei.

Date: AB=2l, a=a(t),

vyl=v,la,|=a;

Cerute: Vg, Ap,0, & .
Rezolvare: Relatia de legatura intre viteze
este:

V=V, +Vg, (10.114)

Se observa ca viteza v, este perpendicularad

pe bara AB iar vp are directia OB. Vitezele

a)

din aceasta relatie se insumeaza dupa regula Fig.10.26
paralelogramului (fig.10.26, a); pentru stabili- S

rea relatillor geometrice intre viteze este utild si Tnsumarea dupa regula
poligonului (fig.10.26, b). Din aceasta ultima reprezentare se deduce:

Vil = ‘,VA‘ =7 (10.115) V5| =]V, tea=viga (10.116)
Smoe Smo




Viteza unghiulard a barei se calculeaza
cu relatia:

_ ‘VBA‘ __V
AB 2lsmna

Sensul acesteia este dat de vz,; In

(10.117)

cazul de fatd sensul este cel trigono-
metric. S-au obtinut aceleasi rezultate
ca in problema 10.2.

Fig.10.27 Pentru calcul.ul accel_ere{;iilor se
porneste de la ecuatia vectoriala:

Ag=a,+ag,=a,+ay,+ay, (10.118)
In aceasta relatie se cunoaste componenta normala:
—v | _ 2 V2
|ay,|= 4B’ =—— (10.119)
2lsin”

avand directia barei 4B si sensul de la B catre 4. Necunoscute sunt componenta

tangentiald ag, care este perpendiculard pe bara si acceleratia rezultantd a, care

are directia OB. Insumdrile vectoriale dupid regula paralelogramului sunt
reprezentate in fig.10.27, a) iar cea dupa regula poligonului in fig.10.27, 5). Din
aceasta ultima reprezentare se deduce geometric:

a,|+|aglsina 2
@, _lad 7 T ) P A (10.120)
cosa cosa 2lsna
2
|@y|=|ay,|cosu+|ay,|sina =a tga+ —— (10.121)
2lsin” a cosx
Se determina in final acceleratia unghiulara a barei:
ag 2
£= BA‘z N (10.122)
AB  2lcosa 2lsinax

al carei sens, dat de ap, , este de asemenea cel trigonometric.

10.4.4 Metode grafo-analitice

Determinarea pe cale grafo-analitica a distributiei de viteze si acceleratii
pemite o evaluare relativ simpla si imediatd a acestor parametri pentru o pozitie
datda a unui corp aflat in miscare plan-paraleld. Este necesara reprezentarea
graficd a elementelor geometrice semnificative ale corpului in pozitia respectiva;
tot la scara se reprezinta si vitezele si acceleratiile punctelor de interes ale
corpului. Unele dintre acestea pot fi determinate prin calcul, altele pot fi evaluate
in baza acestor reprezentdri grafice; corectitudinea evaludrii depinde de
acuratetea constructiei grafice si de precizia masurarii.
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Metodele grafo-analitice nu sunt eficiente daca determinarile trebuie sa fie
repetate pentru toatd succesiune de pozitii ale corpului in cadrul unui ciclu
cinematic sau atunci cand se doreste obtinerea unor rezultate foarte precise; in
acest caz este preferabild utilizarea metodelor analitice.

Pentru determinarea distributiei de viteze se prezintd metoda centrului
instantaneu de rotatie $1 metoda planului vitezelor. Pentru distributia de
acceleratii se prezinti metoda planului acceleratiilor”.

a) Metoda centrului instantaneu de rotatie. S-a aratat in cap.10.4.2 ca
distributia de viteze pentru toate punctele corpului corespunde unei rotatii
instantanee in jurul C/R — unicul punct al corpului a carui viteza este nula la
momentul respectiv. Viteza oricarui alt punct al corpului este perpendiculara pe
raza care il uneste cu CIR si are sensul dat de viteza unghiulara.

Pentru anumite corpuri identificarea pozitiei CIR se —
poate face cu usurintda examinand conditiile functionale.
Astfel, la roata din fig.10.28, roatd care se rostogoleste
fara alunecare peste o suprafata de sprijin fixa (problema
6.1), punctul de pe periferia rotii care intra in contact cu B
aceasta are la momentul respectiv viteza nula si devine
astfel centru instantaneu de rotatie. Pentru cateva puncte A"
de interes vitezele se calculeaza cu relatiile: T

V,|=2R0  |v|=Ro |v,|=|vp|=Rev2 (10.123)
Punctele rotii aflate pe diametrul care trece prin centrul
instantaneu de rotatie sunt proportionale cu distantele la punctul /; varfurile
acestor viteze, reprezentate la scara, se vor gasi pe o aceeasi dreapta.

O situatie asemanatoare se intalneste la scripetele
mobil din fig.10.29 format din doud discuri concentrice
solidarizate intre ele; pe discul mic este infasurat un fir
mobil iar pe discul mare un fir a carui extremitate este
fixa. In timpul miscarii scripetelui punctul de pe periferia
discului mare care devine punct de tangenta la firul fix are
in acel moment viteza nuld; el devine astfel centru
instantaneu de rotatie. Pentru punctele de interes ale rotii
aflate pe diametrul orizontal vitezele sunt: Fig.10.29

|Ve|=Reo  |V,|=(R+r)e (10.124)

In general, pentru determinarea pozitiei centrului instantaneu de rotatie
sunt necesare directiile vitezelor pentru doud puncte din configuratia corpului;
perpendicularele pe aceste directii se intersecteaza in C/R. Lungimile razelor care
unesc CIR cu punctele de interes se determina grafic sau, atunci cand este posibil,
se calculeaza din relatille geometrice care se pot stabili pentru constructia
respectivd. Se exemplificA metoda pentru cazul bielei unor mecanisme plane
uzuale.

Fig.10.28

") Metoda bazati pe centrul instantaneu al acceleratiilor este destul de greoaie si nu
prezintd interes pentru aplicatii
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Problema 10.5. Mecanismul biela-
manivela (fig. 10.30).
Date:OA, AB, BC, BD, DC,

p=¢(1) o

@y, Vg, Vi, V
Cerute: ~2° B> 7C>"D.
Rezolvare: Articulatia B are viteza:

N | 3 | V5| =@, AB (10.125)
A4 X : 3 . :
o = == perpendiculard pe AB in sensul lui ;.
©C Directia vitezei punctului C este coliniara
Fig.10.30 cu suportul culisei si in consecinta viteza

ei va avea directia x-x. Perpendiculara pe directia vitezei vz va fi in prelungirea

manivelei 4B; centrul instantaneu de rotatie al bielei se va gasi la intresectia
acesteia cu perpendiculara in C pe directia x-x. Din constructie rezultd distantele
IB, IC, ID. Viteza unghiulara a bielei este:

V| 4B
=—=—0 10.126
2= - g% ( )
Sensul acesteia este dat de vy . Se calculeaza in continuare vitezele:
Ve|=w, IC  |V,|=w, D (10.127)

Directiile acestor viteze sunt perpendiculare pe /C si respectiv ID iar sensul lor
este dat de w, . In pozitia particulard in care unghiul de pozitie al manivelei este

@ =m/2 dreptele perpendiculare pe directiile vitezelor vy si v~ sunt paralele
intre ele iar CIR se afld la infinit. In acest caz @, =0 si biela BC executi o

translatie instantanee; punctele ei au in acel moment aceeasi viteza.

Problema 10.6. In fig 10.31 este dat
un mecanism patrulater articulat compus
=0 C din manivela 1, biela de forma triunghiu-
lara 2 si balansierul 3; manivela si
vy B g balansierul sunt articulate in puncte fixe si
pot executa miscari de rotatie in jurul
acestora. Cunoscand cd manivela este
elementul conducator, pentru o pozitie
data a acesteia sa se determine distributia

de viteze la punctele de interes ale bielei.
Date:  AD, AB, BC, CD, BE, CE,

p=¢),0];

_ VC

L’E E

@ : = = =
2 Cerute: w,,w3,Vg, Ve, Vg
I Rezolvare: Cu datele dimensionale, si
corespunzator valorii unghiului ¢, se
Fig.10.31 construieste la scara mecanismul patrulater

ABCD.
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Viteza punctului B, perpendiculard pe 4B in sensul dat de @, , are modulul:

| V5| =, AB (10.128)
In mod analog, directia vitezei punctului C este perpendiculard pe balansierul
CD. Perpendicularele pe directiile acestor viteze au directiile elementelor 4B si
CD, la intersectia lor aflandu-se centrul instantaneu / al bielei. Din constructie

rezulta distantele /B, IC si IE.
Se calculeaza viteza unghiulara a bielei BC:

, = @ (10.129)

IB

al carei sens este dat de v . In continuare:
|Ve|= o, IC |Vg|= o, IE (10.130)

au directiile si sensurile indicate in fig.10.31.

b) Metoda planului vitezelor are la baza ecuatie lui Euler pentru viteze:

Vg =V, +Vpy (10.131)

Cele mai frecvente aplicatii ale metodei se regdsesc la corpurile cu migcare plan-
paralela din configuratia mecanismelor plane; din acest motiv in descrierea
metodei se vor utiliza unele notiuni specifice acestora. Mecanismele plane sunt
sisteme de corpuri compuse din elemente (in general corpuri reductibile la bare
sau placi) legate intre ele prin articulatii sau culise. Migcarea este generata prin
regimul cinematic impus unuia dintre elemente, considerat element conducator.
Cunoscand dimensiunile elementelor si pozitia pentru care se face analiza, se
determind vitezele punctelor de interes, de reguld centrele articulatiillor sau
culiselor mentionate, precum si vitezele unghiulare ale elementelor.

Metoda consta in determinarea pe cale grafica a marimii si, dupa caz, a
directiei si sensului vitezelor necunoscute. In acest scop ecuatiile vectoriale de tip
Euler se transpun grafic sub forma unor poligoane de viteze construite la scara
intr-un plan specific, numit planul vitezelor. In acest plan existd un punct special
numit polul vitezelor si notat p,, care este corespondentul tuturor punctelor fixe

sau de vitezd nuld (CIR) din configuratia mecanismului.
Orice punct mobil real al mecanismului are un punct corespondent in
planul vitezelor, diferit de p, ; de obicei punctele corespondente se noteaza prin

literele mici echivalente ale punctelor reale. Un vector cu originea in p, $i cu

varful in punctul corespondent va reprezenta la scard viteza absolutd a punctului
real. Viteza relativa a unui punct real in raport cu altul va fi reprezentatd in planul
vitezelor prin vectorul care uneste punctele corespondente ale acestora.

Etapele metodei sunt urmatoarele:

— se construieste la o scard oarecare mecanismul in pozifia datd; din
constructie vor rezulta directiile tuturor elementelor;

— se scriu ecuatiile vectoriale pentru vitezele punctelor de interes; ordinea
in care sunt analizate aceste ecuatii porneste de la observatia cd o ecuatie
vectoriala in plan nu poate avea mai mult de doua necunoscute (modulele a doua
viteze sau modulul si directia unei singure viteze);
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— se analizeaza caracteristicile fiecarei viteze, respectiv modulul, directie si
sensul; pentru facilitarea transpunerii grafice se marcheaza fiecare termen al
ecuatiei vectoriale prin sublinierea cu doua linii a vitezelor cunoscute integral si
cu o singura linie a vitezelor cunoscute doar ca directie, insofind aceste marcaje
cu descrierea directiei (paralel sau perpendicular elementelor mecanismului);

— se alege factorul de scara pentru viteze, notat k,, reprezentdnd numarul

unitatilor de lungime atribuite unitdfii de masura a vitezei, ca de exemplu
[ k,]|=cmdesen/(m/s) ;

— se alege polul p, in planul vitezelor; desenarea unor axe prin acest punct

este optionala;
— pornind din p, se construiesc segmentele corespunzatoare vitezelor

absolute cunoscute; lungimea unui segment se obfine Tnmultind modulul cu
factorul de scara &, ;

— se continua constructia cu directiile vitezelor necunoscute, cu observatia
ca cele absolute vor trece prin polul vitezelor; poligonul se inchide prin punctul
de intersectie al acestor directii;

— se identificd in poligonul astfel construit vectorii vitezelor necunoscute si
sensurile acestora; se masoara lungimile segmentelor respective;

— se calculeaza modulele acestor viteze impartind aceste lungimi la £, ;

— se calculeaza vitezele unghiulare ale elementelor.

Dupa incheierea operatiunii se pot reprezenta pe schita originala a
mecanismului vectorii vitezelor absolute si vitezele unghiulare pentru a avea o
imagine de ansamblu a miscarii acestuia.

Metoda descrisa mai sus este relativ simplad si usor de utilizat, oferind in
final informatii valorice si ilustrative despre miscarea elementelor mecanismului
st despre distributia de viteze in punctele de interes ale acestora. Precizia
determinadrii este, in mod evident, dependentd de acuratetea constructiei grafice.
In cazul in care se doreste efectuarea determinarilor pentru toatd succesiunea de
pozitii a mecanismului in cadrul unui ciclu cinematic, metoda este laborioasa si
mai putin eficienta.

¢)_Metoda planului acceleratiilor are la bazd ecuatia lui Euler pentru
acceleratii:

Ag=a,+ay,=a,+ay,+ay, (10.132)
Modul de lucru este identic cu cel descris in cadrul metodei planului vitezelor.
Polul acceleratiilor, notat p,, va corespunde tuturor punctelor fixe sau care in
pozitia datd au acceleratia nuld. Factorul de scard pentru acceleratii, notat &, , va
reprezenta numarul unitatilor de lungime atribuit unei unitati de masurd a

acceleratiei, ca de exemplu [k,]=cm desen / (m/ s? ).

Componenta normald a oricdrei acceleratii relative este cunoscuta,
deoarece se calculeaza in functie de viteza unghiulard a elementului respectiv,
determinata in urma studierii vitezelor.
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Problema 10.7. La mecanismul din
fig.10.31 se cunosc dimensiunile,
respectiv lungimile tuturor barelor.
Elementul conducator este manivela
AB care se roteste in jurul
articulatiei fixe 4 cu un regim
cinematic cunoscut. Sa se determine
distributia de viteze si acceleratii
pentru punctele de legaturda dintre
elemente 1n pozitia reprezentatd in
desen.

Date:  AB, BC, BD, DC, DE,

@y, &1

Cerute: ‘_}B"_}C’vD"_}E’ @y, CO4;

Fig.10.32
Rezolvare: Se considera mecanismul construit la scard in pozitia pentru care se
face calculul, astfel ca directiile tuturor elementelor sunt cunoscute.

Constructiile grafice din planul vitezelor ca si cele din planul acceleratiilor
pot fi executate pe aceleasi desene; in problema de fatd s-a preferat, pentru
claritate, realizarea unor desene distincte pentru fiecare ecuatie vectoriala.
Factori de scard k, s1 k, se aleg corespunzator.

5B,5c,aD,aE, 82, 84.

Manivela /, are o miscare de rotatie in jurul articulatiei fixe 4 si In
consecinta:

o _ (10.133)
dirvy 1 AB, sens v, = o,
Elementul 2 are o miscare plan-paralela; viteza punctului C se determina

cu relatia:

Ve =V +Vep (10.134)
Ix  Tap L1BC
in care:
v.|=? Vep |F@, - BC="7
| C'_ - (10.135) | CB_| g - (10.136)
dirv || xx, sens v =7 dirvey L BC, sens vy = @, ="?

In ecuatia (10.134) s-au marcat detaliile rezultate in urma acestei analize; ecuatia
are ca necunoscute modulele a doud viteze si poate fi rezolvata pe cale grafo-
analitica. Constructia grafica din planul vitezelor este detaliata in fig.10.33, a).
Prin polul vitezelor se construieste mai intai directia vitezei vy pe care se ia

segmentul p b=k |v B‘ . Prin punctul b se traseaza in continuare directia vitezei
Vcp 1ar prin p, se traseaza direcfia vitezel v ; la intersectia acestor drepte se

afla punctul ¢ in care se inchide poligonul vitezelor. Pe acest poligon se
marcheaza vectorii vitezelor respective.
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1BD 1 AB
b | vy
_ 2% _ g LDE
i/ dx VED
e
D c Vg D
Py Py
b) ¢)
Fig.10.33
Din constructie rezulta lungimile segmentelor p c st bc cu care se calculeaza:
Fel=--pe (10.137) [Fepl=-+be (10.138)

Viteza unghiulard a elementului 2 va fi:
| Ves|
W, =—— 10.139
2= 30 ( )
Sensul acesteia este dat de viteza v5 (fig.10.34).

Pentru calculul vitezei punctului D se scrie
ecuatia vectoriala:

V= Vg +Vpp (10.140)
Fig.10.34 14B  1BC
in care pentru viteza v , reprezentata in fig.10.34, se cunosc caracteristicile:
Vor lF @, BD
| DB_' g ~ (10.141)
dirv,, L BC, sens vy, — o,

In planul vitezelor acesteia ii corespunde segmentul bd = kv‘ Vp B‘ . Ecuatia vecto-

rialda (10.140) este transpusa in planul vitezelor in fig. 10.32, b). Din aceasta
constructie rezulta segmentul p d astfel ca

\VD\zki-pvd (10.142)

v

Directia s1 sensul vitezei v, rezulta tot din aceastd constructie grafica.

La acelasi rezultat se poate ajunge pornind de la viteza punctului C si
rezolvandu-se ecuatia vectoriala:

Vp =Vt Vpe (10.143)
e LCD
in care:
{‘_’DC =@, CD (10.144)
dirv,. L CD, sensv,. — o,

In fig.10.33, b) viteza Vpe este reprezentatd de segmentul cd = kv‘ v DC‘ .
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Se poate remarca cu usurintd ca triunghiul bcd format din segmentele
corespunzatoare vitezelor relative v, Vpp $1 Vpo este asemenea cu triunghiul
real BCD datoritd perpendicularitdfii acestor viteze pe laturile triunghiului;
triunghiul vitezelor relative este rotit cu 7z/2 in sensul vitezei unghiulare w, .

Elementul 3 are tot o miscare plan-paraleld astfel ca pentru viteza punctul
E se poate scrie:

Ve =V +Vep (10.145)
by = 1DE
in care
v.=2? Vepl=w, - DE =7
|7 (10.146) [Veo| =, (10.147)
dirvy || yy, sens v, =7 dirvy, L DE, sens v, > w, =7

In planul vitezelor constructia graficd corespunzitoare este reprezentati in
fig.10.33, ¢). Prin extremitatea vectorului v, se construieste o dreaptd
perpendiculara pe DE iar prin polul vitezelor o dreapta paraleld cu suportul yy pe

care translateaza culisa E. Poligonul vitezelor se inchide in punctul e de
intersectie al acestor drepte; din constructie rezultd segmentele _

p,e si de cu care se calculeaza: YED _E
1 1
\vE\:k—-pve (10.148) \vED\zk—-de (10.149)
Viteza unghiulara a elementului DE se determina cu relatia:
_ @,
| Vol
W, = 10.150
* DE ( ) .
Sensul acesteia este dat de v, (fig.10.35). Fig.10.35
In miscarea de rotatie a manivelei / acceleratia punctului B este:
Az =0ay+ay (10.151)
in care cele doud componente au caracteristicile:
—v 2 —7
az|l=w; -AB agl=¢,-AB
@[ (10.152) 73] =+ (10.153)
diray||AB, sensay : B— A dir.ay 1 AB;sensay —> ¢,

Corespunzator miscarii plan-paralele a elementului 2 se poate scrie
ecuatia:
- =az+acy — Ao =dzt+agt+aigtac (10.154)
e 4B 14B |BC LBC
Punctul C are o translatie impusa in lungul directiei xx:
{‘ac‘_? (10.155)

dir.a || xx; sensa, =7
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| BC Acceleratia punctului C fata de B are
—v ‘2 componentele:

—v | _ 2
‘aCB —0)2 BC

(10.156)
dir.ajg ||BC; sensatg:C — B

arpl=&,-BC="?
‘CB g (10.157)

dir.aly || BC; sensaly —> &, ="?
Fig.10.36 Ecuatia (10.154) se rezolva grafo-analitic

in modul aratat in fig.10.36. Se alege un factor de scara pentru acceleratii k, si

se construiesc segmentele corespunzatoare acceleratiilor cunoscute integral

. bb=k|a;

p.b, =k, |ay , bc, :ka‘ﬁgg‘. Prin ¢; se construieste directia
acceleratiei agp iar prin polul p, directia acceleratiei @ . Poligonul accelera-
tillor se inchide in punctul ¢; din constructie rezulta la scard segmentele c;c si
p,C cu care se calculeazd acceleratiile:

_ 1 . 1

\ac\zk—-pac (10.158) Qlp| == Cic (10.159)

a a

Acceleratia unghiulara a elementului 2 se
calculeaza cu relatia:

|ag,
E,=—+ 10.160
Ry ( )
Sensul acesteia este dat de acceleratia a(g

(fig.10.37).
Acceleratia punctului D este determinata
de ecuatia:

Fig.10.37

ap=dg+dpy —> dp=dg+dg+dpstdpg (10.161)

4B L1AB |BD L1BD
Componentele acceleratiei punctului D in raport cu B sunt descrise prin relatiile:

—V 2

a,sl=aw; -BD

pEL (10.162)
dir.ayy || BD; sens aj,y: D —> B

ansl=¢,-BD

P (10.163)
dir.a,, 1 BD;sens aj,, — &,

Ecuatia vectoriala (10.161) este transpusa grafic in planul acceleratiilor in
fig.10.38 in care la segmentele acceleratiei punctului B se adaugd segmentele

bd, =k, si d,d=k,

—V —T
dpp dpp|-



In urma constructiei grafice la scarda rezulta
segmentul p,d cu care se determina:

\c—zD\zki-pad (10.164)

a

Se calculeazd in continuare acceleratia
punctului £ care se afla pe directia de translatic a
culisei 5. Corespunzator miscarii plan-paralele a
clementului 4 se scrie ecuatia vectoriala:

Ay =ap+dy, —> ap=ap,+ay,+azp
by pE LDE
(10.165)
Componentelor acceleratiei relative a punctului
E 1n raport cu D au caracteristicile:

a
<‘ D (10.166)

dir.a,, || DE; sens ay, : E — D

appl=¢, -DE ="

‘ o (10.167)

dir.a;, L DE;sens ag, —> &, =" Fig.10.39

Ecuatia vectoriald (10.165), transpusa in planul acceleratiilor, este reprezentata in
fig.10.39; la segmentul p,d, corespunzdtor acceleratiei a,, se adauga

segmentul de; =

u a_ED‘. Prin e; s1 p, se duc directiile acceleratiilor necunos-
cute; poligonul se inchide in punctul e de intersec‘;ie al acestora. Rezulta:

c_zEzi-pae (10.168) appl=—-e,e (10.169)
k

a

| aED
& 10.170
‘" DE ( )

Sensul acceleratiei unghiulare &, este dat de ag, si este
reprezentat in fig.10.40.

, D
Fig.10.40

10.4.5 Metoda analitica

Relatiile vectoriale dintre parametrii cinematici ai unei miscari plane pot fi
proiectate pe axele unui sistem de referintd. Se obtine un sistem de ecuatii scalare
din care se pot explicita relatiile efective pentru calculul parametrilor necunos-
cuti. Intr-un context mai larg, aceste relatii pot fi inglobate intr-un algorim de
calcul programabil. Pe baza acestuia se pot face determinari numerice exacte si
rapide pentru un ciclu cinematic, eventualele reprezentari grafice avand doar un
rol ilustrativ.
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Un corp poseda un sistem de referintd mobil propriu Oxy, numit sistem
local. Sistemul de referinta fix O, XY la care se raporteaza miscarea mai multor
corpuri se va numi sistemul global”.

A Se considera un punct P avand coordonatele

p (x, y) in sistemul local s1 (X, Y) in sistemul global. In

YA cazul unui sistem local translatat fata de cel global
(fig.10.41), intre vectorii de pozitie exista legatura:

O,P=0,0+0OP (10.171)
care se traduce prin relatia intre coordonate:
X=X,y+x Y=Y,+y (10.172)
Fig.10.41 Aceasta relatie poate fi pusa sub forma matriceala:

RIS

Daca sistemul local este rotit fata de cel global cu un
unghi o« (fig.10.42), legdtura intre cordonate se
exprima prin relatiile:

0,

X
N
rd

>
X

| : > X =xcosa—ysina (10.174)
0,=0 X Y =xsina+ ycosa .
Fig.10.42 Relatia matriceala echivalenta este:

X cosa —sina||x
{ }:{ . }{ } (10.175)
Y sma cosa | |y

S-a aratat ca miscarea plan-paraleld poate fi
consideratd ca o compunere intre o translatie cu
coordonatele originii sistemului sau de referinta si o
rotatie de unghi o (fig.10.43). Relatia vectoriald
pentru pozitia punctului P:

=17, +OP (10.176)
Fig.10.43 se .expr%mé matriceal prin combinarea relatiilor de
mai sus:

X| | Xp| |cosa —sma||x
_ 4| : (10.177)

Y Yy sma  cosa ||y

Din aceasta relatie se obtin ecuatiile scalare:

X=Xy+xcosa—ysna Y=Y, +xsina+ ycosa (10.178)

Unghiul de rotatie « facut de axa Ox cu o paralelda in O la O,.X este un

unghi orientat, pozitiv in sens trigonometric. Derivatele sale, respectiv viteza
unghiulard o si acceleratia unghiulara & sunt pozitive daca sensul lor corespunde
celui trigonometric.

*) Notatia cu majuscule a sistemului global s-a adoptat pentru a se evita confuzia cu
sistemele locale numerotate.
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Viteza punctului P se exprima prin relatia
generala: YA

V=V,+Vp, (10.179)
Viteza v, este perpendiculard pe raza OP si are

sensul dat de o (fig.10.44). Proiectiile locale ale
acestei viteze (cf. cap.9.32) sunt:

V., =—)yo v, =X® (10.180)

Ecuatia (10.179) se poate pune sub forma
matriceala:

v v cosa —sina| |V,
{X}:{ OX}{ , H } (10.181) 1
Vy Voy sina  cosa | |V,

din care rezulta ecuatiile scalare:

_ ' Y
Vy =Voy +V,COSQ—V, Sina N
{ oo g (10.182)

Vy =Voy +V, SIMa+ Vv, cosa
Pentru acceleratia punctului P se scrie relatia:
a=a,+dp, (10.183)

in care proiectiile locale ale acceleratiei ap(
(fig.10.45) sunt:

a, = —xw’ — ye a, =—ya’ +xe (10.184)
Ecuatia matriceald corespunzatoare relatiei () }
(10.183) si ecuatiile scalare generate sunt: Fig.10.45

{aX}:{aOX]{c?sa —sina}{ax} (10.185)
ay | |agy| |sina cosa ||a,

: (10.186)
ay =agyta, sina+a,cosa

In cazul al unei bare rectilinii 4B
(fig.10.46) se poate alege punctul 4 drept
origine a sistemului local iar axa Ax se
suprapune directiei barei. Coordonatele
locale ale punctului B sunt in acest caz:

x=AB y=0 (10.187) y

Coordonatele globale ale acestui punct
sunt definite prin relatia matriciala:

X | | X4 L | cosa —sina | | AB
Y, | |7, sma  cosa 0 Fig.10.46
(10.188)
care conduce la ecuatiile scalare:
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{XB =X, +ABcosa
) (10.189)
Y, =Y, +ABsm«
In ecuatia lui Euler pentru viteze:
Ve =V, +Vp, (10.190)
viteza relativa a punctului B fata de 4 are componentele:
v, ==yo=0 v, =x0=ABw=vy, (10.191)
Forma matricealad a acestei ecuatii vectoriale este:
|:VBX:|:|:VAX:|+|:C?SOK —sina]{ 0 } (10.192)
Vay v,y sinad  cosa | | vy,
1ar ecuatiile scalare care provin din ea sunt:
{VBXZVAX—VBASiHOC (10.193)
Vpy =V 4y +Vp4COSQ
In ecuatia lui Euler pentru acceleratii:
Ag=a,+az,=0,+ady,+as, (10.194)
acceleratia relativa a punctului B fata de 4 are componentele:
a, =-xa —ye=—ABw’ =a}, a,= —y@’ +xe=ABs=a}, (10.195)

In acest caz ecuatia matriceala este:

a a cosa —sina | |a’
BT 4 T | B (10.196)
Agy a,y sma cosa | | ag,
din care se obtin ecuatiile scalare corespondente:

(10.197)

_ v T .
gy =0,y +ay,SINA+ag, cOSA
Trebuie pus in evidentd si avantajul cd, in urma efectuarii calculelor,

parametrii unghiulari @ si & vor rezulta cu semnele corespunzatoare conventiei
mentionate mai Tnainte; valorile lor pozitive vor indica un sens corespunzator

celui trigonometric.
g

Problema 10.8 La mecanismul
biela-manivela din fig.10.47 se cunosc
dimensiunile si legea de miscare a

B manivelei conducatoare. Sa se stabileasca
un algoritm pentru calculul cinematic
integral al mecanismului.

Date:  04,4B, X8=ON y —am,

=MC
N Ye 5 (02(0([),601,81

Cerute: (X,Y,v,a) pentru 4, B, C;

Fig.10.47 &, 02,83
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Rezolvare: Din ecuatia matriceala:

X —si AB
4| | €050 TP (10.198)
Y, sm@ Ccos@ 0
se obtin coordonatele punctului A:
X 4= ABcosp Y,=ABsmg (10.199)

Punctul B se misca pe un suport paralel cu axa OY astfel ca rezultd ecuatiile:
X3z X,| |cosa —sma || AB Xp=X,+ABcosa
_ e : N _ (10.200)
Yy Y, sina  cosa 0 Yp=Y,+ABsm«a

Cu observatia ca in configuratia datd unghiul de pozitie « are valori numai in
cadranul I, in care functia sinus este pozitiva, se deduc relatiile:

cosa:M sina =+V1—-cos’a (10.201)

AB
cu care se calculeaza apoi Yy . Coordonatele globale ale punctului C sunt:

{XC} _ {Xﬂ_{cosa —sina]{xc} N {XC =X, +XcC080—Yosina
Yo Y, snax  cosa | | Yo Yo=Y, +Xxcsma+ y-cosa
(10.202)
Viteza punctului 4 este:
v, =w,-0OA4 (10.203)
cu proiectiile date de relatiile:

v Cos®p —sin 0 V,y =—V,sin
{ AX:|:|: ' ®» (0}{ } N { AX A ® (10.204)
Viy sing cosg ||V, V,y =V, sine
Viteza punctului B are direc{ia suportului de translatie al culisei astfel ca vgy =0
$1 vgy =Vp.
0 v cosa —sima || 0 0O=v,, —Vvy,Sinx
Vg Viy sina  cosa | | vy, Vg =V, y +Vg,C08¢
Din prima ecuatie se extrage viteza relativa a lui B fata de 4 si viteza unghiulara
a bielei 2:

vy, = —AX(10.206) , = ~B4 (10.207)
s AB
cu care se calculeazd apoi vy. Viteza relativd a punctului C fata de 4 se
calculeaza in functie de w, si de coordonatele locale ale acestuia:
V. =—Y.0, Vv, =Xc0, (10.208)

Viteza v are proiectiile pe axele sistemului fix:
{VCX}_{VAX}{cosa —sma} v, . Vex =Vyx TV, COSQ—V sina
Vey Vv sina  cosa | |V Vey =Vyy tV,sina+v, cosa

y
(10.209)
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Valoarea totala a acestei viteze este:

Ve = Vg +Viy (10.210)

Pentru acceleratia punctului 4 se poate scrie:
@)=} 04 a\=¢g,-04 a,=\@)’+@,)’  (10.211)
Proiectiile pe axele sistemului fix se calculeaza cu relatiile:

{aAX}:{cosgo —singo]{aﬂ . {aAX:a;cosgo—aZsin(p (10212)

1 T R A T
Ay sm@  COS® | |a, a,y=a,Sme+a,cose

Acceleratia punctului B are directia suportului de translatie al culisei, astfel
cd agy =0 $1 agy =ap. Pentru aceasta se pot scrie ecuatiile:

{ 0 }:{au}{cosa —sina]{a;/l} N {OZaAXJra;Acosaa;A sin
ag| |auy| [sna cosa | |ag, ay=a,, +ay,sina+ag, cosa
(10.213)
Acceleratia relativa a punctului B fata de 4 are componenta normala:
ay, =-w, - AB (10.214)
Componenta tangentiald a acesteia si acceleratia unghiulara a bieler se vor

calcula cu relatiile

+ay, r
ajy =TS (10.215) 5= (10216

dupa care se evalueazd acceleratia ap cu relatia de mai sus. Acceleratia relativa a

punctului C fata de 4 are componentele locale:
A, =—X 0 — Y &, a,= Vs + X, (10.217)

Pentru acceleratia totala se scriu relatiile
Acy ayy cosa —sina||a, Acxy =d 4x +axcosa—aysina
|:aCY:| - LAY}{SinO! cosx ]LJ ” dcy =dyy ta,sma+a,cosa
(10.218)
Valoarea acesteia este data de relatia:

ag =+la’, +a’y (10.219)

Din relatiile deduse mai sus se pot extrage numai relatiile finale pentru
fiecare parametru, relatii care se pot dispune in ordinea logica a efectuarii
calculelor; se obtine astfel algoritmul grupat in tab.10.2.

Daca analiza se face pentru un ciclu cinematic, algoritmul va fi precedat de
relatiile care genereaza valorile parametrilor cinematici ai elementului conduca-
tor @, w;, &;. In descrierea legii de miscare parametrul independent poate fi
timpul ¢ sau unghiul ¢@. In ciclul cinematic pot apare si pozitii critice in care
continuarea miscarii este nedeterminati. In aplicatia de fatd o asemenea pozitie
este cea in care bara AB este perpendiculara pe suportul translatiei (a =0).
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Pe baza algoritmului se poate alcatui in continuare un program de calcul
intr-unul din limbajele de programare uzuale. Se exemplifica programarea algo-
ritmului aplicatiei intr-o secventa de procedura in Turbo-Pascal.

Tabelul 10.2
N Relatia de calcul Nume Secventa de program
prog
] XA = ABcosg xa {date x=AM, y=MC, xb=XB,
lab=AB, 1loa=0A}
2| Y,=ABsing yva
3| cosa=(X,-X,)/4B ca
4 ﬁna:>+/l—co§a sa é}egea de miscare}
l:=...;
5 YBIYA-i-ABSinOC yb oml:=...;
_ _ . epsl:=...;
6| Xe=X 4+xccosa—yosina | xc Cfi:—cos (£1)
71 Yo=Y, +xcsina+ yqcosa yc | sfi:=sin(fi);
{calcul pozitii}
8| vy=w;-0OA4 vVa | xa:=lab*cfi;
9| vyxy =—vysin vax | Y&:iTlabrsti;
ax =7V4SINQ ca:=(xb-xa)/lab;
10| vy =v, sing vay sa:=sqrt (l-ca*ca);
- yb:=ya+lab*sa;
11| vgy=v,x/sina vba XC:=xat+x*ca-y*sa;
.« — * + *Ca'
12| vg=v,y +Vp,cosx vph | YeiTyatxTsaty ’
B TAY T B4 {calcul viteze}
13| w,=vg,/AB om2 | va:=oml*loa;
vax:=-va*sfi;
14| vy ==yco; VX | vay:=va*sfi;
15| v, =xcw, vy vba:=vax/sa;
. vb:=vay+vba*ca;
16] Vex =Vax tvyCOsa—v,sma |vcx|om2:=vba/lab;
_ . VX :=-y*omZ2;
17| vey =vay tvesina+v,cosa  |vey vy —x*om2:
18| v, = bz +v2 Ve vcx:=vaxtvx*ca-vy*sa;
- o ' ocr vCcy:=vaytvx*satvy*ca;
19 aZ:_.f.OA aan | vc:=sqgrt (vex*vex+
* .
20| oY, =¢,-04 aat veyrvey) ; .
ay=¢&;- {calcul acceleratii}
:=—-oml*oml*loa;
21| a, =y(a})’ +(@})’ aa [2oniTon '
aat:=epsl*loa;
22| a,y=a,cosp—a’ sing aax | aa:=sqgrt (aan*aan+
] aat*aat);
23| ayy=aysing+ajcosp ddy¥ | gax:=aan*cfi-aat*sfi;
24| 4" W’ AB aban aay:=aan*sfitaat*cfi;
Apy=—0; -




198

Tabelul 10.2 (continuare)

. e —_ * * .
23| ay = (@ vay,cosa)/sina._abat] D587 NI L
26 gzza;A/AB eps2| eps2:=abat/lab;
.. i ab:=aaytaban*satabat*ca;
27| ag =a,y+ag,sna+ag,cosa | ab ax:i=-x*om2*om2-y*eps2;

28| a :_xcwj_ycgz ax |ay:=-y*om2*omZ2+x*eps2;

X

. acx:=aaxtax*ca-ay*sa;
29| a, ==ycw; +Xc&, ay lacy:=aay+ax*satay*ca;

ac:=sqgrt (acx*acx+

Ay =d,vta_cosa—a, sma |acx
30| Acx =a xyta, y acy*acy) ;

31| acy =a,y+a,sina+a,cosa |acy

[ 2
32 Ac =+dcx Tacy ac

10.5 Miscarea corpului cu un punct fix

In aceasta miscare un punct al corpului
ramane tot timpul intr-un punct fix din spatiu;
legatura corespunzatoare este articulatia sferica
(fig.10.48). Cele doua sisteme de referinta,
respectiv sistemul fix O,x;y;z; si sistemul mobil

Oxyz, se aleg pentru comoditatea tratirii cu
originile in acest punct fix:
7p, =0 v, =0 a, =0  (10.220)
Dupd cum s-a aratat in cap.6.2, o articulatie
sferica rapeste corpului trei grade de libertate
Fig.10.48 (din cele sase posibile in cazul general al unui
solid rigid liber), respectiv cele trei translatii. In
consecinta, corpul cu un punct fix va avea celelalte trei grade de libertate,
respectiv cele trei rotatii. Parametrii pozitionali independenti corespunzatori sunt
unghiurile prin care sistemul mobil, solidar cu corpul, se pozitioneaza fatd de
sistemul fix.

W
Y
0,
Vi
4 X
b)

Fig.10.49
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Definirea acestor unghiuri, numite unghiurile lui Euler, poate fi mai usor
urmaritd prin succesiunea ilustrata in fig.10.49. Pornind de la situatia in care cele
doua sisteme sunt suprapuse (fig.10.49, a), se face mai intai o rotatie de unghi

in jurul axei Oz, (fig.10.49. b). Se mentine apo1 fixd axa Ox si se executd o
rotatie de unghi @ 1n jurul acesteia (fig.10.49, ¢). Pastrand in continuare fixa
pozitia axei Oz, se face o rotatie de unghi ¢ 1in jurul ei (fig.10.49. d); linia ON

reprezintd pozitia axei Ox inaintea acestei rotatii®.

Pentru miscarea corpului cu un punct fix parametrii
pozitionali sunt functiile:

v=p@®)  0=00)  e=p@) (10.221)
Variatia lor in raport cu timpul este reprezentata de

derivatele 7,60, ¢ care corespund vitezelor unghiulare

partiale cu care s-au efectuat rotatiile descrise mai sus.
Vectorii acestor viteze unghiulare au directiile axelor de
rotatie (fig.10.50). Rotatia corpului in jurul punctului fix O
se face cu:

D=wi+o,j+ok E=ei+ejrek (10222)

Viteza unghiulara @ este o rezultanta celor trei viteze unghiulare partiale si in
consecinta proiectiile ei pe axele sistemului de referinta mobil vor fi:

@, =y sin@sing + 60 cosp
o, = ysin@cosp—Bsing (10.223)
@, =@+ycosd

Datoritd modului in care au fost alese axele de coordonate, relatiile lui
Euler pentru viteza si acceleratia unui punct oarecare P vor avea o forma

simplificata:

V=wXr

o (10.224)
a=EXr+wx(wxr)

Proiectiile acestora pe axele sistemului de coordonate mobil, solidar cu corpul, se

deduc pornind de la relatiile generale stabilite in cap.10.2. Pentru viteza acestea
sunt:

Vv, =Z0, — yo,
v, =X0, —Z0, (10.225)
v, =)o, - X0,

corespunzator relatiei matriceale:

*) Unghiurile lui Euler, utilizate mai mult in calculele pozitionale din Astronomie,
pastreaza si in Mecanica urmatoarele denumiri: v — unghiul de precesie, € — unghiul de

nutatie, ¢ — unghiul rotatiei proprii, ON — linia nodurilor.
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V. 0 -o o ||x
v, =] @, 0 -o, ||y (10.226)
v, -0, o, 0 z

Proiectiile acceleratiei se calculeaza cu relatiile:
a,=z&, -y, +0,(Yo, —x0,)-0,(x0, - z0,)
a,=x¢,—z6, +0,(zo, - yo,) -0 (Yo, —x0,) (10.227)
a,=ye, —xé,+0,(x0,-z0,)-0,(z0, - yo,)

iar relatia matriceala corespondenta este:

a, 0 -& ¢ ||x 0 -0 o ||
a,|=| &, 0 —¢. |'|y|+ o 0 -o||v, (10.228)
a, —&, & 0 z| |—o, o 0 v,

Problema 10.9 1In fig.10.51 este reprezentat
un giroscop necentrat, format dintr-un disc $1 un ax
avand o articulatie sferica la una dintre extremitati;
giroscopul se roteste cu @; in jurul axei sale de

simetrie In timp ce aceasta se roteste cu @, in jurul

unei axe fixe care trece prin articulatia sferica. Sa se
identifice unghiurile lui Euler si sa se calculeze
viteza unghiulara totala.

Date: w;,0,

Cerute: y, 0, ¢,

Rezolvare: Se alege un sistem de referinta mobil cu
axa Oz suprapusa axului giroscopului si cu axele Ox
s1 Oy in planul discului. Aceasta va face unghiul de
Fig.10.51 nutatie & cu axa fixd O;z. Linia nodurilor O;N

este perpendiculara pe planul format de axele O;z; si O,;z; ea se afla in planul
fix O;x;y; si face unghiul de precesie w cu O;x;. Unghiul de rotatie proprie ¢
este facut de axa Ox cu directia sa initiala. Vitezele unghiulare corespunzatoare
variatiei unghiurilor lui Euler sunt reprezentate in fig.10.50. In ipoteza ca
extremitatea 4 a axului giroscopului descrie o traiectorie circulara in jurul axei
O;z;, unghiul @ este constant si in consecinta:

v=0, ¢=0, 0=0 (10.229)
Se fac inlocuirile in relatiile (10.222) si se calculeaza in final:

a):\/a)j +a)y2 +al = \/l/'/2 +¢° + 2yrpcosh =\/a)12 + @3 + 20,0, cosf  (10.230)

In sistemul de referinta mobil considerat, relatiile pentru calculul pozitiei
vitezei §i acceleratiei unui punct oarecare al giroscopului iau forma generalad
stabilita in cap.10.2
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11. MISCARI COMPUSE
11.1 Generalitati

Un punct material sau un corp solid

.. . . Zr A z P
rigid se poate deplasa in raport cu un sistem

de referintd mobil (SRM) in timp ce acesta se MA MR
deplaseaza fata de un sistem de referintd fix Y

(SRF). In fig.11.1 se exemplifici aceste
miscari pentru cazul unui punct material P. Se
introduc urmatoarele definiri:

— miscarea absoluta (MA) —punctul P
fata de sistemul de referintd fix SRF; 0, X

— miscarea relativa (MR) — punctul P
fata de sistemul de referintd mobil SRM;

— miscarea de transport (MT) — siste-
mul de referintda mobil SRM fata de cel fix
SRF.

MT O SRM

\ 4

Vi

Miscarea absoluta este compusa din cea
relativd si cea de transport”. In general sunt
cunoscufi parametrii cinematici cu care se
cfectueaza acestea si se determind cei ai
miscarii asolute.

Deoarece parametrii cinematici se
raporteazd §i in acest caz n sistemul de
referintd mobil, derivarea in raport cu timpul
capata o forma specifica. Astfel, in cazul
general, un vector oarecare (fig.11.2), avand
expresia analitica:

[ .
V=Vi+V,j+V.k (11.1) Fig.11.2
se deriveaza conform relatiet:
= dV - .- - . B -
Vz;szz+Vy]+Vzk+sz+Vy]+VZk (11.2)

Derivatele in raport cu timpul ale versorilor sistemului de referinta mobil sunt
date de relatiile lui Poisson:

i=oxi j=oxj k=oxk (11.3)
demonstrate in cap.10.1, in care @ este viteza unghiulard cu care sistemul de
referintd mobil se roteste fatd de cel fix. Termenul dV /dt reprezintd derivata
absolutd in raport cu timpul a vectorului 7 . Prin expresia:

*) In multe lucriri capitolul dedicat miscarilor compuse este intitulat Miscarea Relativa.
Pentru studiul cinematic se considera mai adecvata denumirea adoptata.
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aa_fzvxmij;/; (11.4)
se va intelege derivata locald a vectorului ¥ 1in raport cu timpul, ca si cum

acesta ar fi fix (operatorul 0 nu semnifica in cazul de fata derivata partiald).
Expresia formata din ultimii trei termeni ai relatiei (11.2) se prelucreaza in modul
urmator:
Vi@xi)+V (@x j)+V(@xk)=ox(Vi+V, j+V.k)=axV  (11.5)
Relatia (11.2) 1a forma finala:
A N (11.6)
dt ot

Dacd vectorul V' este constant in sistemul de referintd mobil, atunci derivata
locala este nula si deci

V=axV (11.7)
Derivata absoluta este egald cu cea locala atunci cand @ =0 (SRM in translatie
fata de SRF) sau in cazul particular I7H @ .

11.2 Miscari compuse ale punctului material
11.2.1 Studiul vectorial si matriceal al parametrilor cinematici
Intre vectorii de pozitie ai unui punct material

in cele doua sisteme de referintd (fig.11.3) exista
relatia:

=TT (11.8)
Se deriveaza aceasta relatie in raport cu timpul:
= = = = ’7 J— _
r,=r0+r:r0+a—+a)><r (11.9)
t
Se definesc urmatoarele viteze:
— Vv, =¥ — viteza absolutd a punctului P in
& Fig.11.3 raport cu SRF;
_ or . o a
-V, = i viteza relativa a punctului P in raport cu SRM,

—V, =T, +@XT =V, +@ xF — viteza de transport.
In relatia de definitie a vitezei de transport se recunoaste relatia lui Euler pentru
viteze din migcarea generala a solidului rigid (cap.10.2). Se poate considera ca
viteza de transport este viteza fatd de SRF' a unui punct solidar cu sistemul de
referintd mobil in care se gaseste la momentul respectiv punctul P si care
efectueaza instantaneu transportul acestuia; in momentul urmator un alt punct va
avea acest rol. Cu aceste precizari relatia (11.9) ia forma:
vV, =V, 4+, (11.10)
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Pentru studiul acceleratiilor se driveaza in raport cu timpul relatia (11.9):

= 07 _ OF - _ O _
r]—r0+¥+a) E+a)xr+wx(5+a)xr) (11.11)

Ca si in cazul vitezelor se definesc urmatoarele acceleratii:
—-a, = 7, — acceleratia absolutd a punctului P fati de SRF;

_0F . . b s
-a,= 57 acceleratia relativa a punctului P fata de SRM;
¢
—a, =r, +$x?+5x(5xf):50 +Exr+ax(wxr)— acceleratia de tran-
sport; se recunoaste si in acest caz relatia lui Euler pentru acceleratii din miscarea
generala a solidului rigid s1 sunt valabile observatiille mentionate la viteza de
transport;

J— —_— 877 —_— —_ . - 1% A
- a.,,=2(wx—)=2(wxv,) — acceleratie complementard cunoscutd n
ot

Mecanica sub denumirea de acceleratia lui Coriolis; ea exprima variatia vitezei

relative v,., ca directie, datorata rotirii cu @ a sistemului de referintd mobil.
Regrupand termenii definiti mai sus, relatia (11.11) devine:
a,=a,+a,+a,, (11.12)

Viteza unghiulard @ se refera la miscarea de transport si, in consecinta, pentru
acceleratia Coriolis se introduce relatia

Apor = 2(00, XV,.) (11.13)
deoarece atat pentru miscarea absoluta cat si pentru miscarea relativ poate exista,
dupa caz, cate o vitezd unghiulara. Caracteristicile acceleratiei Coriolis se
determind dupd regulile obisnuite ale unui produs vectorial. Modulul se

calculeaza cu relatia
@, |=2|@, || v, | sin@,,v,) (11.14)

cor
Directia acesteia este perpendiculard pe directiile celor doi vectori iar sensul se
stabileste cu regula surubului drept. Din definitia de mai sus a acceleratiei

Coriolis rezultd cd aceasta este nula atunci cand @, =0, respectiv cand miscarea
de transport este o translatie sau dacd @, H v, .

Un caz particular, frecvent in aplicatii, este cel in _
care cele trei miscari — absoluta, relativa si de transport,
sunt efectuate in acelasi plan. Viteza relativa este g
continutd in planul miscarii iar viteza unghiulara este
perpendiculard pe acesta (fig.11.4). Relatia (11.14) ia v,
forma:

la., =F2lo v, E2m, v, (11.15) Fig.11.4
Acceleratia Coriolis se va gasi in planul miscarii iar directia si sensul ei se
determina rotind vectorul v, cu 90° in sensul lui @, .

Daca relatia (11.10) se rescrie sub forma:

V,=Vy+V, +t@oxr (11.16)
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si toti vectorii au dezvoltari in sistemul de referintd mobil, pentru calculul

proiectiilor se poate poate scrie, in baza celor aratate in cap.10.2, relatia
matriceala:

Vo V. Vo 0 -0, o, X
Vay | =] Vi [ ] Vo, |F]| @. 0 -o ||y (11.17)
vaz vrz vO —C()y COX 0 z

concentratd in forma simbolica”:
Va=Ve+Vo+®:Fr=V,+Vo+ Vpo (1118)

In mod asemandtor, pentru acceleratii se porneste de la relatia (11.12) pusa
sub forma:

a,=ad.+a,+exr+ox(@xr)+2(wxv,) (11.19)
Relatia matriceald care permite calculul proiectiilor este:
aax arx an 0 - 82 gy X
A, |=|a, [t]ao, |+| €. 0 —& |'|y|+
a a a =& g 0 z
o) v x
az rz zZ (1 1 .20)
0 - a)z a)y VPOx + 2er
+| o, 0 —o,||Vpo,+t2Vv,
a a))’ C()x 0 VPOZ + 2vrz
1ar cea simbolica are forma concentrata:
B =a,+taote-r+w-(veot+2vy (11.21)

In aceste relatii @ si g reprezintd matricile antisimetrice asociate vectorilor @ si
& ai migcarii de transport. Vectorul coloana vpo = @ - r reprezintd viteza locald a
punctului P fatd de O si este definit matriceal prin relatia (10.32).

Problema 11.1 Bara OA (fig.11.5) se roteste in jurul articulatiei fixe O;
simultan o culisa se deplaseaza in lungul barei. Cunoscand legile lor de miscare,
s se determine viteza si acceleratia centrului P intr-o pozitie oarecare.

=l =1 2 —
Date: O=35¢,t”, s=%ayt” (a,,&, =const.)

Yi/

Cerute: v, ,a,
Rezolvare: Translatia culisei in lungul barei
este miscarea relativd si se efectueaza cu
parametrii cinematici

v=S=a,t a=§=a, (11.22)
Rotatia barei in jurul articulatiei fixe este

migcarea de transport; parametrii cinematici
Fig.11.5 unghiulari sunt:

") Se reaminteste ca forma simbolica este utild in realizarea programelor de calculator
care opereaza cu matrici.
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(11.23)

w=0=¢,t e=0=g¢g,

Ambele miscari se efectueaza in plan. Sistemele de referintd se aleg in modul
indicat in fig.11.5 (v, =0, a, =0).

Cu notatiile din dezvoltarea teoretica se precizeaza:
F=si @ =wk & =ck (11.24)

Yif

Fig.11.6
Vitezele se calculeaza cu relatiile:
. ik
= si=vi (1125 V=@o,xF=|0 0 o|=(ws)] (11.26)
ot
s 0 0
Viteza absoluta se calculeaza cu relatia:
vV, =V, +Vv, =vi+(ws)j (11.27)
Insumarea vitezelor este reprezentata in fig.11.6.
Acceleratiile se determina cu relatiile:
o°r .. -
=—=5i=ai 11.28
=52 ( )
A I
a =& xr+w x(oxr)=(0 0 ¢c|+|0 0 w|=
t t t ( t ) (1129)
s 0 0| |0 ws 0
=(gs)j+(~w’s)i =al +a’
ik
a, =2wxv)=200 0 w|l=Q2wv)j (11.30)
v 0 0
Acceleratiile sunt reprezentate in fig.11.7. Acceleratia absolutd are in final
expresia:
a =a. +a+a, =vV-w’s)i+(es+20v)] (11.31)



Problema 11.2 Pe un semicerc care se roteste in jurul
_articulatiei fixe O; aluneca simultan o culisd (fig.11.8). Sa se

calculeze viteza absoluta si acceleratia absoluta pentru centrul
P al culisei intr-o pozitie oarecare.

Date: R, w,, ¢,,w,,¢&,,0;

Cerute: v,,a,.

Rezolvare: Miscarea de transport este rotatia semicercului in
jurul articulatiel fixe O, iar migcarea relativa este rotatia culi-
sei 1n jurul centrului geometric O, al semicercului, impusa de

forma acestuia. Parametrii cinematici unghiulari ai acestor
miscari sunt:

= a = Q)
{a” © {f : (11.32)

E, =&, g =&

iar sensurile lor sunt indicate in fig.11.8.
Viteza relativa se calculeaza cu relatia:

s este tangentad la semicerc in sensul vitezei unghiulare @, (fig.11.9). Raza O,P
a miscarii de transport se determina observand ca triunghiul O,0,P este 1soscel

iar unghiul @ este exterior acestuia.

LO,P LO,P

Fig.11.9 Fig.11.10

Viteza de transport se calculeaza cu relatia:
v, =®,-O,P=2Rw, cos? (11.34)
st este perpendiculard pe O,P 1in sensul vitezei unghiulare o, .
Valoarea vitezei absolute se obtine facand insumarea acestor doua viteze
dupa regula paralelogramului:

v, = V7 +v7 +2v,v, cos(r — ) (11.35)




207

La acelasi rezultat se ajunge proiectand aceste viteze pe directiile (n) si () —
respectiv normala si tangenta in P la semicerc:

v, = (v, =, c0s2)’ + (v, sin %)’ (11.36)
Acceleratia relativa a culisei are forma vectoriala:
a.=a +a, (11.37)
in care cele doud componente au valorile:
a’ =Rw’ =Ro;  (11.38) al =Re, =Re,  (11.39)

Directiile si sensurile lor sunt indicate in fig.11.10, a).
Acceleratia de transport are forma vectoriala:
a =a, +a, (11.40)
iar componentele acesteia sunt:
a =@ -O,P=2Rw/cos? (11.41) a] =¢,-O,P=2Re,;cos? (11.42)
Directiile si sensurile acestora sunt deasemenea reprezentate in fig.11.10, a).
Acceleratia Coriolis se calculeaza cu relatia:
a.,, =2wv, = 2Ro,w, (11.43)
Ambele miscari fiind coplanare, directia si sensul acestei acceleratii se obtin
rotind v, cu 90° in sensul vitezei unghiulare @, .
Acceleratia absoluta se obtine vectorial prin insumarea celor trei acceleratii

dupa regula poligonului (fig.11.10, b). Valoarea acesteia este mai usor de obtinut
insumand proiectiile acceleratiilor pe directiile (n) si (z) menfionate mai Tnainte:

a, = (@, ~a} +aisin§—af cos)’ +(a] —a sin§—a] cos§)’  (11.44)

Problema 11.3 Semicercul din
fig.11.11 se roteste in jurul diametrului
sau orizontal; simultan o culisa aluneca
pe semicerc. Sa se determine viteza si
acceleratia  culisei intr-o  pozitie
oarecare.

Date: R, w,,¢,,®,,¢,,0;

Fig.11.11

Cerute: v,,a,.

Rezolvare: Miscarea de transport este rotatia semicercului in jurul diametrului
orizontal 4B; miscarea relativa este deplasarea culisei pe conturul semicircular.
Parametrii cinematici unghiulari ai acestor miscari sunt:

G =D G = (11.45)
£ =&, g =g '

Viteza relativa se calculeaza cu relatia:
v, =, -CP=Rw, (11.46)
st are directia (7) a tangentei la semicerc; sensul este dat de o, (fig.11.12, a).



Viteza de transport este:

v, =®,-PP=Ro,;sinf (11.47)
si are directia (n;) perpendicularad pe
planul semicercului; sensul este dat
de o, (fig.11.12, b). Pentru calculul

vitezei absolute se utilizeaza relatia:

v, =v2+17 (11.48)

Vectorul vitezei absolute se afld in
planul format de cele doud directii,

(t) si (ny).

Acceleratia relativa are forma
vectoriala:

a.=a +a, (11.49)

si componentele:

a’ =Rw. = Rw; (11.50)

a; = Re, = Rg, (11.51)
pe directiile (n) si respectiv (2) (fig.

a) ‘ b) 11.13, a). Acceleratia de transport
Fig.11.13 are expresia:
a =a’ +a’ (11.52)
Componenta normala se calculeaza cu relatia:
a’ =] -P,P=Rw; sind (11.53)

st are directia raze1 PP ; sensul este de la P catre P, (fig.11.13, a). Componenta
tangentiala:

a; =¢,-PP=Reg,;sin0 (11.54)
are directia (n;) perpendiculard pe planul semicercului iar sensul este dat de &,

(fig.11.13, b).
— Acceleratia Coriolis, definitd prin relatia generala:

v, g > ST
D 0 a., =2(w, xv,) (11.55)
ooy P se evalueaza in cazul de fatda dupa regulile specifice
produsului vectorial:
C a.,. = 2w, sm(5 —0)=2Rw,w,cos (11.56)

, !
Fig.11.14 Ea este perpendiculard pe planul format de vectorii v, si

@, (fig.11.14) iar sensul se obfine cu regula surubului drept aplicatd rotatiei
vectorului @, citre v,. In fig.11.13, b) aceasta are directia normalei (n;) la

planul semicercului.
Acceleratia absoluta are o dispunere tridimensionald in raport cu
elementele grafice utilizate. Marimea ei poate fi evaluatd insumand proiectiile



209

componentelor analizate mai sus pe cele trei directii (n), (¢) s (n;) perpendiculare
intre ele. Rezulta:

a,=-/(a’ +a’ cosh)’ +(a’ +a’ sind)’ +(a,, —a’) (11.57)

cor t

11.2.2 Metoda analitica

Metoda analitica, prezentatd pe larg in cap.10.4.5 pentru studiul miscarii
plan-paralele, poate fi extinsa si pentru situatia in care exista puncte materiale de
interes care au miscare relativa fatd de un corp aflat in miscare plana. Este cazul,
de exemplu, al culiselor care aluneca pe elemente rectilinii din configuratia
mecanismelor plane.

Legatura intre pozifia absoluta a culisei B (in sistemul global YOX) si cea
relativa (in sistemul local y4x) este data de relatiile:

{XB} [XA} {cosa —sina} {AB} {XB =X, + ABcosa

= +| . : —> _ (11.58)
Y, Y, sina cosa 0 Y, =Y, +ABsma«a

Viteza absoluta a centrului B al culisei:

V,EVp =V, +V (11.59)
are componenta relativa in lungul barei,
pozitiva in sensul axei 4x a sistemului
de referinta local (fig.11.15). Compo-
nenta de transport este viteza punctului
de pe bara in care se afla centrul culisei

si este determinata de relatia lui Euler:
V, =V, +V,, (11.60)

011
Ve =0AB (11.61) Fig.11.15

este perpendiculara pe AB in sensul vitezei unghiulare @. Corespunzator relatiei
(11.59) se deduce:

Vey | |vyy | |sina  cosa || vy, Vay =V,y V. sina+v,, cosa
(11.62)

In cazul particular in care articulatia 4 este fixa, bara 4B executd o miscare de
rotatie in plan, v, =0 s1 v, =Vv,,. Relatiile de mai sus iau forma:

|:VBX:|:|:C?SOC —sma]{vr} N {VBX—Vr cosa—v, sina (11.63)
Vey sina cosa ||V, Vgy =V, sina+v, cosa

Daca bara AB executd numai o miscare de translatie, atunci @ =0 s1 deci
v,,=0.Inacest caz:

v v cosa¢ —smal|v Vey =V, +V.COSX
BX — AX + ' . r _) BX AX r . (11_64)
Vgy V,y sina  cosa 0 Vgy =V, y +V.SIMa

in care;:
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Acceleratia absoluta a punctului

B este:
a,=az=a,+a,+a,, (11.65)

Componenta relativa are directia barei
si este pozitiva in sensul axei locale Ax
(fig.11.16). Componenta de transport se
defineste prin relatia lui Euler pentru
acceleratii Tn migcarea plan-paralela:

— — — — —v —7
a,=a,+az,=a,+ay,+az,(11.66)

Fig.11.16 .
in care:
ay,=—w'AB  al,=&AB (11.67)
Acceleratia Coriolis este definita prin relatiile:
a., =20 %XV, — A,y =20V, (11.68)

Directia si sensul acestei acceleratii se stabilesc in modul aratat in cap.11.2,
rotind viteza relativd v, cu 90° in sensul vitezei unghiulare @ . Daca ambele

marimi sunt pozitive, acceleratia Coriolis va fi dirijatd in sensul pozitiv al axei

locale Ay (fig.11.16). Cu aceste precizari, ecuatia matriceald corespunzatoare
relatiei (11.65) va fi:

a a cosa —-sina || ab, +a
= B (11.69)
Agy a,y sma cosa | |agp,+a,,

Din aceasta se deduc ecuatiile scalare:

{aBX =a,y+(ay,+a )cosa—(az,+a,, )sina

gy =a,y+(ag,+a,)sina+(ag, +a

(11.70)
)cosa

cor
valabile in cazul unei miscéri de transport plan-paraleld. Daca articulatia 4 este
fixd §1 bara are o miscare de rotafie pland In jurul acesteia, a,=0 si

a,=ay,=a, +a, . Relatiile de mai sus devin:

: 14

{aBX}_{cosa —sma] a’ +a,
b T

agy | |sna cosa | |af +a,,,

11.71)
agzy=(a/ +a,)cosa—(a/ +a

)sina

cor

agzy =(a/ +a )sina+(a/ +a,, )cosa

cor

In cazul in care bara are o miscare de translatie, ® =€ =0 s1 a,,. =0 . Se obtin

a a cosa —sina| |a
By || ax Y A N
Agy a,y sima  cosa 0
N {aBX:aAX+arcosa

gy =a,y +a,sna

relatiile:

(11.72)



Problema 11.4 Sa se realizeze un
algoritm de calcul programabil pentru
mecanismul din fig.11.17 (cunoscut sub
denumirea de mecanism de seping).

Date: OA, AB, OC, OH, ¢p=¢(t), 0;, &;
Cerute: Xp, vp, ap;

Rezolvare: Relatia OB=0A+AB ia
forma matriceala:

Xg| |cosa —sina| |OB|
Y, | |sina cosa 0|

_ (11.73)
0 cosep —sme | |AB
= —+ .
OA sing  cose 0
Se obtin ecuatiile scalare:
OBcosa = ABcos ” .
_ ¢ _ (11.74) Fig.11.17
OBsma =0A+ ABsim g
Din acestea se calculeaza:
OB =JOA> + AB> + 204 ABsing (11.75)
st unghiul & prin functiile:
AB : 1
cosq = 220 (11.76) smo = OA+ABsmng (11.77)
OB OB
Coordonatele punctului C in sistemul global se obtin cu relatiile:
Xe cosa¢ —sma||OC X =0Ccoscx
=| . : (11.78) . (11.79)
Y. sina  cosa 0 Y. =0Csina
Coordonatele punctului de interes D vor fi:
Xp=X+ED Y, =0OH (11.80)

AVs
sz E s D X5
T I

A Vf.

] C
v, ¢)

Fig.11.18
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Pentru miscarea compusa a culisei B se cunoaste viteza absoluta:

vy =w, AB (11.81)
reprezentata in fig.11.18, a). Relatia vectoriala:
Vg =V, =V, +V, (11.82)

1a forma matriceala:

cosp —sing || 0 cosa —sina | |v,
. : =| . : (11.83)
sing cosep | | vy sinad  cosa | |V,
din care se deduc ecuatiile scalare:
—VySIN@ =V cosa—V,sina
g ST =V, & f (11.84)
Vp COS@Q =V, sinax + Vv, cosx
Rezolvand sistemul se determina cele douda componente necunoscute:
v, =vgsin(a—¢) (11.85) v, =vgcos(a—e) (11.86)
Cele doua viteze sunt reprezentate in fig.11.18, 5). Se calculeaza in continuare
viteza unghiulara:

V[
w; = 0B (11.87)
Viteza absoluta a centrului culisei din punctul C este:
ve =w;0C (11.88)
Pentru miscarea compusa din punctul C, pornind de la relatia vectoriala:
Ve=EV, =V, +V, (11.89)

se scrie ecuatia matriceala:

cosa¢ —sina || 0 v,
{ : }{ }={ } (11.90)
sina  cosa | | v v,

Se observa cad vitezele v, si v, sunt paralele cu axele sistemului de referinta

global YOX. Se deduce in continuare:
V, =—V,sina (11.91) V, =V, Ccosx (11.92)
Corpul 5 are o miscare de translatie paraleld cu axa OX a sistemului global; toate
punctele lui au aceeasi viteza si in consecinta:
vy =V, (11.91)
Pentru miscarea compusa a culisei din punctul B exista relatia vectoriala
intre acceleratii:

az=a,=a,+a,+a,, (11.92)
care se poate detalia sub forma
az,+az=a,+a’ +a +a,, (11.93)

Se pot calcula direct componentele:
ay, =—w; AB (11.94) ap=¢,AB (11.95)
a/ =-w; OB (11.96) a,, =2w;v, (11.97)
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Din ecuatia matriceala corespunzatoare relatiei (11.93):

cosp —sing||ay| |cosa —sina|| g +a, (11.98)
sing  cose | |ag |sina  cosa a/ +a,,, '
se deduce sistemul de ecuatii scalare:
sina
cor) (11.99)

azcosp—apsing=(a; +a,)cosa—(a; +a
)cosa

azsinp+agcosp=(a; +a,)sina+(a; +a

cor

in care sunt necunoscute acceleratiile a, si a/. Pentru rezolvare se grupeaza
termenii cunoscuti:

Aa, =azcosp—azsingp—a, cosa+a,, sina (11.100)
Aay =agzsingp+agcosp—a, sina—a,, cosa '
iar sistemul de rezolvat ia forma simplificata:
Aa, =a,cosa—a, sina (11.101)
Aay, =a,sina +a/ cosa .

Dupa rezolvare se obtine:

a.=Aa,cosa+Aa,sina (11.102)  a; =—Aaysina+Aa, cosa (11.103)
Se calculeaza in continuare:
4

&5 = (11.104) al. =—?0C (11.105)  a%=£0C (11.106)

Componentele sunt reprezentate grafic in fig.11.19 a) s1 b).

Fig.11.19

Pentru miscarea compusa din punctul C relatia intre acceleratii este:
a-=a,=a, +a, (11.107)
Deoarece miscarea de transport este o translatie, acceleratia Coriolis este nula.
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Din relatia matriceala:

{cosa —sina} {aé} {a,}

_ . = (11.108)
sma  cosa | |ag a,

se determina direct acceleratiile:

a, =ajcosa—agsina (11.109) a,=a/sina+agicosa (11.110)
Aceste acceleratil sunt reprezentate in fig.11.19, ¢). Corpul 5 are o migcare de
translatie si toate punctele sale au aceeasi acceleratie. In consecinta:

ap=a, (11.111)
Relatiile de calcul finale se grupeaza in algoritmul prezentat in tab.11.1.

Tabelul 11.1

Nr. Relatia de calcul Nr. Relatia de calcul

U | 0B=+042 + 4B? +204- aBsing | 18 | ay =+l(a})’ +(a})’

2 | cosa=ABcosp/OB 19 at" = —a)32 OB

3 | sina=(0A4+ ABsingp)/OB 20 | a, =2w;v,

4 | Xo=0Ccosx . Aay =agcosp—agsing —
5| Yo=0Csinx —a; cosa+a,, sina

6 | Xp=Xc+ED - Aay =apsing+agcosg—
7 | Yp=0OH —a; sina—a,, cosa

8 | vpg=w; AB 23 | a, =Aaycosa+Aaysna
9 | v, =vgsin(a—) 24 | a4/ =—Aay sina+ Aay cosa
10 | v, =vgcos(a—@) 25| & :at’/OB

11| w;=v,/OB 26 | a}=-w3;0C

12 | ve =w;0C 27| ai=&;0C

13| v, =—vesina 28| ac =\(at)’ +(al)’

14| v, =vccosa 29 | a,.=afcosa—agsina

15| vp=v, 30 | aq,=ajsina+aicosa

16 | a4 =—w;AB 31| ap=q

17| ap=¢£,AB
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11.3 Miscari compuse ale solidului rigid
11.3.1 Definirea miscarilor

In studiul miscarii compuse a corpului solid rigid se adoptd un mod de
notare specific pentru sistemele de referinta (fig.11.20). Astfel, triedrul 7 este

sistemul de referinta fix 1iar triedrele 7, , 7,, ... sunt sisteme de referintd mobile
succesive. Corpul este solidar in acest caz cu triedrul 7, .

Parametrii cinematici
care descriu miscarea unui
triedru (viteza si acceleratia
originii, viteza si acceleratia
unghiulard) se noteaza cu doi
indici; primul indicd numarul
triedrului respectiv iar cel de
al doilea numarul triedrului
fata de care are loc miscarea.

Miscarile se definesc
dupa cum urmeaza:

— miscarea absoluta:
T, fatade 7,;
— miscarea relativa:
T fata de 17; X,
— miscarea de transport: Fig.11.20
T 7 fata de T, 0-

11.3.2 Parametrii cinematici in cazul general

Viteza absoluta a unui punct oarecare P din configuratia unui corp avand
ca sistem de referintd propriu triedrul 7, se referd la deplasarea acestuia in

raport cu sistemul de referinta fix, in cazul de fata triedrul 7}, ; in relatia:

Vg =Vpyp =V, +V, (11.112)
componentele se determind utilizand relatia lui Euler pentru viteze adaptata cu
notatiile din fig.11.15. Viteza relativa este viteza punctului P din triedrul 7, fata

de triedrul 7;:

V. =Vp, =V, +@,,x0,P (11.113)
Viteza de transport este viteza punctului P din triedrul 7; fatad de triedrul fix 7j,:
V, = Vp1g =g+ <O, P (11.114)

Rezulta pentru viteza absoluta expresia:
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V,=V,,+V,,+@,,x0,P+®,,x0,P (11.115)
in care termenii de aceeasi forma au fost dispusi in succesiunea crescatoare a
triedrelor mobile.
Pentru acceleratii se procedeazi in mod aseminitor. In relatia general:
a,=dp,,=a,+a,+a,, (11.116)
componentele sunt definite in mod analog vitezelor, utilizdnd insa relatia lui
Euler pentru acceleratii. Astfel, acceleratia relativa este data de relatia:

a,=apy, =5,+&,x0,P+@,, x (@, xO0,P) (11.117)
lar cea de transport de relatia:
&, =py=0;9+5,)xO0,P+@,, (@)% O,P) (11.118)
Acceleratia Coriolis va fi:
Aor = 20, XV,) = 207y X Vp5;) (11.119)

Insumarea acestor acceleratii conduce la relatia:
a,=a,,+a,; +&,x0,P+&,,x0O,P+
- - (11.120)
+ @0,y X (0, X O, P) + @, X (0,; X O, P) + 2(@0; X Vp ;)
in care termenii de aceeasi forma au fost dispusi, ca si cei ai vitezelor, in
succesiunea crescatoare a triedrelor mobile.

To Y T, @Zn
Fig.11.21

Relatiile deduse mai sus pentru cazul a doua triedre mobile, pot fi
generalizate pentru existenta a n astfel de triedre succesive (fig.11.21) aflate in
miscare relativa unul fata de celalalt.

Generalizarea relatiei (11.115) pentru viteza absolutd poate fi facuta cu
usurinta observand succesiunea de indici a termenilor:

v, =37, ,+3(@, x0P) (11.121)
i=1 i=1

Aceeasi observatie este valabila si la insumarea termenilor acceleratiei
absolute proveniti din acceleratiile relative si de transport din relatia (11.120).
Pentru deducerea unui termen general corespunzator sumei acceleratiilor
Coriolis, este necesard reamintirea faptului ca o astfel de acceleratie reprezinta
variatia vitezei relative datoratd vitezei unghiulare de transport. Pentru fiecare
triedru mobil viteza unghiulara de transport se va raporta la sistemul de referinta
fix Ty (@9, @ @s95es Dyp)-

Cu aceasta observatie se vor putea scrie relatiile care definesc acceleratiile
Coriolis succesive:
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—(21] — _
ac(or) =2(W;y X Vpy;)

—(32 — _
ac(or) = 2(,) X Vp3,)

(11.122)
ac(:;n_]) = 2(5}1—],() X ‘_}Pn,n—])

termenul general find usor de dedus. Pentru acceleratia absolutd rezulta in final

relatia:

n n —_— n —_— n
a,=2a;,; ;+ Z(gi,i—l X OiP)+ Z[a)i,i—l x(@;; ;% OiP)]+ 2@ 9% Vpii 1)
i=1 i=1 i=1 i—2

(11.123)

11.3.3 Parametri unghiulari ai miscarii absolute

Se utilizeaza relatia (11.121) pentru doua puncte 4
si B ale corpului (fig.11.22):

V= i‘_)i,i—l * i(CT)i,i—I X ﬂ) (11.124)
i:] 1:1 O
Vg :Z‘_}i,i—]+2(a_)i,i—] X@) (11.125)
L =t Er _ Fig.11.22
Prin scaderea primei relatii din cea de a doua se obfine:
V=V, = i [a_)i,i—] X (073 - @)]: i(a_)i,i—] X E):
p = (11.126)
~($a,. |xTB-a,< 75
i=1
sau, sub alta forma:
Vp =V, +@, x AB (11.127)

Aceastd expresie, analoga relatiei lui Euler pentru viteze in miscarea generald a
solidului rigid, leaga intre ele vitezele absolute ale celor doud puncte. S-a notat
prin:

n
aa = 5n,O = Za_)i,i—l (1 1128)
i=1

viteza unghiulard absoluta a corpului corespunzatoare rotatiei acestuia in raport
cu sistemul de referintd fix (triedrul 7, fatd de 7,) . Se deduce cad viteza

unghiulara absoluta este insumarea vitezelor unghiulare relative ale sistemelor de
referintd mobile intermediare.

Deducerea in acelasi mod a acceleratiei unghiulare absolute, pornind de la
relatia (11.120), este foarte laborioasda. Un procedeu mai simplu constd in
derivarea in raport cu timpul a relatia (11.128) care defineste viteza unghiulara
absoluta. Trebuie {inut cont insd si de faptul ca fiecare vitezd unghiularda se
defineste analitic prin proiectiile ei pe axele triedrului propriu si in consecinta la
derivare se va utiliza relatia (11.6).
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= T W)X W,y =&y + W) XW,,

dt ot
do ow,, _  _  _  _  _
dt32 = a;Z T W39 X W3, =E3, T W39 X Ws3, (11.129)

da)n,n—] _ aa)n -

] — — — — —
+ a)nO x a)n,n—] - gn,n—] + a)n,O X a)n,n—l

dt ot
Se obtine in final relatia pentru acceleratia unghiulara absoluta:
_ do n dCT)z i no_ nos .
Ea = a)a =>— ]:Zgii—l"‘Z(a)ioxa’ii—]) (11.130)
dt iz dt =1 =l ’

11.4 Miscari compuse particulare
11.4.1 Compuneri de translatii

Daca toate miscarile relative sunt niste translatii, atat vitezele cat si
acceleratiile unghiulare relative sunt nule; relatiile (11.121) s1 (11.123) iau
formele simplificate:

5, =37, (11131) a,=3a, (11.132)
i=1 i=1

Aceste relatii indica faptul cd viteza si acceleratia absolutd se obtin insumand
vectorial vitezele si acceleratiile relative.

Problema 11.4 Un pod
rulant, reprezentat schematic
v, In fig.11.23, este format din
grinda / care se deplaseaza pe
niste sine orizontale fixe 0 cu
viteza v;, si acceleratia a; .

In lungul grinzii aluneca
transversal un carucior 2 cu
viteza v,, sl acceleratia a,,

: fatd de grindd. Pe carucior
Fig.11.23 -
este montat un sistem de
ridicare pe verticala a unui cablu la extremitatea caruia se afla carligul 3; viteza
de ridicare a acestuia in raport cu caruciorul este v;, iar acceleratia este a;,. Sa
se determine viteza absoluta a carligului.

Rezolvare: Cele trei viteze sunt reciproc perpendiculare si se insumeaza
dupa regula paralelipipedului.
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=V, 47,475,  (11.133) v, =i +vi,+v:,  (11.134)
In mod asemandtor se pot insuma si acceleratiile:
G =, +a, +a, (11.135) a,=+al,+al,+a, (11.136)

11.4.2 Compuneri de rotatii paralele

Dacad toate miscarile relative si absolute sunt rotatii in jurul unor axe
paralele intre ele, atunci vectorii vitezelor unghiulare respective, care au directia
acestor axe, alcatuiesc un sistem de vectori paraleli. Relatia (11.128) care
defineste vectorial viteza unghiulard absoluta poate fi proiectatd pe directia
comuna, luand o forma scalara analoga

n n
B,=0,)=YB,, — 0,=X0,, (11.137)
i=1 i=I
Semnele atribuite acestor viteze unghiulare se stabilesc in functie de sensul lor in
raport cu un sens pozitiv prestabilit.

Din cauza paralelismului vitezelor unghiulare, produsele vectoriale din
relatia (11.130) sunt nule astfel ca si pentru acceleratia unghiulara absolutd se
stabilesc relatii asemanatoare:

W, =0,,=2.0,_ — @, =20, (11.138)
i=1

Este valabila si in acest caz observatia referitoare la semne. Relatiile dintre
acceleratiile unghiulare au aceeasi forma ca si cele dintre vitezele unghiulare.

Problema 11.5 1in fig.11.24 este reprezentata ?fw-f/é
schematic o transmisie diferentiala cu roti dintate ) 0
cilindrice. Pinionul / antrencaza roata satelit 2 care se

rostogoleste simultan peste coroana fixd 0 cu dantura ] 3
interioara; misgcarea rotii 2 determind rotirea bratului port- T

satelit 3. Cunoscand viteza unghiulard a pinionului §i e Legeed]
razele rotilor, se cere sa se determine vitezele unghiulare P g
absolute si relative precum si raportul de transmitere. L

Date:  w;y, R;, R,, R3=R; +R,;

Cerute: @,y, W39, W27, 035,1;3; ;};
Rezolvare: Sensurile de rotatie ale rotilor / si 2 sunt puse Z

in evidenta in fig.11.25, a) iar cel al bratului port-satelit 3 Fig.11.24

in fig.11.25, b). Vectorii vitezelor unghiulare absolute si
relative sunt reprezentati in fig.11.25, ¢). Punctul /,, in care roata 2 angreneaza

cu coroana fixd este centrul e1 instantaneu de rotatie; punctul /,; este un centru
instantaneu de rotatie relativ al rotii 2 in raport cu pinionul /.
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— .
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L
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Fig.11.25
Pornind de la viteza comuna in punctul de angrenare se stabileste viteza
unghiulara absoluta a rotii 2:

R
v, =Rw,,=2R,w,, —  w,y=—tuw, (11.139)
2R,
In mod aseminitor se stabileste viteza unghiulara absoluti a bratului port-satelit:
R R
v, =R,®,, = R;0 > ;) =—2W,) = ——1—w 11.140
2 T G0,) = [0 30 R, 20 2(R,+R,) o ( )

Pentru roata 2 relatia intre vitezele unghiulare se proiecteaza pe directia comuna
(fig.11.25, ¢):

W5y = ;) + 0y, — — W, = W) — Oy, (11.141)
Viteza unghiulard relativa a acesteia fatd de pinionul / este:
R
@y, =W,y +@,, =(1+—)a,, (11.142)
2R,
Pentru bratul port-satelit se procedeaza asemanator:
W39 = Wy + W, + O3, = 0, + ;, — W;) =—0,,+@;, (11.143)
Se deduce viteza unghiulara relativa a bratului 3 fata de roata 2:
R, (R, + 2R,
W3, =W,y + @3 = it )5010 (11.144)

2R,(R,+R,)
Raportul de transmitere intre axul de intrare si cel de iesire al transmisiei va fi:
@y 2R, +R,)

i, = = (11.145)
W39 R,

11.4.3 Compuneri de rotatii concurente

Relatiile pentru parametrii cinematici unghiulari sunt cei stabiliti in
cap.11.3.3, respectiv:

@, =0, 2”1(11146) £,=2,,

M:

2@ xa,) (1147

~.
Il
~
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Problema 11.6 Pe o suprafata conica
fixa 0 se rostogoleste fara alunecare o rola
2 antrenata de bara indoita / (fig.11.26). —
Cunoscand dimensiunile si miscarea de
antrenare, sa se studieze migcarea rolei. E D
Date: R,r, a, w,,,&,,;

@
. . 20
Cerute: @Dr0,E20,WD2715E27 5

Rezolvare: Axa de rotatie a barei [ _

. . . @ &
coincide cu axa conului iar unghiul de ! b
indoire « coincide cu semi-unghiul la varf u

al acestuia. Axa de rotatie a barei si cea a Fig.11.26

rolei fata de bara sunt concurente in punctul de indoire O; vitezele unghiulare
respective au directiile acestor axe. Rola se rostogoleste fara alunecare peste
suprafata conica s1 in consecintd punctul de tangentd /,, este centrul ei
instantaneu de rotatie. Dreapta O—1/,, serveste drept axa instantanee de rotatie
pentru rold si viteza ei unghiulara absoluta va avea directia acestei drepte. Suma
vectoriala corespunzatoare relatiei (11.146), respectiv:

W, =@, + 0, (11.148)
are reprezentarea grafica conform regulei paralelogramului in fig.11.26. Aplicand
teorema sinusului in triunghiul formate de cele trei viteze unghiulare se obtine:

@y _ Dpo _ @y
sina sinf sin[r—(a+f)]
in care unghiul £ se calculeaza din relatia tg /8 =r/R. Se obtin rezultatele:

(11.149)

wzozw—awzo (11.150) wzzzw 70
sin 8 sin 3

In ipoteza ca &) are acelasi sens cu @, relatia (11.147) ia forma:

(11.151)

E)y =&t &y Ty X0; )+ @,y X, (11.152)

&1p

~-
o) on

g 0 g
avand reprezentarea grafica din fig.11.27. Procedand in _
acelasi mod ca mai sus se gaseste:

oo sina sin(a + f)

&, (11.153) &,, = &, (11.154)

Pentru componenta £”se utilizeaza regulile de evaluare &,;
a unui produs vectorial:

‘ 5”‘ = ‘ @ % a_)ZI‘ = ‘ 520” a_)zj‘Sin(azoaa_)zj) =m,,w,, smf3 (11.155)

Fig.11.27

Ea este perpendiculard pe planul vectorilor @,, si ®,, iar sensul se
stabileste aplicAnd regula surubului drept la rotatia lui @,, citre @,,. In final se
calculeaza acceleratia unghiulara absoluta a rolei:

‘920:\/(5')2"‘(5")2 (11.156)
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12. CINEMATICA SISTEMELOR DE CORPURI
12.1 Generalitati

Dupa cum s-a aratat anterior, un sistem de corpuri reprezintd un ansamblu
de solide rigide aflate in interactiune mecanica, unitar din punct de vedere
constructiv si functional. Din punct de vedere cinematic elementele mobile ale
unui sistem pot transmite sau transforma o miscare primitd din partea unui
dispozitiv de antrenare sau din partea altui sistem.

Transmisiile mecanice au rolul de a prelua o miscare de rotatie de la un ax
de intrare si de a o transmite catre un ax de iesire modificAndu-1 parametrii
unghiulari; elementele mobile sunt in general axe, arbori’ si roti de diferite
tipuri.. Caracteristica functionalda a unui astfel de sistem este raportul de
transmitere, respectiv raportul intre turatia axului de intrare si cea a axului de
iesire:

j=—1 = (12.1)
Mfin Ofin
Se reaminteste ca legatura intre turatie si viteza unghiulard este definitd prin
relatia

_ 2z [rad /rot]-n[rot/min] _7n [rad / sec] (12.2)
60 [sec / min] 30

O transmisie mecanica (reductor, cutie de viteze, etc.) poate fi realizata
constructiv si functional prin una sau mai multe transmisii simple alcatuind trepte
succesive si fluxuri paralele de demultiplicare. Raportul de transmitere global se
stabileste diferentiat in functie de rapoartele treptelor respective.

Mecanismele sunt sisteme de corpuri complexe ingloband elemente cu
forme constructive diverse si acoperind toatd gama transformarilor de miscari in
plan sau in spatiu.

Mecanismul primeste miscarea prin intermediul unuia sau mai multor
elemente conducatoare, numarul lor reprezentand numarul gradelor de libertate
ale mecanismului.

In analiza cinematici a unui mecanism oarecare, pornind de la o lege de
migcare impusa unui element conducator, se determind pozitiile elementelor si
parametrii lor unghiulari; se calculeaza pozitiile, vitezele si acceleratiile
diferitelor puncte de interes din configuratia mecanismului, incluzand printre
acestea s1 punctele de legatura dintre elemente.

Daca in timpul functiondrii o succesiune de pozitii ale mecanismului se
repeta periodic, de exemplu atunci cand elementul conducator are o miscare de
rotatic sau de translatic alternativad, miscarea se incadreaza intr-un ciclu
cinematic.

") Vom 1intelege prin arbore un ax care transmite un cuplu; axu/ simplu are un rol pasiv de
sustinere a rotilor in lagare.
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Pentru analiza un mecanism real se modeleaza printr-o schema cinematica
in care elementele reale sunt reduse la forme geometrice simple (bare, placi, roti,
etc.), echivalente din punct de vedere functional. Partea fixa a mecanismului se
numeste baza.

O succesiune de elemente mobile dintr-un mecanism alcatuieste un lant
cinematic. Acesta poate fi inchis daca primul si ultimul element din lant sunt
legate la baza (de exemplu mecanismul bield-maniveld, mecanismul patrulater,
mecanismul cu culisd oscilanta, etc.), sau poate fi deschis daca numai primul
element este legat la baza (cazul, de exemplu, al unor roboti industriali). De
reguld elementele conducatoare sunt legate la baza. La lanturile cinematice
deschise, cu mai multe grade de libertate, elementele motoare pot lega intre ele
elementele mobile.

12.2 Transmisii mecanice simple

a) Transmisii prin fire. Miscarea se transmite de la o roata la alta prin
elemente care poseda caracteristicile generale ale firelor (flexibile, inextensibile).
In general axele rotilor sunt paralele. Se considera ca firul nu aluneca pe roata, fie
datoritd frecdrii (transmisiile prin cabluri sau curele), fie datoritd profilarii
conjugate a zonelor de contact (transmisiile prin lant). In aceste conditii vitezele
periferice ale celor doua roti sunt egale.

Fig.12.1
Pentru transmisile din fig.12.1 se poate scrie:
v=w,R, =w,R, (12.3)
Raportul de transmitere va fi
i =R (12.4)
@, R,

La transmisiile cu axe paralele raportul de transmitere este negativ daca sensul de
rotatie se inverseaza (fig.12.1, b).

b) Transmisii prin frictiune. Rotile acestor transmisii se afla in contact
nemijlocit exterior (fig.12.2, a), interior (fig.12.2, b) sau lateral (fig.12.2, ¢). In
ipoteza ca nu existd alunecare intre suprafete, punctele de contact vor avea
aceeasi viteza. Relatiile de mai sus, stabilite pentru transmisiile prin fire sunt
valabile si in cazul transmisiilor prin frictiune. La transmisia laterala, prin

deplasarea axiald a rotii / si modificarea pe aceastda cale a razei R,, se poate
realiza o variatie continud a raportului de transmitere.
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o) Po,

c) Transmisii prin rofi dintate cilindrice (angrenaje cilindrice).

! Miscarea de rotatie se transmite
intre axe paralele. Contactul teoretic
este realizat intre doua suprafete
cilindrice, reciproc tangente, avand in
L1 profil cercurile de divizare cu diame-

trele D,;si respectiv D, (fig.12.3).

Pentru orice roatd dintata elementul
geometric definitoriu este modulul m,
marime standardizata, respectiv rapor-

| + ! i— L tul Intre diametrul cercului de divizare
T AT i numaral de dinti = al rofi
i D, i D, i m=D,/z (12.5)

Fig 12.3 Angrenarea este posibila daca ambele
18- 12 roti au acelasi modul. Pornind de la
viteza punctului de tangenta al cercurilor de divizare:

_ @Dy, _ @,Dy, (12.6)
2 2

se stabileste raportul de transmitere al angrenajului:

. w, D mz z
w, D, mz z

1%

c) Transmisii prin rofi dinfate conice
(angrenaje conice). In acest caz miscarea
de rotatie se transmite intre doud axe
concurente. Contactul teoretic este realizat
intre doud suprafete conice avand varful in /
punctul de intersectie al celor doua axe si
reciproc  tangente dupa  generatoare
(fig.12.4). Profilul danturii este variabil in
lungul liniei de contact; fara a intra in Fig.12.4
detalii constructive, se mentioneaza cd in cazul angrenajelor conice se ia in
considerare un modul mediu, respectiv raportul intre diametrul cercului de

divizare mediu D, si numarul de dinti z al rotii.
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Pornind de la viteza punctului mediu de contact se stabileste raportul de
transmitere:

; _&_Ddz_mzz_z_z_smdl (12.8)
2= = - = = .
w, D, mz, z, smno,

12.3 Transmisii complexe prin fire

Sistemele de corpuri analizate din punct de vedere cinematic in cadrul
prezentului capitol au in special un rol pregatitor pentru prezentarea in cele ce
vor urma a metodelor de analizd dinamica. Aceste sisteme sunt alcatuite in
general din corpuri simple cu miscare pland (translatie, rotatie sau plan-paraleld);
migcarea se transmite de la un corp la altul prin fire. Sistemele se pot pune in
migcare gravitational sau prin actiunea unor dispozitive de antrenare.

Fiecare corp din sistem are un numar de parametri pozitionali in functie de
felul miscarii, dupa cum urmeaza: pentru translatie — o deplasare liniara, pentru
rotatie — o deplasare unghiulard, pentru o miscare plan-paralela — o deplasare
liniara si una unghiulara. Derivatele de ordinul intai si doi ale acestora reprezinta
vitezele si respectiv acceleratiile, liniare sau unghiulare.

Se reaminteste cd miscarea plan-paraleld a unui corp poate fi considerata
atat ca o rotatie in jurul centrului instantaneu de rotatie cat si ca o compunere
dintre o translatie cu parametriii cinematici ai unui punct al corpului si o rotatie
in jurul acestuia; de reguld punctul respectiv este centrul de masa al corpului.

Un sistem poate avea unul sau mai multe grade de libertate; numarul
acestora este egal cu cel al parametrilor pozitionali independenti. In general
acesti parametri se atribuie acelor corpuri care genereaza miscarea.

Scopul acestei analize cinematice este de a stabili niste relatii intre
parametrii cinematici ai tuturor corpurilor in functie de parametrii independenti,
atat pentru deplasari cat si pentru viteze si acceleratii.

Pentru simplificarea tratarii se considera cd aceste sisteme pornesc din
repaus, astfel ca relatiile pentru pozitia, viteza si acceleratia unui corp au aceeasi
forma. Din acest motiv este mai comod ca analiza legaturii intre parametri sa se
facd pentru viteze, extrapolandu-se apoi relatiile obtinute pentru deplasari si
acceleratii. Parametrii pozitionali se raporteaza la pozitia initiala.

Problema 12.1. Sistemul din fig.12.5, compus din patru corpuri, se pune in
miscare sub actiunea greutdtilor corpurilor pornind din repaus. Se cunosc razele
rotilor. Corpul 4 se rostogoleste fara alunecare pe o suprafatd orizontalda. Sa se
alcatuiasca tabelul parametrilor cinematici luand ca baza corpul nr. /.

Date: 1y, Ry, 13,1,

Cerute: tabelul cinematic in functie de Yo Vi 4
Rezolvare: Se observa ca corpul nr. 2 are centrul instantaneu de rotatie in punctul

de contact /, cu ramura fixa a firului iar corpul nr.4, datoritd rostogolirii fara

alunecare, are centrul instantaneu de rotatie /, in punctul de contact cu linia
orizontala.
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i Ty 2

Fig.12.5 Fig.12.6

Cu notatiile din fig.12.6 se pot scrie urmatoarele relatii de legatura intre
viteze:
v, =0,R; =v,
Vy; =0,(R, +1,) = wyr; (12.9)
Vg = V3y = 315 = 01
Pe baza acestora se expliciteaza relatiile din coloana vitezelor si se extrapoleaza
pentru deplasari si acceleratii, in tab.12.1.

Tabelul 12.1

Nr. | T/R Deplasari Viteze Aceleratii
1 T Vi v a;
T Y2=)i V) =V a, =a;
2 R 0, = ! y 10 ! % P ! a
2=V 2 =—Vi 2 =4
R, R, R,
R, +r R,+r R, +r
3 | R 0;=—2—2y, w;=—2—2y, g3 =——=aq
Ryr; Ryr3 Ryr;
Ry, +r, Ry +r, Ry, +r,
T Xy =—7— Vi Vy= Vi ay = a;
y R, R, R,
R,+r R,+r R, +r
R 0, =—2—=y, Wy =22V, &4 =—o—"a
R,r, R,ry R,ry
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Problema 12.2 In fig. 12.7 este dat un
sistem cu doua grade de libertate care se pune 4 e

in migcare sub actiunea propriilor greutati ale %’
corpurilor componente. Se cere sa se V 1;’4
analizeze din punct de vedere cinematic acest

sistem si sa se alcatuiasca tabelul parametrilor R
cinematici. Vs ! \

Date: R
— 5 IZ 0 |
Cerute: tabelul cinematic in functie de 03, 0, v

si derivatele acestora.
Rezolvare: Corpurile / si 2 au fiecare o mis- 3
care relativa in raport cu corpul 3 provocata ]
de rotatia acestuia; translatia corpului 3 |

reprezintd migcarea de transport a acestora. Y2 l _l}*’;

=v,+2Rw =v;—Rw
e 502N (12,10 Fig.12.7

v;=2Rw, vs =Rw,
Aceste viteze sunt reprezentate in fig.12.8 iar rezultatele finale sunt date in
tab.12.2.

V2, V; V2 'v]
Fig.12.8
Tabelul 12.2
Nr. | T/R Deplasari Viteze Aceleratii
1 | T | y;=2RO,+2R0; v;=2Rw,+2R0O; a;=2Re, +2Rs;
2| T | »,=2R0,-R0O, v, =2Rw, — Rw; a,=2Re, —Re;
T y; =2R0, v; =2Raw, a;=2Reg,
? R 0; ;3 &3
4 | R 0, W, &y
5| T ys =R6, vs =Raw, as =Re,

Observatie: Pentru analiza sistemului se poate alege si o altd combinatie de
parametri independenti, ca de exemplu 63, y; .
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12.4 Mecanisme uzuale simple

Unele dintre mecanismele prezentate in acest capitol au servit in parte ca
exemple pentru ilustrarea metodelor de analizd cinematica in miscarea plan-
paraleld. Datorita importantei lor practice se reia analiza lor intr-o tratare
unitard”. Algoritmele de calcul pentru fiecare mecanism au fost stabilite pe baza
metodei analitice. Pentru simplificare axele sistemului de referinta global se
noteaza cu litere mici.

12.4.1 Mecanismul biela-manivela

Pentru mecanismul din
fig.12.9 se cunosc dimensiunile
elementelor si legea de miscare a
elementului conducator 45.

Date: ¢ = (D(l‘), w; = (b, =@
OA, AB, BC, BN, NM
Cerute:
0 C X Xps VpsVpslp, XcyVe,Ac
Fig.12.9

YA\

O, s 55 Xprs Vs V> Ay
Rezolvare: Se scriu ecuatiile matriceale pentru pozitii, viteze si acceleratii din

care se deduc ecuatiile algebrice.
Pentru pozitii se utilizeaza urmatoarele relatii:

X, __0:|+|:COS§D —sin(p]{AB_ . {xB:ABcosqo 12.11)

Vg - | 04 sing  cose 0 vy =0A+ ABsmg

_xc___xB . c?sa —sina . BC]] N xC=x3+BCCf)sa (12.12)
0] | Vs sima cosa 0 0=y, +BCsina

X, _[ ¥, Cf)Sa —sina. BN N Xy =Xp+Ax (12.13)
Vi Vg sma cosa | | NM Yy =Yg +Ay

Unghiul « are valori in cadranele 1 si IV, astfel incat cosa >0. Pentru

rationalizarea calculelor s-au facut notatiile:

{Ax:xM—xB = BNcosa— NM sina (12.14)
Ay =y, —yz =BNsma+ NM cosa
Pentru viteze se cunosc relatiile de definitie:

vy =w,AB  (12.15) Ve =0,BC (12.16)

") Intr-o abordare ulterioara se va relua analiza acestora pe baza grupelor structurale
binare.
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Relatiile intre viteze sunt urmatoarele:
VBx cosp —sing| [0 Vpy =~V SINQ
= . —>
Vg, sing  CcosQ | | vy Vg, = V5 COSQ

Vex _ Vi n cosa —sina 0 N Ve = Vex ~ Ve sina
Vey || VB sina cosa | | Ve 0=vp, +Vvcpcosa

y

Vs Vg cosa —sina | |—w,NM Vi = Vpe — O,AY
= —+ . . -

Vary Vg, sinad cosa ®,BN Vi, = Vg, + @,AX

Pentru acceleratii se cunosc relatiile de definitie:

ay =-w;AB (12.20) aly =—w;BC
az=¢&AB acg =&,BC

Se stabilesc in continuare relatiile intre acceleratii:
ap, cosp —sing| |ag
apy sm¢@ COs@ ag

{an =aycosp—agsing
%

v T
aBy —aB Sm¢+a3 COosQ

a ag cosa —sina | |ajy
{ C}:{ x}-'_{ ' }.

T

0 dp, sima cosa | | af,

_ 1% P .
. {ac—an—lraCBcosa AcpSina

. v . T
O=ag,+acgsina+acycosa

A pre Ap, +{coso& —sina} —a)jBN—gZNM
= . . —>
Ayy | |48y | |Sna  cosa ||—w!NM +&,BN
{aMx = an B COZZA)C - gZAy
_)

_ 2
Ay, =dg, — O Ay + &,Ax

(12.17)

(12.18)

(12.19)

(12.21)

(12.22)

(12.23)

(12.24)

Pe baza relatiilor analitice deduse mai sus se alcatuieste algoritmul de

calcul din tab.12.3.
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Tabelul 12.3
Nr. Relatia de calcul Nr. Relatia de calcul
xp = ABcosp 16| Vi =Vp —@OAy
2 yp =04+ ABsmg 17 Vi =Vpy +@,AX
sinc=—y,/BC 18] vy = 0as) + ()’
4 cosa =+ 1 —(sinar)’ 19|  a%=-w;AB
5 xc =xp+BCcosa 20| ap=¢,AB
6 Ax=BNcosa— NM sma 21 anzagcos¢—agsjn§p
7 Ay = BNsina + NM cosa 22| ap,=agsinp+agcosp
8 | xy =xp+Ax 23| ay=+(a})? +(a5)’
9 Yy =yp+Ay 24|  alp=-w3BC
10| vp=w;AB 25 acy :—(aBy+aéBsina)/sina
11 Vg, =—VpSInQ 26 & :a(T;B/BC
12| vg, =vpcCOs8Q 27| ap=ag, +ajgcosa—aggsina
13|  vep=—vp,/cosa 28| ay, =ag, —@3Ax —,Ay
14| @,=vez/BC 29| ay, =ag, —o3Ay +&,Ax
15| vp=vp —vegsina 30| ay =(ay)’ + (@)’
12.4.2 Mecanismul patrulater articulat
La mecanismul patrulater articulat M

din fig.12.10, format din manivela OA,

biela 4B si balansierul CB, sunt date di-

mensiunile elementelor si legea de miscare

a manivelei OA. Pe bield se afla un punct y

de interes M.

Date:  9=p(0),0; =, 5= !
OC, OA, AB, CB, AN, NM

Cerute: X4,V 4>V4>A4>Xp>Vp>Vp>ap, >

a, B, @, 03,85, 83, X015 Vs> Vag» Ay Fig.12.10

Rezolvare: Relatiile matriceale si ecuatiile algebrice provenite din acestea, sunt:

Xa|_ Cf)S(D —sing ‘ 0OA N xA=OAC.OS(0 (12.25)
V4 sing  Ccos@ 0 v,=0A4sme
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M

X, cosq —sina || AB| |OC| |cosp
yA+sina cosa || 0| |0 +sin,8

Xz =x,+ABcosa=0C+CBcosf
{yB =y,+ABsma=CBsinf
Xm X4
|:yM:| |:yA
in care s-a notat:

cosf

cosa

+ .
sina
Ax=x,,—x,=ANcosa— NM sima
Ay=y,,—v,=ANsina+ NM cosx

Relatiile de definitie pentru viteze sunt:
v, =w,04 Ve =0,AB

Se stabilesc urmatoarele relatii intre viteze:

Yy sm@  cos@ v, V4 =V,4C08¢Q
VBx
L’By}

V 4y . cosa —sina 0 | [cosp
Vg sina  cosa | |vpy | sing
Vax
VAy

VAx

Vg, = V4, +Vp,€08Q =V, 08
Vi cosa
o
Vg sinx W, AN
Definitiile principalelor acceleratii sunt urmatoarele:

a', =—w;04
(12.35) (12.36)
ay,=¢,04

cosa

v 2

T —_—

Intre acceleratii existd urmatoarele relatii:

an

ClAy
an
aBy

Appe
a My

cosQ

sing

il

—sing
cosQ

coSx

sin o

14

} | {aA
T

ay

—sino

cosa

[

} 5

apy

-

T
Apy |

4

—sina | | AN Xy =X, +Ax
: —
cosa | | NM Yy =V, tAy

vy =a;CB

—snf| | 0
cosf .vB

—sina | | —w,NM . Vige =V — @20y
VMy:VAy+a)2Ax

v 2

ap =¢;CB

v T o
a,, =a,Ccosp—a,smne

R ) T
a,, =a,sn@+a;cosp

cos/f
sin B

—sin
cosf

I

— v T . _ Vv T
=a, +ag,cosa—az,sma=azcosf—aysinf

— v . T Vo2 T
=a,,+ag,sina+ag,cosa=agsinf+agcosf

|

a 4x
aAy

cosa
.
sina

—sing

cosx

i

— Wi NM + 5,4

—a)fAN—gZNM}

N

ap

ap

]

_ smﬂ} _ {COB} (12.26)

(12.27)

(12.28)

(12.29)

(12.30)

(12.31)

(12.32)

(12.33)

(12.34)

(12.37)

(12.38)

(12.39)

(12.40)

(12.41)
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{aMx:an_a)ZzAx_g2Ay (12 41,)

Ay, =y, — i Ay +&,Ax

Pentru realizarea algoritmului de calcul pe baza relatiilor matriceale si
analitice prezentate mai sus, este necesard detalierea unor aspecte specifice.

Determinarea unghiurilor de pozitie « si S

prin functiile lor trigonometrice sin $i cos

necesitd punerea in evidenta a unghiului format
de elementele AB si CB (fig.12.11):

y=p-«a (12.42)
Pornind de la pozitiile date ale articulatiilor 4 si
C pot construi doua pozifii distincte ale acestor

elemente; pentru acelasi ‘ y ‘ <7 vor exista doua

perechi de unghiuri de pozitie « si f. Masurand
Fig.12.11 acest unghi de la AB catre CB, el poate f1 pozitiv

sau negativ in raport cu sensul trigonometric.

Departajarea intre cele doud pozitii se poate face acordand semnul corespunzator

functiei siny . Pentru pozitia 4B,C unghiul ;>0 si deci siny, >0. In pozitia
AB,C unghiul y, <0 si deci siny, <0. Pe parcursul unui ciclu cinematic

unghiul y isi pastreaza semnul, cu exceptia cazului particular in care mecanismul
poate sa treaca functional printr-o pozitie critica (respectiv atunci cand directiile
celor doua elemente coincid si ¥ =0 sau y =7 ). Se observa ca in montajul din

fig.12.10, unghul y este pozitiv.
In prelucrarea ecuatiilor (12.27) se utilizeaza dezvoltarile trigonometrice:

{siny=sm(ﬂ—a)=sinﬂ0080‘—°"sﬂ5in“ (12.43)

cosy =cos(f—a)=cosfcosa+sin fsinax
Pentru simplificarea calculelor se introduc notatiile:
d.=x.-x,=0C-x, d,=Yc—Y,s==V4 d’=d;+d; (12.44)

in care d reprezinta distanta dintre articulatiille 4 si C (fig.12.11). Sistemul
(12.27) 1a forma:

ABcosa—CBcosf=d,
{ABsina—CBsinﬁ =d,

O prima prelucrare a acestor ecuatii conduce la relatia:
AB’ +CB’ —2- AB-CB(cosBcosa +sin Bsina) =d +a’y2 =d’ (12.46)

in care expresia din parantezad este tocmai cosy .

(12.45)

sin —cosa

cosa ‘ sin

Se stabilesc relatiile:
AB’ +CB’ -d’ . P
COsy = siny =+4/1—cos 12.47
Y= 3. 1B.CB /4 /4 (12.47)
in care s-a tinut cont de observatia de mai sus referitoare la semnul functiei siny
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In continuare se elimin functiile unghiului £ din ecuatiile (12.45) si se
obtin relatiile:

{AB—CBcosy:dx cosa+dy sin d

y

d

X

4 12.48
S a2

y

CBsiny =d, sima—d , cosa

Din aceste relatii se pot izola functiile trigonometrice ale unghiului ¢

, (AB—CDcosy)-d,+CBsiny-d,
sina = 5
d . (12.49)
(AB—-CDcosy)-d,—CBsmy-d,
cosa = B

Functiile trigonometrice ale unghiului £ pot fi calculate cu relatiile:

sin f =sin(a +y)=sinacosy +cosasin y (12.50)
cosff =cos(a+y)=cosacosy —sinasiny '
sau pot fi extrase direct din relatiile (12.45):
ABsma—d ABcosa—d
sin 3 = . cosf3 = 2 12.51
B B B CB ( )
Pentru determinarea vitezelor vy, si vy relatiile (12.33) se pun sub forma
V. =Vg,SINa—V,sin coS cosa
ae s S0/ osh _ (12.52)
V4, =—Vp COSA+Vp cos/f sin 3 sina
din care se determina succesiv:
v, .cosf+v, sin v, cosf+v, sin
Vi, = — Ax ﬂ Ay ﬂ __ Ax ﬂ Ay ﬂ (1253)
sinaxcosf —cosasin S siny
v, . Cosa+v, sina v, cosa+v, sina
Vg =t R R (12.54)
sinacosf3 —cosasin f sin y

In mod asemandtor se procedeaza si pentru calculul acceleratiilor ap, si

ag . Termenii ecuatiilor (12.40) se grupeaza sub forma urmatoare:

Aa,=a, +agz,cosa—azcosff=ag,sina—agsinf cosfl | cosx
Aa,=a,, +agsina—agsinf=—ay, cosa+aycosf smpB | smp
(12.55)

in care Aa, si Aa, sunt niste valori intermediare necesare simplificarii relaiilor

de calcul. Se obtin in final expresiile:
. Aa,cosf+Aa,sinf Aa,cosf+Aa,sinf
Ap, = =—

A_sinacosﬂ—cosasinﬂ_ siny

(12.56)

. Aa,cosa+Aa, sina Aa,cosa+Aa,sina (12.57)
ap =—, . == . .
sinacosf —cosasin sin y
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Pe baza relatiilor analitice deduse din ecuatiile matriceale se poate alcatui
in continuare algoritmul de calcul pentru mecanismul patrulater articulat.

Tabelul 12.4

Nr. Relatia de calcul Nr. Relatia de calcul

1| x;=0A4cosp V 4 COS +V 4, SN
: 22| vg=- :

2| yy=04sme smy

4| d, ==y, 24| w;=vy/CB

5| d°=d+d; 25 | Vg =V — @AY

6 AB’ +CB? - d° 26 | Viy =Vay + 028

cosy = 5 5

2-AB-CB 27 vM:\/(va) +(vMy)

7| siny=4y1-cos’y 28 | ay=-w;0A

sina =[(4B—CDcosy)-d,+ | 29 | a}=¢,04

’ CBsiny-d,1/d? |30 | a,=(a") +(da%)’
+CBsiny -d, ] a,=+(ay)” +(ay)
cosa =[(4B—CDcosy)-d, — | 31 | a¥, =—w?AB
9

~CBsiny-d,]/d’ | 32| o ——wiCB
10 SlIl,Bz(ABSlna—dy)/CB 33 an ZQZCOS(D—GZSiIl(p

11| cosfp=(ABcosa—d,)/CB |34 | ay, =aysing+ajcosp

12| xg=x,4+ABcosa 35| Aa,.=a,, +aj,cosa—ajcosp
13| yg=y, 4+ ABsinx 36 | Aa,=ay, +ag,sina—agsinf

14| Ax=ANcosa— NM sin 37| apg=—(Aa,cosB+Aa,sinp)/siny

15| Ay=ANsina+ NM cosa 38 | ap=-(Aa,cosa+Aa,sina)/siny
16] Xy =4+ Ax 39| ap=y(a})’ +(a})’

17| yy=ys+0y 40| &,=aj,/AB

18| v, =w,04 41| g;=a%/CB

19| vy =—v,sing 42| ay =a, —o3Ax—&,Ay

20| V4y =V,CO8Q 43 | ayy =ay, —03Ay +&,Ax

V 4y COSS + vy, sin

sin y

21 Vg =— 44 Ay :\/(Clm)z'f‘(aMy)z
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12.4.3 Mecanismul cu culisa oscilanta

M Elementul conducator al meca-
nismului  este manivela OA; prin
intermediul culisei din B este antrenat
balansierul OM.

Date: @=¢(t),0, =0, & =¢

YA

0 OA, AB, OM
Dal x/ Cerute: XpsVp>Vp,Qp,
I Flg1212 O, Ws3,E3, Xp15 Vars Vars Apr

Rezolvare: Culisa 2 are o miscare relativa in raport cu balansierul; se utilizeaza
modul de calcul expus in cap.11.2.2 referitor la miscarile compuse. Se scriu mai
intdi ecuatiile matriceale si cele analitice pentru pozitii:

Xp | _ OA . Cf)S@ —sing ' AB _ Cf)SOl —sina . OB (12.58)
Vg 0 sme  cose 0 sma  cosa 0
xz =0A+ ABcosgp = OBcosa
vy =ABsm@p=0Bsm«a
{xM}:{cosa —sina]{OM} . {xM:OMcosa (12.60)

Vs sina  cosa 0 vy =OM sina

Viteza absolutd si cea de transport a centrului culisei precum si viteza
punctului M sunt:

v, =vy=w, AB
v, =w; OB

Relatiile matriceale si analitice pentru viteze sunt:
v cos® —sin 0 cosa —sina| |V,
{ﬂ{ 0 ng }{ . H } (12.63)
VBy singp cos@ | |vp sind  cosa | |V,

{va =—v,sing=v,cosa—v,sina

(12.59)

(12.61) vy = 0,0M (12.62)

. (12.64)
Vg, =V COSY =V, SINQ+V, COSA

Pentru acceleratiile miscarii compuse a culisei se utilizeaza relatiile:

a =ay =w] AB a’ =w; OB
(12.65) (12.66) a,, =2w;v, (12.67)
a,=az=¢,AB a; =&;0B

iar pentru aceleratia punctului M se utilizeaza urmatoarele relatii de definitie:
ay, =w; OM a;, =&,0M (12.68)
Se prezinta in continuare relatiile matriceale si analitice pentru acceleratii:

ag, cose —sin 5 cosa —sina U +a,
bx |_| COS¢ Pl || Ao (12.69)
ag, sing  cosg | | qj, sma  cosa | g +a,,
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Ap.=ancosp—assing=(a’ +a.)cosa—(a’+a. )sina
{ Bx B ¢ B ¢ ( t r) ( t cor) (1270)

P ) T _ v . T
ag, =agsin@+agcosp=(a, +a,)sina+(a, +a,,)cosa

cor

Ca si 1n aplicatiile precedente, pe baza acestor relatii se alcatuieste algoritmul de
calcul pentru mecanismul cu culisd oscilanta, algoritm prezentat in tab.12.5.

Tabelul 12.5

Nr. Relatia de calcul Nr. Relatia de calcul

1| OB=JOA4* + AB* +2-04-AB-cosp | 14| a =w} OB

2 | sina=ABsinp/OB 15| a., =2w;v,

3 | cosa=(0A+ ABcosp)/OB Aa, =al} cosp—ajsing —
4 | xpy =OM cosa 10 —a, cosa +a,, sina
5| vy =OMsina ; Aa, =apsing+agcosp—
6| vg=0; AB ' —a, sina —a,,, cosa
7 | v, =vg(sinacosp —sin@pcosa) 18| a, =Aa,cosa+Aa,sna
8 | v, =vp(cosacosp+smasmep) 19| a; =—Aa,sina +Aa, cosa
9 | w3=v,/OB 20| &;=a OB

10| vy =w,OM 21| a, =i OM

11| a% =wi AB 22| ab; =e;0M

12| ap=¢, 4B 23 aMz\/(a}(l)2+(a]f4)2

13| ay =y(a})” +(ap)’

12.4.4 Mecanism cu lant cinematic deschis

In fig.12.13 este reprezentat un mecanism a cirui configuratie se intalneste
la unele manipulatoare sau roboti industriali. Lantul cinematic principal al
acestuia, format din elementele conduse OB si1 BM, este deschis, in sensul ca
numai unul dintre ele este legat la bazi. In aceasti aplicatie elementele
conducatoare AB si CD au lungimi variabile pe directiile care unesc punctele lor
de legaturad (putand fi, de exemplu, cilindri hidraulici, pneumatici sau alt gen de
motoare liniare). Din punct de vedere functional, mecanismul are doud grade de

libertate, parametrii pozitionali independenti fiind deplasarile liniare s; s1 s, In
raport cu lungimea minima a fiecareia dintre elementele AB si CD.

Date: S]ZS](Z(),V]:S.'],CZIZ.-S;] S2:S2(t),V2:$2,a2:§2
0A,0B,0C,BM,BD, AB,..,CD, .

Cerute: Xps Vs Vs Ay



Rezolvare:  Elementele conducatoare
ale mecanismului au o miscari
compuse, astfel ca pentru parametrii
cinematici ai punctelor de antrenare se
vor utiliza relatiile specifice expuse in
cap.11. Toate elementele mecanismului
au miscari plane si pentru determinarea
relatiillor de calcul se va  utilizaz
metoda analitica.

a) Calculul pozitional.

Elementele conducdtoare au

lungimile:
AB=AB_;, +s, (12.71) ;
CD=CD,_ +s, ’ Fig.12.13

Pentru pozitia elementului OB se scriu urmatoarele relatii matriceale si analitice:

Xp | _ 04 N Cf)S(DI —sing, . AB _ Cf)SOl —sinax . OB (12.72)
Vg 0 singp, cosg, 0 sima cosa 0
{xB =0A+ ABcosgp, = OBcosa

12.73
vy =ABsin@, =0Bsina ( )

Din aceste ecuafii rezultd unghiurile o <7z §1 ¢; prin functiile trigonometrice:

OA’ +OB’ — AB’ : PR
cosa = (12.74) sina =+ —cos’ (12.75)

2-04-0OB
OBcosa—0A4 OBsin«
= 12.76 np, =——— 12.77
COSQ, 5 ( ) sing, 1B ( )
Coordonatele punctului B se determina din (12.73). Pentru C se calculeaza:
] [eoser —sin) [OC] - [re=0Ceosa 1, 1
Yel| |[sma cosax 0 ve =0Csinx

Pentru determinarea unghiurilor £ si @, se porneste de la reltiile:

Xp | | *B +_cos,8 —sin . BD| | x¢c N cos®p, —sing, . CD
Yp _yB | sinf3 cospf 0| Ve singp, CcoOsS@, 0

(12.79)

{XD =Xy +BDcosf3 = x. +CDcosp, (12.80)

Vp =Yg +BDsmnf=y.+CDsmng,

Modul de rezolvare al acestor ecuatii este asemanator celui descris la mecanismul
patrulater articulat (cap.12.4.2, rel.12.44 - 12.51). Se introduc notatiile:

{dx =Xc —Xp

(12.81) d’=d; +d; =CB’ =(0B-0C)’ (12.82)
dy =Yc VB
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Se pun ecuatiile (12.80) sub forma:
{BDcosﬂ —~CDcosp, =d.,

12.83
BDsin f—-CDsmg, =d | ( )

cosf sin
sin 3

Se introduce in calcule unghiul interior y=¢,—/f (fig.12.13). Pentru

—cosf

determinarea lui se ridica la patrat si se aduna relatiile de mati sus; se obfine:
BD’ +CD’ —-d’* 5
cosy = 12.84 siny =+4//—cos 12.85
’=—Z b 1% Y=+ Y (12.85)
Se inmultesc ecuatiile (12.83) cu functiile unghiului f# si se aduna. Se obtine
sistemul:

BD—-CDcosy =d cosf+d, sinf
CDsiny =d sinf—d, cosf

d

y

d

X

a: 12.86
S 230

y

Se prelucreaza sistemul si se determina functiile trigonometrice ale unghiului f:

. (BD-CDcosy)-d,+CDsiny-d,
sin f = 5
d , (12.87)
(BD-CDcosy)-d, —CDsiny-d,
cosf = 5
\ d
Din (12.83) se calculeaza functiiile unghiului ¢, :
. BDsin f—d BDcos f—d,
sing, = D - cos @, = - (12.88)

Cu aceste determinari se pot calcula coordonatele punctului M:
cosff —sin BM =Xz +BMcos
Y |_| s | o8P msm A, NS P (12.89)
Vs Vg smf cosf 0 Yy =Yg +BMsmpf
b) Calculul vitezelor
Miscarea compusa a punctului B se efectueaza cu urmatoarele viteze:

v, =v, =008 v, =V, v, =w,AB (12.90)

cunoscuta fiind numai viteza relativa v, . Intre aceste viteze exista relatiile:

Vg, | |cosa —sima || 0 | |cosg, —sing,||v, (12.91)
vs, | |sinae  cosa | |vy| |sing, cosp, || '
{va:—vBsina:VICOS(p]—v,sin(p]

Vg, =Vp COSA =V, SINQY, +V, COSQ,

(12.92)

Se noteaza 0 =a —@; (fig.12.13) si se determina in continuare vitezele vy si v, :

Vg =—— Y RS — - (12.93)
sina cosp; —cosa sing, sin(a — ;) sind

by = cosa cosg, +sinasing, cos(a—go,)__v CcOSO (12.94)
t ! sina cos@, —cosasing, ! sin( — ;) "sins '
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Se determind in continuare vitezele unghulare:

Vi \J:
@, = 12.95 w; = —= 12.96
=5 (12.95) 3= 08 (12.96)
Pentru viteza punctului de legaturd C se pot scrie relatiile:
Ve =w;0C (12.97)
Vey cosa¢ —sma || 0 Ve, =—Vesina
“l=l7 : — € ¢ (12.98)
Vey sin  cosa | | v Vey = Ve COSQ

Pentru punctul D se porneste de la definirea vectoriald a vitezelor care intra in
relatia generala:

va

Vp =V, +V, — Vet V=V, +V-+V) (12.99)
in care:

Vpg =@, BD V.=V, Vpe=w,CD  (12.100)
Relatia (12.100) se transpune matriceal sub forma:

Vo, cosff —sin 0 Ve cos —sin
B |, ' p p . _| Ve |y ' ?, P2l V2 (12.101)
Vg, smf cosf Vpa Vey singp, cos@, Vpe
care se dezvolta si se ordoneaza prin relatiile:

{A"x = Vg, — Ve = VpgSin f—vp-sing,

(12.102)

in care Av,si Av, sunt niste notatii intermediare. Din aceste ecuatii se deduc:

Av, cosp, +Av, smg,

Vs =— sy (12.103)
Av_cosf+ Av_sin
Vpe === finy ySip (12.104)

in care s-a introdus:

s, cosfB—cos@, sin f=sin(p, — f)=siny (12.105)
cunoscut din calculul pozitional. Pe baza relatiilor (12.100) se calculeaza vitezele
unghiulare:

W, = 2?—1; (12.106) o, :% (12.107)

In continuare se calculeaza viteza punctului M:
Vyp =0, BM (12.108)

ol |
= + . -
Vary Vg, sinff cosf Vs
{va =Vp, — VypSinf
%

Vary =V, +v,,z5I 3

(12.109)



240

c) Calculul acceleratiilor
Pentru acceleratia miscarii punctului B se scriu urmatoarele relatii:

1% 1% 2 v 2
{a" 4 ="2308 15 110 {a’ =245 {“r U (12.112)
a,=ap=¢&;0B a; =&,AB oo = 200181
Legatura intre ele este data de relatia matriceala:
{cosa —sina]{ag}:{cosqol —sin(pl}.[ a; +a } (12.113)
sina cosa | |ap| |sing; cos¢; ||af +a,,

din care se obtin ecuatiile analitice care se pun sub forma:

a:

I 7 14 . T T -
Aa, =apcosa—(a, +a;)cose; +a,,. smp; =agsina—a, sme;, (12.114)
Aa, =agsina—(a; +a;)sing; —a,,, cosp, =—agcosa +a cosy,
In aceste relatii Aa, si Aa,, sunt niste acceleratii auxiliare, egale cu prima parte a

acestor ecuatii, care servesc la simplificarea relatiilor de calcul pentru aj si a; :

o = Aa, cosg; +Aa, sing, o = Aa, cosa +Aa, sina
sin o (12.115) sin o (12.116)
Se determind in continuare acceleratiile unghiulare:
e5=ap/OB (13117 e=af[AB (15113

Acceleratia punctului B este determinata de relatiile:

{an}_{cosa —sina]{ag} N ag. =apcosa—agsina (12.119)

ag, | |sina cosa | |ag ag, =agsina+agcosa
Acceleratia punctului C se determina in mod asemanator:
2
ar =—w3; OC ac=¢&;0C (12.120)

. 1% T .
Acy cosaa —sma | | a’ ac, =accosa—acsma
{ . 17 - _ (12.121)
acy | |sina cosa | |af ac, =acsina +ag cosa

Acceleratia miscarii compuse a punctului D se studiaza pornind de la
expresia vectoriala:

5a55D=5r+5t+a_car —> C_ZB +aDB:C_lr+C_lc+aDC +5CO,, (12122)
in care acceleratiile se calculeaza cu relatiile:

a¥r =—w2BD a’ =—w3CD a,.=a
JOPE T (10.123) 1TPCT TR (104 1T T2 (12.125)
apg =&4BD apc =&,CD Aeor = 2003V

Relatia matriceala echivalenta este:

Ui |, cosf —smp| |apg | |%cx L | COs#2 —sing; | | apc +a;
_aBy S]Ilﬂ COSﬂ aBB dcy sin P> COSQ, alT)C T dcy,

(12.126)
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Ecuatiile analitice deduse din aceasta se pun sub forma urmatoare:

— V V 5 —
Aa,=ag +apzcosf—ac, —(apc+a,)cosp, +a,,sng, =

T . T .
=apgsinff—ap-sing,

L § ' (12.127)
Aa,=ag, +apgsinff—ac, —(apc+a,)sng,—a,, cosp, =
=—d;,,COSP+ap COSP,
Din aceste relatii se calculeaza acceleratiile tangentiale:
Aa_cosep, +Aa  sin
PP b R R (12.128)
sino
Aa_cosf+Aa  sin
Ape=——— ﬂ. ysnf (12.129)
sino
Se determind in continuare acceleratiile tangentiale:
& =alT)C/CD (12.130) &y :agB/BD (12.131)
Calculul acceleratiei punctului M decurge in modul urmator:
ayp =—w;BM alp =&,BM (12.132)
A pry Apy COSﬂ - S]Ilﬂ a}\//[B Ape = Apy + a;l//[B COSﬂ - a]z\-/[B COSﬂ
Ay | @y | | SDB cosf | |al, Ay = Ap, +aypsin f+ay,;cosf
(12.133)
Tabelul 12.6
Nr. Relatia de calcul Nr. Relatia de calcul
Calculul pozitional
AB=AB;, +5; 13| d,=xc—xp
2 | CD=CD;, +5, 14| d,=yc—yp
2 32, 42
_ 04’ +OB> — 4B’ [5| d"=d;+d,
3| cosa=
16 cosy:BD +CD” —d
4| sina=+VI—cos’ a 2-BD-CD
5 | cosep; =(OBcosa—0OA)/ AB 17| siny =+41-cos’ y
6 | singp; =OBsina/ AB Py sin f =[(BD—CDcosy)-d,, +
7 | sind =smacos@; —cosasing,; +CDsiny-d,] /d’
8 | c0sO =cosacos@; +sinasing, cosff=[(BD—-CDcosy)-d, —
19 : 2
9 | x3=0A+ ABcosp, = OBcosa —CDsiny-d,] /d
10| ygz=ABsing, =0OBsina 21| cosg,=(BDcosf—d,)/CD
11| xc=0Ccosa 22| xy =xgp+BMcosp
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12

yc=0Csna

23

Tabelul 12.6 (continuare)

Calculul vitezelor

24| vy=—v,[sind 550, _Av,cosp, +Av, sin @,

25| v, =-v,co86/sind B sin y

26| w,=v,/AB 36| v Av, cos,B.+ Av,sinf3

27| @,=v,/OB be siny

28| vy, =—Vvgsina 37| ®,=vpc/CD

29| v, =Vvzcosa 38| w,=vpg/BD

30| ve=w,0C 39| vyp=w,BM

31| Vo =—Vesna 40| vy =Vg, —Vypsinf

32| Ve, =Vecosa 41| Vi, =Vp, tVypsinf

33| Av,=vg —vV

34 Avj _ vl:; N VZC 42| vy = \/(VMx)2 +(VMy)2

Calculul acceleratiilor

43| a}, =-w;0B 58| a},=-w; BD

44| a! =—w] AB 59| a}.=-w;, CD

45| a,, =2w;&; 60| a,., =2m,v,

16 Aa, =agcosa — 61 Aa =ayz +apjzcosff—ac, —
—(a, +a;)cosp; +a,, sing, —(apc+a,)cosp, +a,,, sing,

47 Aa, =aysina - 62 Aa,=ag,+apzsin f—ac, —
_(a;/ +a1)Sin(0] _acarCOS(D] _(ang +a2)SiIl(02 _acorcos¢2

48| as - Aa, COS¢]'+ Aa,sing, 63| az, :_Aax cosgo2.+ Aa,sng,

sino sind
49| af = Aa, cosa.+ Aa,sina 64 aBC:_Aax cos,B.+ Aa,sin 3
sino sino

50| &;,=a/OB 65| ¢,=al./CD

51| &,=a’/AB 66 | &,=al,/BD

52| ag =azcosa—agsina 67| ay,,=—w,BM

53| ag,=azsina+agcosa 68 | ay,=¢&,BM

54| af = —a)320C 55| af =&,0C | 69| ay,=ag, + a5 COS f—a 5 CO8 3

56| a., =ajcosa—agsina 70 | au, =ag, +aygsin f+ay,cosf
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57

R T
ac, =acsina+accosa

71

Ay = \/(aMx )2(aMy )2




