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Partea IV-a DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL
13. ANALIZA DINAMICA A PUNCTULUI MATERIAL
13.1 Generalitati
13.1.1 Obiectivul analizei dinamice

Dinamica are ca obiectiv general stabilirea legii de miscare a unui corp sau
a unui sistem de corpuri atunci cand se cunosc fortele care le actioneaza. La acest
obiectiv se adauga si determinarea fortelor de legatura dintre corpurile aflat in
migcare.

Legea fundamentald a Dinamicii, continuta in cel de al Il-lea principiu al
Mecanicii newtoniene, stipuleaza ca o fortda aplicatd unui punct material ii
imprima acestuia o acceleratie pe directia si in sensul ei de actiune; legea este
exprimatd de relatia clasica:

ma =F (13.1)

In cazul punctului material, F poate fi o fortd unica sau rezultanta unui
sistem de forte concurente aplicate acestuia.

O fortd poate fi constantd sau variabila in functie de pozitia si viteza
punctului si, in unele aplicatii, In mod explicit de timp. Cu notatiile din
Cinematica relatia de mai sus mai poate fi pusa sub forma generala:

mr = F(7,7,t) (13.2)

Se recunoaste o ecuatia diferentiala de ordinul II sub forma vectoriala, prin

integrarea careia se determind legea de miscare a punctului material:

v =7(¢) F=7(t) (13.3)
care Inglobeaza legea vitezei si respectiv legea spatiului.

13.1.2 Parametrii dinamici generali

Un prim grup de parametri, numifi parametri de stare, caracterizeaza
miscarea mecanica a corpurilor intr-o pozitie data; in acesta se includ impulsul,
momentul cinetic si energia cinetica. Un parametru de proces, care caracterizeaza
transferul de energie intre doud pozitii ale corpurilor, este lucrul mecanic al
fortelor care le actioneaza. In cazul punctului material parametrii mentionati au
definitiile expuse in continuare.

a) Impulsul — marime fizicd vectoriald care exprimd () v
cantitatea de miscare pe care o are un punct material la un C
moment dat. Relatia de definitie

H=mv (13.4) Fig.13.1
pune in evidentd coliniaritatea impulsului cu viteza (fig.13.1). Impulsul este util
in studiul variatiel migcarii mecanice a punctului material.
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In coordonate carteziene viteza are dezvoltarea:
\7:vxf+vy]_’+vzk (13.5)
astfel ca pentru impuls se poate scrie:
H=H,i+H,j+Hk=(mv)i+(mv,)j+(mv,)k (13.6)
b) Momentul cinetic — marime fizica, deasemenea vectoriald, reprezentand
momentul impulsului in raport cu un punct, de exemplu punctul O (fig.13.2).
B Relatia de definitie este:
Ko K, =rFxH=Fxmv (13.7)
Caracteristicile momentului cinetic se evalueaza

dupa regulile cunoscute ale produsului vectorial.
Directia lui este perpendiculara pe planul

vectorilor 7 s1 H . In coordonate carteziene

(m) momentul cinetic are expresia:
Fig.13.2 Ko=KJi+K,j+Kk (13.6)
Proiectiile lui se calculeaza cu relatiile:
i J ok Ky=m(yv,—zv,)
Ko=rxmv=| x z | > K,=m(zvy—xv,) (13.7)
my, mv, my, K. =m(xv,-yv,)

Proiectiile reprezintda momentul cinetic al punctului fata de axele de coordonate.
c) Energia cinetica — marime scalara, caracterizand deasemenea miscarea
mecanica a punctului material, definita prin relatia:

I

E==my 13.8
p (13.8)

In timpul miscarii energia cineticd poate fi transformata din si in alte forme de
energie (de exemplu energie potentiala, energie termica, etc.). In functie de
proiectiile vitezei ea se mai poate scrie:

E=§m(v§+v§+vz2) (13.9)

d) Lucrul mecanic — marime scalara de proces
care masoara variatia energiei transferate sub
actiunea fortelor. Intr-un interval de timp
infinitezimal dt o forta efectueaza un lucru mecanic
elementar definit prin produsul scalar:

Fig.13.3 dL=F -dr =|F || dF|cosa  (13.10)
in care di este deplasarea elementard efectuatd in acest timp (fig.13.3). In

functie de valoarea unghiului « dintre forta si deplasare, se precizeaza:
0<a<n/2, cosa>0, dL>0 - lucrumecanic motor;

t+dt

a=n/2, cosa=0, dL=0 — lucru mecanic nul;
w/2<a<m, cosa<0, dL<0 - lucrumecanic rezistent.
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Daca miscarea punctului este raportatd la un sistem de referinta cartezian in care:

F=Fi+F,j+Fk (13.11)
dr =dxi+dy j+dzk (13.12)

lucrul mecanic elementar 1a forma:
szdex+Fydy+F2dz (13.13)

La trecerea Intre doua pozitii distincte 4 si B aflate pe traiectoria punctului
se calculeaza un lucru mecanic total prin integrala curbilinie:
Lyg= [dL= [F-dr = [(F,dx+F,dy+F,dz) (13.14)
AB AB AB
Pentru calculul lucrul mecanic efectuat de un cuplu
de forte (fig.13.4) se observa ca deplasarea infinitezimala:

F

|dr |=ds=Rd0 (13.15)
si cosa =0 . Lucrul mecanic elementar este:
dL=2|F|RdO=Mdo (13.16)

in care M este momentul cuplului iar d6 unghiul de
rotatie elementar. Lucrul mecanic total produs de un cuplu
intre doua pozitii 4 si B se evalueaza prin integrala:
L= [Mde6 (13.17)
AB
13.1.3 Functia de forta. Forte conservative.

Existd campuri de forte in care un punct material aflat in repaus poseda o
energie, fie in stare latentd, fie acumulatd prin transformarea unei cantitati de
energie cinetica in urma efectudrii unui lucru mecanic. Aceastd energie
inmagazinata, notatd V, poarta numele de energie potentiala si poate fi cedata in
anumite conditii prin retransformarea ei in energie cinetica. Variatia energiei
potentiale la trecerea dintr-o pozitie 4 intr-o pozitie B in acest camp de forte se
exprima prin relatia:

Vi—Vg=Lys (13.18)
Spatiului in care este activ un astfel de camp de forte i se poate atasa o functie
pozitionala scalarda U =U(x,y,z), uniformd si derivabila. Daca pentru fortele

campului se poate scrie relatia generala:

F=grad U = %Ui+an+aU1€=in+ij+FZ/€ (13.19)
X

Z

atunci U este o functie de forta iar fortele care deriva din aceasta se numesc forfe
conservative. Proiectiile pe axe ale unei astfel de forte sunt:

Fx:a—U F, :8_U FZ:a—U (13.20)
ox oy oz

Se reaminteste din Analiza matematica proprietatea ca la derivarea partiald a unei

functii implicite in raport cu doua variabile rezultatul nu este influentat de

ordinea derivarii:
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2
oy :i(a_szg ou (13.21)
oxoy Oy\ Ox ox\ oy
In consecinta, intre proiectiile pe axe ale unei forte conservative exista relatiile:
oF oF
ai:_y _y:ai aFZ:(?i (13.22)
oy  Ox oz 0Oy ox Oz
Lucrul mecanic elementar al unei forte conservative este:

dL=F.dx+F, dy+FZdZ=a—de+a—Udy+a—UdZ:dU (13.23)
7 ox Oy Oz

respectiv este egal cu diferentiala totald a functiei U. La trecerea dintr-o pozitie 4
intr-o pozitie B se integreaza distinct cei doi termeni, reamintind ca functia U este
dependenta de pozitie in timp ce lucrul mecanic L este o marime de proces.

B
[dL=[dU — L,z=Upg-U, (13.24)
AB A
Comparand aceasta relatie cu (13.18) se constata ca exista egalitatea:
U=-V (13.25)

respectiv cd functia de fortd nu este altceva decat energia potentiald cu semn
schimbat.

Fortele conservative intalnite In Mecanica sunt prezentate in continuare.
La stabilirea expresiel functiei de fortd pentru fiecare caz in parte se vor utiliza
integralele nedefinite, fapt care va conduce la determinarea acesteia cu
aproximatie de o constanta.

ZN B a) Greutatea punctului material. Proiectiile pe
(m) - axele unui sistem de referintd cartezian cu axa Oz
M | verticald in sus sunt:

A ‘@ F.=0 F,=0 F.=G=-mg (13.26)

1) > Rezulta functia de forta:
- U=[F.dz+C=-mgz+C (13.27)
Considerand constanta C =0, energia potentiala va fi:
Fig.13.5 V=-U=mgz (13.28)

Lucrul mecanic efectuat de greutate la trecerea din 4 in B este:

Ly=Up-U, =—mg(zg—z,)=xtmgAh (13.29)

Se deduce ca lucrul mecanic al unei greutati este dependent exclusiv de diferenta
de nivel dintre cele doua pozitii, indiferent de drumul pe care se face deplasarea.
In relatia de mai sus semnul “+” se va lua la coborare iar " la urcare.

b) Forta elastica. Arcul din fig.

. k O I, . 13.6 are in stare liberd lungimea /,; in
i * :——-7—5’2 >X aceastd stare el nu exercita nici-o forta
B ly AL asupra punctului material de care este
legat. Alungit sau comprimat cu o

Fig.13.6

cantitate X = A/ , el va aplica acestuia o
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forta elasticd proportionald cu deformatia, factorul de proportionalitate fiind
constanta arcului k; directia fortei este coliniard cu axa arcului iar sensul indreptat
catre pozitia de echilibru O. Fara a reduce din generalitate, se alege un sistem de
coordonate cu axa Ox suprapusa axei arcului:

F,=F,=—kx F,=0 F.=0 (13.30)

z

Functia de forta va fi in acest caz:
1
Uszxdx+C:—jkxdx+C=—5kx2+C (13.31)
Considerand constanta C =0, rezulta energia potentiala:
1 1 1=
V=-Us=—k’==kxx="|F,|Al (13.32)
2 2 2
Intre doua pozitii 4 i B pe directia arcului, lucrul mecanic este:
1
LAB:UB—UA:—Ek(xé—xj) (13.33)

c)Forta de atractie universala. Doud mase M si m
situate la distanta 7 (fig.13.7) se atrag reciproc printr-o forta:

\F\:f% (13.34)

in care f este constanta atractiei universale. Alegand un sistem
de referintd cartezian cu originea in centrul masei M, forta
aplicata masei m va fi:

— M M. :
F=—f=2a, =—f =27 (13.35) Fig.13.7
r r
in care u, = ﬁ =L este versorul vectorului de pozitie al masei m.
rlor

Proiectiile acestei forte pe axe vor depinde de coordonatele masei m:

Foo_ fMmx Foo_ fMmy oo fMmz
x 2 +° +Zz)3/2 y 2 +1° +Zz)3/2 z 2 +)° +22)3/2
) (13.36)
In baza relatiei (13.23) se calculeaza functia de forta:
M M
U=[dU+C=[(Fdx+F,dy+F.dz)+C=—; fz Pt C= SMm o
z /2
(X" +y"+27) 7|
(13.37)
Luand constanta de integrare C =0 se gaseste pentru energia potentiala forma:
M
V:—U:—f‘_‘m (13.38)
7

Intre doud pozitii 4 si B lucrul mecanic este:

LAB:UB—UA:me(i—i] (13.39)
'p T4
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13.1.4 Teoremele generale ale Dinamicii in cazul punctului material

a) Teorema impulsului. Se deriveazad in raport cu timpul impulsul definit
de relatia (13.4):

dit _dmv) _ &V _ g F (13.40)
dt  dt dt

Sub forma concentrata:

H=F (13.41)
aceasta relatie permite enuntarea teoremei impulsului — derivata in raport cu
timpul a impulsului unui punct material este egala cu rezultanta fortelor aplicate
acestuia. Cu alte cuvinte, actiunea fortelor determind o variatie a cantitatii de
miscare a punctului material. Teorema impulsului este echivalentd legii funda-
mentale a Dinamicii (13.1). La nivelul proiectiilor relatia de mai sus ia forma:

H . =ma, =F, H,=ma,=F, H_=ma,=F, (13.42)

Daca punctul material se afla in miscare dar asupra lui nu actioneaza nicio
fortd (sau rezultanta fortelor este nuld), atunci:

‘;_’j:o Y Hemy=C (13.43)

unde C este o constanti vectoriali. Se spune cd in acest caz impulsul se
conserva, respectiv ca punctul material ramane cu aceeasi cantitate de miscare.
Viteza punctului va fi constantd si el isi va continua deplasarea rectilinie si
uniforma (principiul inerfiei). Conservarea impulsului poate avea loc s1 numai
dupa o directie. Daca, de exemplu:
F.=0 — H,=mv, =const. (13.44)
atunci viteza v, pe aceasta directie ramane constanta.
b) Teorema momentului cinetic. Demonstratia urmeaza aceeasi cale:
dKy d _ = i — =
—O0 =~ (;FxH)=rxH+7xH=FxF =M_,(F) (13.45)
dt dt

deoarece 7 =v este coliniar cu H , produsul lor vectorial fiind nul; H =F
conform teoremei impulsului. Din forma concentrata:

Ko=M, (13.46)
se enuntd teorema momentului cinetic — derivata in raport cu timpul a
momentului cinetic al unui punct material fata de un punct oarecare O, este
egala cu momentul rezultantei fortelor aplicate lui, in raport cu acelasi punct O.
Altfel spus, momentul unei forte aplicatd unui punct material va determina
variatia momentului cinetic al acestuia. In coordonate carteziene:
Mp=Mi+M, j+M_k (13.47)
astfel ca relatia (13.46) se mai poate scrie la nivelul proiectiilor:
K. =M, K,=M, K. =M, (13.48)
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Dacd momentul M, =0, situatie in care F =0 sau punctul O se afld pe
directia fortei (cazul, de exemplu, al unei forte centrale), atunci:

dK,

dr

unde C este o constantd vectoriald. Momentul cinetic al punctului se conservi
iar miscarea efectiva depinde de relatia dintre # si v . Daca momentul fortei in
raport cu o axa este nul, se conservd momentul cinetic fata de axa respectiva.

=0 - K,=ixmv=C (13.49)

M,=0 — K,=m(yv,—zv,)=const. (13.50)
c) Teorema energiei cinetice. Energia cinetica se poate pune sub forma:
I 5, 1 _ _
E=—mvi=—m(v-v 13.51
5 > (V-v) (13.51)

Se diferentiaza aceasta relatie {indnd cont de proprietatile produsului scalar:

dE = éZm(T»-de) = m[(idt)-%} =m(@-dr)=F-di =dL (13.52)

Relatia obtinuta, respectiv:

dE =dL (13.53)
se integreaza intre doua pozitii finite 4 i B, {inand cont ca energia cinetica este o
marime de stare in timp ce lucrul mecanic este o marime de proces:

[dE= [dL — Ez—E, =Ly (13.54)
4 AB
Teorema energiei cinetice, sub forma diferentiala sau finitd, precizeaza ca
variatia energiei cinetice a unui punct material la trecerea dintr-o pozitie in alta
este egala cu lucrul mecanic efectuat de fortele aplicate punctului pe durata
acestei treceri.
Daca un punct material este actionat numai de forte conservative,
combinand relatiile (13.23) si (13.53) se obtine:
dE=dU — d(E-U)=0 — E-U=const. (13.55)
Stiind ca V' =-U , se defineste energia mecanica:
E =E-U=E+V =const. (13.56)
ca suma dintre energia cinetica si cea potentiala a punctului material. Relatia de
mai sus pune in evidentd ca energia mecanica a unui punct material actionat

numai de forte conservative este invariabila. In timpul miscarii cele doud forme
de energie se transforma una in cealalta, suma lor ramanand constanta.

13.2 Dinamica punctului material liber
13.2.1 Ecuatiile generale de miscare in diferite sisteme de coordonate

Ecuatia fundamentald a Dinamicii, pusa sub forma:
mir =Y F(F,7,1) (13.57)
poate f1 proiectatd pe axele diferitelor sisteme de coordonate cunoscute.
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Se obtin astfel sisteme de ecuatii diferentiale scalare prin integrarea carora se
determind legea de miscare. Find ecuatii diferentiale de ordinul II, dubla
integrare introduce cate doua constante de integrare pentru fiecare ecuatie.
Valorile acestor constante se determind de reguld din conditiile inifiale ale
miscaril, respectivla ¢t =0, ¥ =7,,v="y,.

a) In coordonate carteziene ecuatiile diferentiale sunt:

mx =) F, my =2 F, mz=7F, (13.58)
Printr-o prima integrare rezulta legea vitezei:
v, =Xx(1) vy, = (1) v, =2(1) (13.59)
1ar printr-o a doua integrare legea spatiului
x=x(¢) y=y(1) z=2z(t) (13.60)
Cele 6 constante de integrare se calculeaza din conditiile initiale:
X=Xy, Y=Yy, Z=2
t=0 — { 0 I 0 (13.61)
Vx =Vox> Vy:V0y9 V: =Vo:

Daca miscarea are loc intr-un plan, atunci numarul ecuatiilor diferentiale se
reduce la 2 iar cel al constantelor de integrare si al conditiilor initiale la 4.
b) In coordonate polare ecuatiile diferentiale sunt:

ma, =m(i—r0?)=3F. mag=m(r6+2r0)=3 F, (13.62)
Se reaminteste cd acest sistem de coordonate este specific migcarilor plane.

Pentru miscari in spatiu se utilizeaza coordonatele cilindrice, la ecuatiile de mai
sus adaugandu-se ultima ecuatie (13.58). Prin integrare se obtine legea vitezei:

v, =i=v.(t) vy =r0=v,(1) (13.63)
si legea spatiului:
r=r(t) 0=0(t) (13.64)
Conditiile initiale care se pun pentru determinarea constantelor de integrare sunt:
t=0 — {r:rg - {vr o :(i/)o. (13.65)
0=0, Vg =Vye =(r0),

b) In coordonate intrinseci (triedrul Frenet) ecuatiile diferentiale sunt:

.2
ma,=mi=YF.  ma,=m—=YF, maz=0=YF; (13.66)
Yo,

Legea vitezei si legea spatiului au forma:
v=v, =5=w(1) s =5(2) (13.67)
Conditiile initiale ale miscarii sunt:

S:SO
=0 — , (13.68)
v=vy=($)y
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13.2.2 Integrarea numerica a ecuatiilor de miscare

in mediile de programare pe calculator cu destinatiec matematici exista
rutine specializate pentru integrarea sistemelor de ecuatii diferentiale. Marea
majoritate a acestora au la baza metoda Runge-Kutta de ordinul IV. Fara a intra
in aspectele matematice specifice, se precizeaza ca prin algoritmul metodei se
rezolvd numeric orice sistem de ecuatii diferentiale de ordinul 1. Ecuatiile
diferentiale de ordin superior pot fi prelucrate si, prin introducerea unor ecuatii
intermediare, pot fi transformate 1n astfel de sisteme.

Data fiind simplitatea programarii precum si facilitatile grafice oferite, in
aplicatiile care urmeaza se va utiliza mediul de programare MATLAB orientat pe
operatiuni cu matrici.

Se considera un sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul I:

KJ./] :fl(tayla"'ayn)

). — t, i,
.yz fo(ty; V) (13.69)

yn :fn(t’yls"'ayn)
Se alcatuieste un vector linie y al variabilelor sistemului si un vector coloana
dery al derivatelor, respectiv al functiilor din membrul drept al acestui sistem™:

v [ fiy)]
y=ly v ow] (1370)  dery=|77 |- fZ(:t,y> (13.71)
A

Variabila independentd ¢ in raport cu care sunt definite derivatele (in majoritatea
aplicatiilor din Dinamica aceasta este timpul) va capata in timpul integrarii un sir
de valor1 discrete, cuprinse intre extremele #,,;,, $1 #;ax » valori care vor fi depuse
intr-un vector coloana t. Operatiunea de integrare numericd este apelatd in
programul general printr-o instructiune avand forma **:
[t,y]=o0de45(' func ,timp,y0) (13.72)

In aceastd instructiune ode45 este denumirea functiei din biblioteca MATLAB
care va face integrarea. Argumentele acestei functii au urmatoarea semnificatie:

—‘func’ este denumirea atribuita unei file separate (de forma func.m) de tip
functie in care se vor calcula valorile derivatelor pe baza expresiilor din (13.71);
Aceasta fila va fi apelatd de ode45 pentru fiecare pas de integrare. Prima linie a
filei func.m va fi de forma:

functiondery = fund(t,y) (13.73)
in care argumentele de intrare si iesire au semnificatiile indicate mai sus.

*) Simbolizarea matricilor si vectorilor se va face in textul de fatd prin caractere “bold”.
**) Se prezintd forma cea mai simpli a acestei instructiuni.
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— timp =[tmin, tmax] este un vector linie care contine limitele intervalului
de integrare; numarul m de valori in acest interval se stabileste automat de catre
program in functie de anumiti parametri de acuratete impliciti;

— y0 este un vector linie care contine valorile inifiale, respectiv la ¢ le

min > &
variabilelor din y.

La terminarea integrarii se obtine vectorul t, care contine toate cele m
valori pe care la ia variabila independenta 1n intervalul dat, si o matrice y[m,n] cu
valorile corespondente ale solutiilor sistemului. Se observa ca aceasta matrice
este o extindere pe coloane a vectorului linie initial y din (13.70). Este evident ca
denumirile atribuite variabilelor din program sau filei func.m pot fi diferite de
cele expuse mai sus, fiind necesara insa respectarea sintaxei si a tipului vectorilor
mentionati.

13.2.3 Miscarea punctului material greu in vid

y Vo (m) Se considgré 1in p.u.nc‘E material de masé

m aruncat cu o vitezd initiald v, sub un unghi

G o fatda de orizontald intr-un mediu care nu

& opune nicio rezistentd la deplasarea acestuia,

9 >x cum ar fi, de exemplu, vidul. Se alege un

~ / , sistem de referintd cartezian cu originea in
Fig.13.8

punctul de lansare, avand axele dispuse in
modul aratat in fig.13.8. Singura fortd care actioneaza asupra punctului pe
traiectorie este greutatea proprie, astfel ca se pot scrie urmatoarele ecuatii
diferentiale ale miscarii:

mx =0 Xx=0
my=—-G=-mg — <y=-g (13.74)
mz =0 z=10

Se integreaza succesiv aceste ecuatii in raport cu timpul:

yo=%=C, x=Cjt+Cy
v,=y=-gt+C, — y=—§gt2+C2t+C5 (13.75)
v, =2=Cj z=Cst+Cy
Conditiile initiale, respectiv pozitia si viteza in punctul de lansare, sunt:
(vy)g =Vvycosa xp=0
=0 — (v,))=vysina V=0 (13.76)
(vz)p=0 z9=0

Se inlocuiesc aceste conditii in relatiile (13.75) si rezulta constantele de integrare:
{C 1 =Vycosa

. C3:C4:C5:C6:0 (1377)
C,=vysma
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Se introduc aceste valori in relatiile (13.75) si rezulta legea de miscare a
punctului pe traiectorie:

v, =V, cosa X =Vylcosa
X
. 1 .
v, =—gt+vysma (13.78) y:—Egt2+v0tsma (13.79)
v, =0 z= 0

Se observa ca traiectoria punctului material este continuta in planul vertical xOy;
ecuatia analiticd a acesteia se obtine eliminand timpul intre ecuatiile (13.79):

2
1 :
y:——g£—x j+v0s1na r o g -x2+x-tga(13.80)

2 \yycosa vy cosa ng cos’ &

2
Sub forma y=ax” +bx se v 4l v

recunoaste ecuatia unei parabole

cu axa de simetrie verticala,

R . o Y max B x
trecand prin punctul O (fig.13.9). S
Deoarece  coeficientul a<0, Xma | 2 p 3
concavitatea parabolei este in jos. = >
In punctul 4, in care se atinge Fig.13.9 VB

indltimea maximd, tangenta la traiectorie este orizontald; viteza, care are
intotdeauna directia tangentei, nu va avea proiectie pe directia verticala.
Vo sina

g

VAy:_gtA +Vosina:0 —> tA: (1381)

Rezulta in continuare coordonatele punctului 4:
2 2
X, =x(ty) :;—Osin2a (13.82) v, =Yy = (L) :;—Osinza (13.83)
g g

si viteza:
V4=V, =V)Cosa (13.84)
Distanta OB =x,,,. poartd numele de bdataie s1 se determind punand conditia
y=0:
to =0
—égt2+v0tsina=0 > 1§ _2ysina (13.85)
? g
Se observa ca ¢, =2¢, fapt care arata cd urcarea §i coborarea pe traiectorie au
aceeasi durata.

2
Xp=x, . =x(tz)=-Lsin2a (13.86)

Se observa deasemenea ca x, = 2x ,, confirmindu-se simetria parabolei. Pentru
viteza 1n punctul B se fac calculele:
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. —> (13.87)
Vg, =V, (tg) =—V,sina VBy
By = "y\'B 0 tgf=—=-tga (|fl=lal)
VBx
Viteza de impact este egald cu viteza initiala si unghiul de incidenta este egal cu
unghiul de lansare. Pentru cazul particular in care lansarea se face pe verticala
punctului O se va lua « = z/2; se gasesc urmatoarele rezultate mai importante:
vg 2v
2g g g

2 | 2
Vg =+|Va + Vg, =V
{VBX =V, cosa B Bx T "By — 70

Ymax

13.2.4 Miscarea punctului material greu in mediu rezistent

v Asupra unui punct material greu lansat in
I Vos R (m) conditiile aplicatiel precedente dar intr-un mediu
rezistent, de exemplu in aer, pe langa greutatea
o G proprie actioneaza si o fortda proportionala cu
0] )ﬁ viteza, In sens contrar acesteia:
Fig.13.10 G=-mgJ (13.89)

R =—kmv =—km(Xi +y J)
in care k este o constantd de proportionalitate avand dimensiunea [S_]] . Miscarea
va avea loc numai in planul xOy, astfel ca ecuatiile diferentiale vor fi:
{mﬁé:—kmic {5&+k5c=0 (1)
. : > 4. .
my = —kmy —mg V+hky=-g (2)
Cele doua ecuatii diferentiale, independente intre ele, se integrareaza separat.

Ecuatia (1) este o ecuatie diferentiala omogena de ordinul II cu coeficienti
constanti. Pentru integrare se alege o solutie de forma:

x=Ce" %0 x=Cre" X=Crle" (13.91)
Se fac inlocuirile in (1) si se gisesc radacinile ecuatiei caracteristice:

(13.90)

1’120

Ce" (P +kr)=0 >  rr+k)=0 > { (13.92)

ry=—
Cu observatia ca ¢’ = I, solutia ecuatiei (1) este:

x=Ce"" +Cye" =C,+Cye ™ (13.93)
in care C, s1 C, sunt constante de integrare.

Ecuatia (2), avand in partea dreaptd un termen liber diferit de 0, este o
ecuatie diferentiala neomogena de ordinul II cu coeficienti constanti. Solutia este:

Y=Yom T Vp (13.94)
in care y,, este solufia ecuatiei omogene; la aceasta se adaugd o solutie

particularda y, care trebuie sa verifice integral ecuatia neomogena.
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Ecuatia omogena are aceeasi forma cu (1) astfel ca solutia va fi:
Y, =C3+C,e ™ (13.95)
Solutia particulara trebuie sa fie de aceeasi forma cu termenul liber. Fara a intra

in detali1 teoretice, se alege pentru aceasta un polinom de variabila ¢, avand
gradul cu o unitate mai mic decat ordinul ecuatiei diferentiale:

y,=at+b —> y,=a —> y,=0 (13.96)
Coeficientii acestuia se determina prin identificare:
y,+ki,=—g — ka=-g — az—% b=0 (13.97)
Solutia particulard va avea in consecinta forma:
v, :—%t (13.98)
Solutiile sistemului de ecuatii diferentiale (13.90) vor fi:
x=C,+Cre ™ x=—C,ke™
— (13.99)
y=Cy+Cue ™ - % §=—C ke ™ —%
Cele 4 constante de integrare se determina punand conditiile initiale:
x=0 v, =(x)y) =Vvycosa
(=0 — g (.)0 o (13.100)
y=0 v, =(V)g =vysine
Efectuand calculele rezulta:
v 7 g
C,=-C,="cosa C;=-C,="sina+-> (13.101
1 2 I 3 4 k k2 ( )
Se nlocuiesc aceste constante Tn (13.99) si se gaseste legea de miscare:
X = %(I—e_kt)cosa
; g g (13.102)
=~ |vysina+S |(I-e™)-=¢
Y I ( 0 i )( ) I
V,=X= voe_kt cosa
13.103)
. . g) k& (
v, =y=|ysina+=|e " —=
y Y ( 0 kj k

Pentru stabilirea ecuatiei analitice a traiectoriei se elimina timpul ¢ intre
ecuatiile parametrice (13.102). Se fac urmatoarele explicitari:

Jme ok t:im( k x—]] (13.104)
V) COSx k \vycosa

si se obtine:

y=£tga+L}c+£h{— k x] (13.105)

kv, cosa k? vy cosa
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Se observa ca traiectoria admite o asimptota verticala (fig.13.11) pentru:

y Ve A asimplota Xo = %Ocosa (13.106)
valoare care anuleaza argu-
0 o B |C _mentul functiei logaritmice
\ (ln (0 =—o0). Pentru indlfi-
T \ mea maximid se pune
Fig.13.11 \ conditia v, =v,(14)=0;

! se determina:
—ihq(k—sma+1} (13.107)
kg
Se face inlocuirea in (13.102) si se obtine:
yA:ymax:v_osma gzh’l(msma+lj (13.108)
k k g

Extragerea timpului ¢ din ecuatia yz = y(¢5) =0 nu este posibila, astfel
incat nu se poate stabili o relatie analiticd explicitd pentru distanfa xz = X, S1
pentru viteza vg. Problema se poate rezolva pe cale numericd in conditiile
cunoasterii valorile parametrilor v,, &, k. Se dau valori succesive variabilei ¢,
pornind de exemplu de la 7, si se determind prin interpolare valoarea lui ¢
pentru care functia y = y(z) schimbd semnul. Cu valoarea astfel obtinutd se
calculeaza apoi x., $1 vg. Se pot face totusi unele observatii comparand

miscarea punctului material greu in mediu rezistent si in vid (cele doua traiectorii
au fost reprezentate in fig.13.11). Astfel, in mediul rezistent:

— timpul de urcare si cel de coborare sunt mai mici;

— indltimea maxima este mai redusa, bataia este mai scurta;

— viteza de impact v, este mai redusa;

—unghiul de incidentd £ este mai mare.
Pentru aruncarea pe verticald a unui punct material greu in mediu rezistent
se introduce in legea de miscare « =7z/2 si se gasesc relatiile:

1 g ki & . g - &
_1 n ]— —2 ¢ (13.109 —p= += -2 (13.110
y k("o kj( e ) A ( ) v=y (Vo X € 2 ( )

tA:im[@Q+q (13.111)
k g

_ _ Yo & kvy
yA—ymaX—k kzln(g ]] (13.112)
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Problema 13.1 Sa se compare traiectoriile descrise de un punct aruncat in

Date numerice: xy=10,y,=0,vy=60m/s,a=45°k = 0,05s_1

Rezolvare: Ecuatiile sistemului (13.90), stabilite pentru miscarea in mediu
rezistent, se dispun sub forma:

X =—kx

{ (13.113)

y=—ky-g
Pentru miscarea in vid vor fi utilizate aceleasi ecuatii in care se va lua k=0,
astfel ca se vor efectua doua operatiuni de integrare.

Variabila independenta este timpul. Intervalul ( ¢ ) se stabileste prin

min > tmax
incercari pentru a acoperi intreaga traiectorie.

Cele doua ecuatii diferentiale de ordinul II pot fi prelucrate rezultdnd un
sistem de patru ecuatii diferentiale de ordinul I. Se alcatuieste un vector z cu
variabilele acestui sistem si vectorul dery al derivatelor acestora. Pentru

claritatea expunerii vectorii linie z si z0 se transpun sub forma de coloana.

Z; X X X
2= 2|=|7 3114 dery=|"> |=| 7 (13.115)
Z3 X X —kx
124] V] V] | —kv-g]
Conditiile initiale sunt cele date de relatiile (13.100):
1T 0
0
0=|"" |- (13.116)
Vox vy cosa
Voy | Vo sina |

Dupa efectuarea fiecarei integrari se extrag din matricea z coloanele 7 si 2
care se depun in vectorii coloand xrez, yrez si respectiv xvid, yvid; acestia vor
servi apoi la trasarea traiectoriilor cu ajutorul functiilor gratice MATLAB. Pentru
comparatie, cele doud traiectorii vor fi reprezentate in cadrul aceleiasi diagrame
(fig.13.12).

Programul general este continut in fila P13 _1.m iar functiile de evaluare a
derivatelor sunt incluse in fila rezvid.m.

P13_1.m
% TRAIECTORIA PUNCTULUI MATERIAL % CONDITIILE INITIALE
% IN MEDIU REZISTENT SI IN VID x0=0; y0=0;
clear; close all; vOx=v0*cos(alfa);
global G K vOy=v0*sin(alfa);
% DATE NUMERICE z0=[x0, yO0, vOx, vOy];
G=9.80665; K=0.05; % INTEGRAREA PENTRU AER
v0=60; [t,z]=0de45('rezvid',timp,z0);
alfa=pi/4; xrez=z(:,1);
% INTERVALUL DE INTEGRARE yrez=z(:,2);
tmin=0; tmax=10; clear z;

timp=[tmin, tmax];
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% INTEGRAREA PENTRU VID aervid.m

K=0; function dery=rezvid(t,z)
[t,z]=ode45('rezvid',timp,z0); global G K

xvid=z(:,1); xp=z(3);

yvid=z(:,2); yp=2z(4);

% DIAGRAME xpp=-K*xp;
plot(xvid,yvid,-k',xaer,yaer,'-k'); ypp=-K*yp-G;

grid; axis equal;

dery=[xp; yp; Xpp; yppl;

tittle(TRAIECTORII PUNCT ARUNCAT");

TRAIECTORII PUNCT ARUNCAT

150

100

in mediu!
rezistent

7

50 _

e

N
i N\

-100

-150

0 50

100 150 200 250 300 350 400

Fig.13.12

13.2.5 Miscarea punctului material actionat de o forta centrala.
Cazul general.

A
4 (m)

wl

F

Fig.13.13

N
”
Y

Se considerd un punct material de masa m

actionat de o forta F al carei suport trece printr-un
punct fix O, numita forta centrala (fig.13.13). Se aplica
acestui punct material teorema momentului cinetic:

Kp=M,(F)=ixF=0 (13.117)

Rezulta ca tot timpul miscarii momentul cinetic al
punctului se conserva:

Ko=C=rxmv |-F (13.118)

unde C este o constanta vectoriala de forma:

C=Cji+C,yj+Csk (13.119)
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Se inmulteste relatia (13.118) scalar cu vectorul de pozitie 7 :

C-7F=(Fxmv)7F=0 (13.120)
deoarece la dreapta se afld un produs mixt cu doi termeni identici. Se dezvolta
produsul scalar al termenilor din partea stanga:

C]X+C2y+CSZ:0 (13121)
S-a obtinut ecuatia unui plan in coordonate r
carteziene, plan care trece prin punctul fix O. (m)

Rezulta de aici cd miscarea punctului material
actionat de o forta centrala se va efectua intr-un
plan care contine centrul acesteia. Pe baza
acestei demonstratii se utilizeaza in continuare
sistemul de coordonate polare, specific, dupa Fig.13.14
cum s-a mai aratat, miscarilor plane (fig.13.14).

Pornind de la ecuatiile generale (13.62) se scriu ecuatiile diferentiale ale
miscarii punctului pe directiile definite de versorii u,. $i iy :

F

P02 = F F-ro’=— (I
{m (F=r .)_ > m D (13.122)
m(rf+2i0)=0 FO+210=0 (2)
Se analizeaza mai intai ecuatia (2) care se inmulteste cu 7:
rrO+2ri0=0 — %(ﬁe’):o (13.123)
Se constatd cd termenul din paranteza este constant:
26 = C = const. (13.124)

In cap. 9.2.2, rel. 9.47, s-a definit viteza areolara drept variatia in raport cu timpul
a ariei acoperite de raza vectoare OP. Facand legatura intre relatii se obtine:

QzérzézéCzconst. (13.125)

Se deduce de aici cd sub actiunea unei forte

centrale punctul material se deplaseaza cu viteza A

areolara constanta, respectiv ca raza vectoare OP NI

"miturd" arii egale in intervale de timp egale. Pe &

traiectoria din fig.13.15 arcele AB si CD, sunt B

parcurse in acelasi interval de timp, ariile Fig.13.15

corespondente fiind egale. Lungimile arcelor si vitezele de parcurgere vor fi insa

diferite. Constanta C din relatia (13.124) poarta numele de constanta ariilor.
Ecuatia diferentialda (1) reprezintd o relatie intre r=r(t) s1 @=06(¢).

Identificarea traiectoriei in coordonate polare presupune gasirea unei relatii de
forma »=r(0) in care sd nu mai intervina variabila 7. In acest scop ea va fi

eliminata direct din ecuatia (1). Se extrage 0 din (13.124) si se inlocuieste in (1):

. C . C’ F
0=— (13.126) R (13.127)
r r m
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Se prelucreaza in continuare derivatele coordonatei polare 7:

jodr_dr ‘m:d”é:‘l”gziﬂzid(—%:—ci(i) (13.128)
dt dodt do 4o do, do \ r do\ r

d (5= drdo _ C d{ cd (zﬂz_gﬁ(zj (13.129)

i=—((F)z=——=——"—|—-C—| = L
dt do dt > do do\r 2 do’ \r
Se face inlocuirea in (13.127) si se ordoneaza relatia:

2 2 2 2 2
_C_d_(i)_c_zf RERED (1j+1: UERETS

r) ¥oom do*\r) r  mC?

Relatia (13.131) este cunoscuta in Mecanica sub denumirea de ecuatia lui Binet.
Integrarea ei pentru obtinerea traiectoriei se face in functie de forta aplicata
punctului material.

Problema 13.2 Un punct material de masa
este lansat din pozitia F,, situatd pe axa polara

i

v la distanfa 7, de polul O, cu viteza inifiala v,
P care face unghiul ¢, cu aceastd axa (fig.13.16).
Asupra punctului material actioneaza permanent
o forta de atractiec F' =const. Sa se determine
traiectoria punctului.
Date numerice :
o' n P ry=10m, vy=20mls, cy=45°,
Fig.13.16 m=2kg, F=-100 N
Rezolvare: Constanta ariilor C se poate evalua pornind de la relatia de
definitie (13.124):
C=r’0=r-rO=r-vy=(r),-(vy), =ryvysinay (13.132)
In ecuatia lui Binet (13.131) se introduc substitutiile:

1
u=— (13.133) A=———==const. (13.134)
r mC
Se obtine ecuatia diferentiala de ordinul II:
u”z—u+£2 (13.135)
u

in care variabila independentd 6 poate lua valori intervalul [0, ,0,,,, ]. Pentru
integrarea numerica (cap.13.1) se definesc vectorii

u; u u' u
uz{ }z{ } (13.136) dery{ "}:[—Wri] (13.137)
U, u u 2

Din relatia (13.128) se deduce:

i(l):_L N (13.138)
doé\ r C C
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Vectorul valorilor initiale, corespunzatoare pozitiei 0

in» SE 1nitializeazd cu

valorile variabilelor din momentul lansarii:

Up
uld=| (13.139)
Uy
in care:
1 ,__)o _ vpcosay
Uy =— (13.140) Uy =— =— (13.141)
¥y C C

Pentru a avea o imagine mai cuprinzatoare asupra traiectoriei se dau valori
variabilei independente € intre 0 si 4. Programul MATLAB este continut in fila
P13 _2.m iar functiile derivatelor in fila forcon.m. Diagrama r=r(¢) in

coordonate polare este prezentata in fig.13.17.

P13_2.m % CONDITIILE INITIALE
% PROBLEMA 13.2 u10=1/r0;
% PUNCTUL MATERIAL ACTIONAT DE O u20=-v0*cos(alfa0)/C;
% FORTA CONSTANTA u0=[u10, u20];
clear; close all; % INTEGEAREA
global A; [teta,u]=ode45('forcon',inter,u0);
% DATE NUMERICE % REZULTATE
r0=10; v0=20; r=1./u(:,1);
alfa0=pi/4; polar(teta,r);
m=2; F=-100;
% CONSTANTE forcon.m
C=r0*v0*sin(alfa0); function dery=forcon(t,z);
A=F/(m*C*C); global A;
% INTERVALUL DE INTEGRARE u=z(1);
tetamin=0; up=z(2);
tetamax=4+pi; upp=-u-A/(u*u);
inter=[tetamin, tetamax]; dery=[up; uppl;

180

270

Fig.13.17
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Problema 13.3  Un punct material de
_~"masi m este prins la extremitatea unui arc care
p are cealaltd extremitate fixatd in centrul O
(fig.13.18); constanta arcului este £. Punctul este
lansat dintr-o pozitie P, aflata pe axa polard cu

viteza initiald v, sisub unghiul ¢, ; in pozitia de
lansare arcul este relaxat si are lungimea 7, . Sa

se determine traiectoria punctului material.
0 o fp Date numerice:  m=5kg,ry=1m,
Fig.13.18 vo=0,5m/s,ay=45°, k=50 N/m
Rezolvare: Se procedeaza la fel ca in problema precedenta, cu exceptia definitiei
fortei care in acest caz este proportionala cu deformatia resortului:

F,=—k(r—r) (13.142)
Ecuatia lui Binet ia forma:
d? (1Y 1 k(r—n)r
= 02 13.143
do’ (r) r mC? ( )
Se introduc substitutiile:
u=i (13.144) A= > =const. (13.145)
r mC
si se obtine:
u”z—u+A(i3—r—02j (13.146)
u u

Aceasta ecuatie diferentiald se prelucreaza in modul urmator:

_| (13.147) dery= v = “'] T (13.148)
u= = . 0 .
u, u' u” _”+A(_3__2j

U u
Conditiile initiale sunt aceleasi ca in problema precedenta (rel.13.139 — 13.141)
iar variabila @ ia valori in intervalul (0, 27x). Programul MATLAB este continut
in fila P13_3.m 1ar functiile derivatelor in fila forel.m. Diagrama » =r(0) in

coordonate polare este prezentata in fig.13.19.

P13_3.m A=k/(m*C*C); % REZULTATE
% PROBLEMA 13.3 % INTERVALUL DE r=1./u(:,1);
% PUNCTUL MATERIAL INTEGRARE polar(teta,r);
% ACTIONAT DE O tetamin=0; tetamax=2pi;
% FORTA ELASTICA inter=[tetamin, tetamax]; forel.m
global A RO; % CONDITIILE INITIALE function dery=forel(t,z);
% DATE NUMERICE u10=1/RO0; global A RO;
m=>5; R0=1; u20=-v0*cos(alfa0)/C; u=z(1);
v0=0.5; alfaO=pi/4; init=[u10, u20]; up=z(2);
k=50; % INTEGEAREA upp=-u+A*(1/u-R0O)/(u*u);
% CONSTANTE [teta,u]=ode45('forel',inter,init);  dery=[up; upp];

C=R0*v0*sin(alfa0);
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270

Fig.13.19

13.2.6...Miscarea punctului material sub actiunea fortei
de atractie universala.

Se alege polul sistemului de coordonate in centrul masei atractoare M
(fig.13.20) Asupra masei atrase m va actiona forta:

F:—fM—Zm (13.149) F
r r (m)
in care f=6,664-10""m’/(kg-s’) este (M) p
constanta atractiei universale. Se introduce \
aceasta forta in ecuatia lui Binet (13.131) si se o!
obtine ecuatia diferentiala: Fig.13.20
d? (1Y 1 fM
2_(_j+_:_f2 (13.150)
dg-\r) r C
Pentru o integrare comoda se face substitutia:
lzu — u”+u=f—j\24 (13.151)
r C
Solutia acestei ecuatii diferentiale de ordinul 1, neomogena, are forma generala:
U=y, +u, (13.152)
Ecuatia omogena:
u"+u=0 (13.153)

se integreaza alegind o solutie de forma:
u=ke 20 —> u'=kie* - u'=ki’eY (13.154)

......

k(P +1)=0 > FP+i=0 > A,,=%i (13155
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si rezulta forma intdia a solutiei ecuatiei omogene:

u,, = ke’ +k,e? (13.156)
in care k;, k, sunt constante de integrare complexe. Utilizand relatiile lui Euler:
e'? =cosf+isiné e % =cosf—isind (13.157)
se obtine:
u,, =k, +ky)cos@+i(k, —k,)sin& (13.158)
Se noteza in continuare:
A=k, +k, B=i(k;—k,) (13.159)
si se obtine forma a doua a solutiei ecuatiei omogene:
u,,, = Acos@+ Bsind (13.160)

in care 4 si B sunt noile constante de integrare reale. Existad si o a treia forma a
solutiei care se gaseste facand substitutiile:

A= Dcos6, B=Dsmg, (13.161)
in care D s1 ¢, sunt tot constante de integrare reale:
u,,, = D(cosf,cosf+sinf,smnb)= Dcos(é?— 6?0) (13.162)
D=+A’+B’ tgf, =B/ A (13.163)
Solutia particulara a ecuatiei diferentiale este:
_ /M _
u, —7—const. (13.164)

Se observd ca aceastd solutie verificd ecuatia (13.151). Pentru analiza care
urmeaza sunt utile urmatoarele forme ale solutiei ecuatiei diferentiale:

u=£=ACOSt9+BSinH+f—A24 (13.165)
r C

uzichos(9—00)+fi24 (13.166)
r C

a) Recunoasterea formei traiectoriei.
Relatia (13.166) se prelucreaza in modul urmator:

2
1 M p
' M B DC? :1+ecos(t9—¢90) (13.167)
7+DCOS(‘9—‘90) 1+ v cos(@—0,))
Expresia obtinuta, in care s-au introdus notatiile:
2 2 2
pzf—M (13.168) e:lj(; :;—M\/A2+B2 (13.169)

reprezintd ecuatia unei conice intr-un sistem de coordonate polare, la care polul
O coincide cu focarul conicei iar axa polard este axa ei de simetrie. Se poate
enunta concluzia ca sub actiunea unei forte centrale, un punct material se va
inscrie pe o traiectorie plana, curba respectiva apartinand familiei conicelor.
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Constantele de mai sus poarta denumirile: p — parametrul conicei, e —
excentricitatea conicei. Conicele se departajeaza intre ele prin valoarea
excentricitatii: e =0 pentru cerc, 0 <e <[ pentru elipsd, e = [ pentru parabola si
e > [ pentru hiperbola.

b) Analiza miscarii in functie de conditiile initiale.

In definirea excentricitatii (13.169) intrd constantele de integrare 4 si B.
Pentru determinarea lor se utilizeaza forma a doua a solutiei ecuatiei diferentiale:

i:Acosﬁ+Bsin6’+fM (13.170)

r ?
la care se adauga derivata el in raport cu
timpul:
~ L =—Asin@-6+Bcosd-0 (13.171)
r

Cu observatia ci r°0=C, aceasta se mai
poate scrie:

_%:—Asin6?+Bcos<9 (13.172)

Fig.13.21
Se considerd ca punctul material este lansat din pozitia £, aflat chiar pe axa

polard (fig.13.21), astfel ca se pot defini conditiile initiale:

r=r v, =(7)y) =vycosa
r:0_>{ 0 { oo (13.173)

0=0 |v,=(rb),=v,sina,
Pe baza acestora se poate face determinarea constantei ariilor:
C=r’0=("0),)=(r-r0), =ryv,sing, (13.174)
Se retine pentru nevoile demonstratiei si relatia:
sinotozL (13.175)
ToVo
Se introduc conditiile initiale in relatiile (13.170) si (13.172)
1 M
LM (LM Az_(__f;_zj
7
o R N ! (13.176)
Y0°%% g |B=-Y0|1-sin’q, g2 Yo 1
C C C2 72
0

In continuare se utilizeaza aceste constante de integrare in relatia (13.169) a
excentricitatii si, efectuand calculele, se obtine relatia finala:

2 2
o= V2= [1+-C v§—2fM (13.177)
Se poate observa cd valoarea excentricitdfii depinde de valoarea vitezei de
lansare v, . Astfel, pentru:
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2fM

)

{2 M . . <
Vo = / —> e=1 — traiectoria este o parabola,
"o

2fM

)

vy < — e<l — traiectoria este o elipsa,

- e>1 — traiectoria este o hiperbola.

V0>

Din relatia (13.177) nu se poate stabili conditia ca traiectoria sa fie
circulara. Pentru aceasta se poate folosi direct ecuatia (13.150) de la care s-a
pornit analiza, in care se introduc conditiile specifice unei miscari circulare —
raza constantd (7 =, = const ) si viteza perpendiculara pe raza (o =) = 7/2):

2
(1|, L_/M  1_/M_IM (13.178)
ao\n ) 1  C? no C v,
in care s-a luat:
C = YoV sinao =1V (13179)

Se gaseste viteza:

vy = /J;—OM (13.180)

Se observa ca daca se introduce aceasta valoare
in relatia (13.177) se obtine excentricitatea e </,
fapt explicabil prin aceea ca cercul reprezinta un
caz particular al elipsei. 7
¢) Calculul vitezelor cosmice. g /
In conditiile in care masa atractoare M este Fig.13.22
masa Pamantului iar masa atrasd m apartine unui
obiect sau vehicul lansat in spatiul extraterestru,
vitezele determinate mai sus poartd numele de
viteze cosmice. Calculul lor este usor de efectuat
daca se pune in evidenta faptul ca la nivelul
suprafetei terestre forta de atractie universala se
manifesta prin greutatea corpurilor:

M
mngR—;n > fM=gR®  (13.181) |

parabola

V)

R % h
— 2 .
in care & =9,8Im/s este acceleratia gravita- _
tionald iar R =6370km este raza Pamantului. Fig.13.23
Prima viteza cosmica, numitd s1 viteza de satelizare i notatd v;, este

viteza minima necesara inscrierii unui obiect lansat in spatiul extraterestru pe o
traiectorie ciclica in jurul Pamantului. Corespunzator acesteia traiectoria va fi
circulara (fig.13.22). Considerand cad lansarea se face la o indlfime /# deasupra
Pamantului, din relatia (13.180) se deduce:
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M /
v, = = =\/gR =7,91km/ 13.182
! \/ro R+h R+ V8 e ( )

In mod practic 7 << R si poate fi neglijat. Daca viteza de lansare este mai mica
decat v, atunci punctul parcurge un arc de elipsa revenind la suprafata terestra.
A doua viteza cosmica, notatd v,, este viteza minima necesara pentru ca

mobilul sd se inscrie pe o traiectorie neciclicd, respectiv sd@ nu mai revind in
spatiul din proximitatea Pamantului. Aceastda viteza corespunde unei traiectorii
parabolice pentru care e =/ (fig.13.23). Conform analizei de mai Tnainte:

2fM

)

v, = —y,N2=112km/s (13.183)
Prezentarea comparativa a traiectoriilor

unui mobil lansat din acelasi punct dar cu 5}0” f?)d)a

viteze initiale diferite, este data in fig.13.24. 02
A treia viteza cosmica, notata v;, se

hiperbold
(VO > Vz)

defineste ca fiind viteza cu care ar trebui
lansat un mobil direct de pe suprafata terestra,
in sensul de rotatie al Pamantului, astfel incat
mobilul sa se inscrie pe o traiectorie de
parasire a sistemului solar. Analiza efectuata
mai sus poate f1 extinsa la nivelul sistemului
solar considerand ca traiectoria Pamantului in
jurul Soarelui este aproximativ circulara. Fig.13.24

Astfel, viteza necesara inscrierii pe o traiectorie parabolica in raport cu soarele se
obfine in mod analog viteze1 v, , pornind de aceastd data de la viteza Pamantului:

vo=vpr2  (13.184) vpzﬁzwkm/s (13.185)
unde Rp =151 0%km este raza traiecto-
riei Pdmantului in jurul Soarelui iar / Vp F v
T =365-24-3600 sec. este perioada de \ I__(‘m)
re.volu‘;i'e. Pe pogr‘gigni cpmparabile cu (M) R ,
dimensiunea  Pamantului se  poate

considera traiectoria rectilinie (fig.13.25). Fig.13.25

Deplasarea mobilului va avea loc in lungul axei polare suprapusa acestei portiuni
de traiectorie. Asupra lui va actiona atractia Pdmantului exprimata prin forta de
atractie universald, astfel ca ecuatia de miscare se integreaza in modul urmator:

——f— |2F — er—ZfM(——j > V= (')2:2fM+c

r
(13.186)
Constanta de integrare se determind observand ca pentru » —oo viteza relativa

este v=v, —vp. Rezulta legea vitezei relative a mobilului fata de Pamant:
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v=J2fM+(w—W@f (13.187)

In punctul de lansare v = v;, r=R, M = gR2 si rezulta:

vy =y 28R+ (vy —vp)? = 16,6km/s (13.188)

13.3 Dinamica punctului material supus la legaturi
13.3.1 Ecuatiile miscarii

Axioma legdturilor, enuntatd in Statica pentru punctul material, stipuleaza
ca orice legatura poate fi suprimata si inlocuitad prin forte corespunzatoare, acesta
putand fi tratat in continuare ca si cum ar fi liber. In aceasta situatie, pe langa
fortele exterioare date, asupra punctului material vor actiona si fortele de legatura
(reactiunile). Teoremele generale demonstrate in cap.13.1.4 se completeaza dupa
cum urmeaza:

H=F+F, (13.189)
Ko =Mo(F)+Mg(Fi) (13.190)
dE =dL+dLy, (13.191)

Ecuatiile scalare care se obtin prin utilizarea diferitelor sisteme de
coordonate vor avea ca necunoscute, pe langa legea de miscare, si reactiunile din
partea legaturilor. Dacd legaturile sunt cu frecare, la ecuatiile scalare mentionate
se adaugi si relatia de definitie a fortei de frecare de alunecare”:

F =uN (13.192)

Pentru rezolvarea problemelor de Dinamica se contureaza doud metode:

— metoda impulsului, bazata pe teorema impulsului si pe cea a momentului
cinetic, care permite o rezolvare integrald prin determinarea atat a legii de
miscare cat si a reactiunilor;

— metoda energiei, bazatda pe teorema energiei cinetice, care permite
determinarea numai a legii de miscare; completarea rezolvarii, respectiv calculul
reactiunilor, se face apeland la ecuatiile metodei impulsului.

Se reamintesc din Statica reactiunile specifice punctului material:

— punct material pe o suprafati - N dupd directia normalei la suprafata,

F; in planul tangent la suprafata, in sens invers migcarii;

— punct material pe o curbd - N intr-un plan normal la curba, F r pe

directia tangentei la curba, in sens invers miscarii;
— punct material suspendat de un fir - tensiunea 7 pe directia firului intins.

") Spre deosebire de Staticd, in Dinamica se preferd notarea fortei de frecare prin Ff .
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13.3.2 Miscarea pe planul inclinat

Un punct material de masa m este lansat pe un plan inclinat cu unghiul «
fata de orizontald; viteza initiala v, face unghiul £ cu baza planului (fig.13.26).

intre punctul material si suprafata planului inclinat exista frecare cu coeficientul
L. Se doreste stabilirea ecuatiilor diferentiale ale miscarii.
Aparent, miscarea acestui punct By
material este asemanatoare cu cea dintr-
un mediu rezistent (cap.13.2.4) unde s-a
considerat ca rezistena este variabild atat Vo (m)
ca marime cat si ca directie in functie de
vitezd. In cazul de fata insi, forta de B < x
frecare este constantd ca marime, numai -
directia ei este variabild odatad cu cea a Fig.13.26
vitezei. Pentru vectorul fortei de frecare se poate stabili relatia de definitie:

F, :—yNé (13.193)
in care viteza punctului in coordonatele carteziene din fig.13.27 este:
v=vi+v, j=xi+pj (13.194) 1V ]=y ()7 +()°  (13.195)

Pentru scrierea ecuatiilor diferentiale ale miscarii este suficienta utilizarea
teoremei impulsului:

H=ma=G+N+F; (13.196)

din care se obtin ecuatiile:

m)'c'z—,uN%

y
my = —yNTy|—Gsina (13.197)

|v
0=N—-Gcosa
Cu observatia cd G =mg aceste ecuatii devin: v
X F;
x:—ugcosaﬁ
X°+) i
o (13.198) Gsina
j}:—ygcosa%—gsina >
N Fig.13.27

Cele doua ecuatii diferentiale de ordinul II, neomogene, sunt cuplate intre ele.
Conditiile initiale sunt:

x=0 v, =X=v,cosf

tr=0 — —> . . (13.199)
y=0 v, =y=vysinf

Integrarea acestui sistem pentru a gasi o solutie analitica este dificila.
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In cazul particular in care aruncarea se face perpendicular pe baza planului
inclinat, x=x=X=0 si f=x/2. Relatiile (13.198) se reduc la o singura
ecuatie:

y=—g(sina+ ucosa -ﬁ):const. (13.200)
y

care se integreaza direct:
y=—-g(sinat ucosa)t+C,

£2 (13.201)
y= —g(sinair,ucosa)?+ Cit+C,

Cu conditiile mitiale y =0 s1 y =v, se gdsesc constantele de integrare C; = v,
st C, =0. Legea de miscare 1a binecunoscuta forma:

v=v,—g(sina* ucosa)t

(13.202)
y=vyt— ég(sina + ,ucosa)tz

in care semnul + se va lua la urcare iar — la coborare. Aceste relatii sunt valabile
pentru studiul pe portiuni al migcarii deoarece exista un punct de oprire dupa care
forta de frecare isi schimba sensul. In cazul unei miscari continue, urcare urmati
de coborare, trebuie integrata ecuatia (13.200).

Problema 13.4 Sa se integreze pe cale numerica ecuatiile de miscare ale
unui punct material pe un plan inclinat cu frecare in cazul general.
Date numerice:

Xg=0, yy=0,vy=5m/s, a=30°, B=60°,
u=0,2, g=9._80665
Rezolvare: Se noteaza constantele:

a=—lgcosa b=—-gsina (13.203)
astfel ca ecuatiile (13.198) vor lua o forma simplificata:
ax .. ay

X=—F— y=———+b (13.204)
/ e / %2457

Se transforma aceste doua ecuatii diferentiale cuplate de ordinul II intr-un sistem

de patru ecuatii de ordinul I care se integreaza numeric in modul descris in

cap.13.2.2. Se alcatuiesc vectorul solutiilor z s1 cel al derivatelor dery:

x
_Z]_ x| x| y
Z, Y y X

Z= = 13.205 dery = = : i 13.206
., . ( ) y F 4y’ ( )
z4] V] B Y ip
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Vectorul z0 va contine conditiile initiale (13.199):

z0

)

Yo

Vo

Vo

X

Y

X0
Yo

(13.207)
Vo cosf

_VO Sin,B_

Variabila independentd este timpul ¢ care va lua valori in intervalul 0...2 sec.
Dupa efectuarea integrarii numerice se extrag din matricea z coloanele / si
2 care vor contine valorile x(¢) s1 y(¢); cu acestea se traseazad o diagrama care va

reprezenta traiectoria punctului pe planul inclinat. Programul MATLAB este
continut in fila P13_4.m iar functiile de evaluare a derivatelor sunt incluse in fila
plan.m; diagrama este prezentata in fig.13.28.

P13_4.m
% PROBLEMA 13.4
% MISCAREA PE UN PLAN
% INCLINAT CU FRECARE
clear; close;
global A B;
% DATE NUMERICE
v0=5;
alfa=pi/6; beta=pi/3;
miu=0.2; g=9.80665;
% CONSTANTE
A=-miu*g*cos(alfa);
B=-g*sin(alfa);
% INTERVALUL DE INTEGRARE
tmin=0; tmax=2;
timp=[tmin, tmax];
% CONDITIILE INITIALE
x0=0; y0=0;
vOx=v0*cos(beta);
vOy=v0*sin(beta);
z0=[x0, y0, vOx, vOy];

% INTEGEAREA

[t,zZ]=ode45('plan’,timp,z0);

% REZULTATE

x=z(:,1);

y=2(:,2);

plot(x,y); grid;

title(TRAIECTORIA PE PLANUL INCLINAT");

plan.m

function dery=plan(t,z);
global A B;

Xp=2(3);

yp=2z(4);
v=sqrt(xp*xp+yp*yp);
Xpp=A*xp/v;
ypp=A*yp/v+B;
dery=[xp; yp; xpp; yppl;

TRAIECTORIA PE PLANUL INCLINAT

-0.5

-1.5

0.5
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Fig.13.28
13.3.3 Pendulul sferic

Un punct material de masa

m este suspendat la extremitatea
|0 X unui fir de lungime / avand cealalta
y s
M,

~ extremitate in punctul fix O. Daca
firul rdmane permanent intins,
traiectoriile descrise de punct sunt
continute pe suprafata unei sfere
cu centrul in O si raza egala cu
lungimea firului. Pentru pozitio-
narea pendulului, sistemul de axe
cartezian se dispune in modul

vz aratat in fig.13.29.
Miscarea pendulului pe sfera
Fig.13.29 poate fi studiatd mai comod daca

prin punctul P se duc doud plane
mobile perpendiculare unul pe celalalt — un plan meridian vertical care face
unghiul ¢ cu planul fix xOz si un plan orizontal. In planul vertical firul
pendulului face unghiul @ cu axa Oz. Unghiurile @ si 6 sunt alese drept
parametri pozitionali independenti ai pendulului.

Pentru stabilirea ecuatiilor diferentiale ale miscarii se considera adecvata
raportarea parametrilor cinematici (viteza si acceleratia) precum si a fortelor la
un triedru mobil cu originea in punctul P; axa p a acestuia trece prin punctul de
suspendare O iar axele n si ¢ sunt tangente la cercurile rezultate din intersectarea
sferei cu cele doua plane mentionate mai sus. Se observa ca viteza punctului P va
fi continuta in planul tangent la sfera determinat de directiile # si ¢.

Pentru determinarea proiectiilor vitezei si acceleratiei pe axele acestui
triedru este mai comod sd se calculeze mai intai expresiile lor in coordonate
cilindrice (cap.9.2.3) notate in acest caz r,¢,z, in care:

r=0ON=MP=I[sn6f z=0M =I[cosf (13.208)
In aceste coordonate vitezele
ﬁ r N Lo=M S, sunt:

v, =1r=I[ 0cosd
Vo =r¢=Ilpsmn6  (13.209)
v, =2=-10sin0
In fig.13.30 aceste viteze sunt
reprezentate  in sensurile lor

pozitive. Pornind de la aceeste
Fig.13.30 relatii se determina proiectiile pe
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axele locale p,n,t:
v, =—v,cosf0—v,.snf=0
v, =—v,_sin@+v, cosd =10 (13.210)
Vv, =V, =lpsnl=r¢
In coordonatele cilindrice 7,9, z
)ﬁ acceleratiile au expresiile :

a, =F—r¢’ =—107 sin0+
+16cosf—1¢p” sind

a,=r@+2i¢p=1¢sing+
+216¢ cosb

a, =%=-107 cosd—10sino

Fig.13.31 (13.211)

In fig.13.31 aceste viteze sunt reprezentate in sensurile lor pozitive. In
coordonatele locale p,n,t proiectiile acceleratiei sunt:

-

a,=-a,cosf—a,snd= 10° +1¢p” sin’ 0

a, =—a,sin@+a,cosd =10 —1¢p’ sinfcosb (13.212)

a, =a, =1¢sin0+ 210pcosd

a) Miscarea pendulului sferic in mediu nerezistent

Fortele aplicate pendulului sunt greutatea G si tensiunea din fir T
(fig.13.29). Ambele forte sunt coplanare cu axa Oz si momentele lor fata de
aceasta sunt nule. Drept urmare, momentul cinetic al pendulului fatd de aceasta
axa se conserva:

K.=YM_.=0 — K_=const. (13.213)
Se reaminteste ca, prin definitie, momentul cinetic reprezinta momentul
vectorului impuls fatd de un punct sau fata de o axa. Impulsul masei m va fi:

H=mv=mv,+mv,=H,+H, (13.214)
Componenta H, =mv, este coplanard cu axa Oz si nu va da moment fati de
aceasta. In consecinta:

K. =r-mv, :m(FZ(b):mC:const. (13.215)
Cu notatia specificad aplicatiei se poate recunoaste prin analogie Tn expresia:
C:ngb:const. (13.216)

constanta ariilor definitd in cap.13.2.5. Se poate deduce ca proiectia in planul
orizontal Oxy a pendulul sferic se roteste cu viteza areolara constanta.

Valoarea constantei ariilor se poate deduce din conditiile intiale, respectiv
din momentul lansarii pendulului sferic:
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C=(ro-r)y=(v,), Isinf, (13.217)

Din relatia (13.216) se pot pune in evidentd derivatele in raport cu timpul
ale unghiului ¢ care vor depinde atat de constanta C cat si de unghiul &

. C C g 2C cosl
go—rz WIS, (13.218) Q= 7 i g 6 (13.219)
S-a obtinut astfel prima ecuatie diferentiald a migcarii pendulului sferic.

Pentru a obtine a doua ecuatie este mai simplu sa se apeleaze in cazul de
fata la metoda energiei, bazata pe teorema energiei cinetice sub forma:
dE dL
dt dt
In aceasta relatie energia cinetica intr-o pozitie oarecare este:

E= ém& :ém(vf +v7) =§m[(19)2 +(Isin@-9)?]  (13.221)

dE =dL (13.220)

Se inlocuieste ¢ cu (13.218) si se deriveaza expresia obtinutd in raport cu
timpul:

(13.222)
dt 7 sin’@

Dintre cele doua forte aplicate pendulului, numai greutatea da lucru mecanic
deoarece deplasarea dupa directia tensiunii este nuld daca firul este intins. Lucrul
mecanic elementar al greutatii, {indnd cont si de sensul axei Oz, este:

2
d—E:mﬂé(é—C—- Cosgj

dL=mg-dz=mg-d(lcos@)=—mglsnO-dO (13.223)
Se obtine pentru derivata in raport cu timpul a lucrului mecanic expresia:
%z—mglsin@-é (13.224)

Se fac inlocuirile in (13.220) si se obtine cea de a doua ecuatie diferentiald a
miscarii pendulului sferic:

)=~ .~ _S5inb (13.225)

Integrarea sistemului format din ecuatiile diferentiale de ordinul II (13.219) si
(13.225) in vederea gasirii solutiilor ¢ =@(¢) s1 @ =6(t) este posibila numai pe
cale numerica. Se poate observa ca in ambele ecuatii diferentiale nu intervine
masa m a pendulului si deci nu influenteaza miscarea acestuia.

Se poate pune in evidenta faptul cad ecuatia (13.225) se poate integra numai
partial pe cale analitica; astfel, daca se inmulteste aceasta ecuatie cu 20, se
obtine prin integrare:

2
€ L 122 04 (13.226)
[ sin“@ [

Constanta de integrare C; se determind punand conditiile initiale:

6 =
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(=0 — (0),=0,, (©),= (Vf)O (13.227)
Tinand cont s1 de expresia (13.217) a constantei C se ob‘;lne.

), (v )i _2g v, 2g
C, = cosl, =—+~—-—"2cosl 13.228
1 12 12 l 0 12 l 0 ( )

in care v, este viteza inifiald a pendulului. Inlocuind in (13.226) se determina:

2 2
ézi\/v—g— C4 : .]2 +28 (cos0—cost,) (13.229)
I 1" sin“0 !

Aceastd ecuatie diferentiala de ordinul I nu se poate integra in continuare pe cale
analitica.

Aparent, miscarea pendulului sferic s-ar putea studia prin integrarea
numerica a sistemului de ecuatii diferentiale de ordinul I format din ecuatiile
(13.218) 51 (13.229). Dificultatea se datoreaza in special formei patratice a vitezei

vy, forma care altereaza conditiile initiale. Relatia (13.229) este totusi utila la

determinarea tensiunii in firul pendulului sferic.
Tensiunea din firul pendulului se poate calcula proiectand relatia specifica
metodei impulsului pe directia firului (fig.13.31, a):

ma , =T —mg cosd (13.230)
Se inlocuieste a, cu expresia din (13.212) si rezultd pentru tensiune relatia:
T =ml (0° + ¢? sin” ) + mg cosd (13.231)

Daca in aceasta relatie se inlocuiesc in continuare ¢ s1 @ cu expresiile obt{inute

mai Tnainte se obtine:
mVZ
T:TMmg(scose—zcoseo) (13.232)

Trebuie facuta observatia ca atunci cand firul pendulului este intins,
tensiunea este pozitiva. Daca in timpul miscarii ea devine negativa, se deduce ca
firul nu mai este intins iar ecuatiile diferentiale ale miscarii, stabilite mai sus, nu
mai sunt valabile; pendulul isi continua miscarea ca un punct material liber actio-
nat numai de greutate iar parametrii cinematici din momentul in care tensiunea a

Fata de tratarea analitica clasica prezentata mai sus, ecuatiile dlferen‘;iale
ale miscarii pendulului sferic pot fi obtinute cu mai multd usurintd prin utilizarea
metodei impulsului. Se proiecteaza pe axele p,t,n relatia vectoriala specifica:

ma, =T —GcosO
a=G+T (12.233) ma, =—Gsiné (13.234)
ma, =0
Tinand cont de relatiile (13.212), se obtine:
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m(16° +1¢? sin’ @) =T — mg cosd
m(10 - 1¢? sin@cosh) = —mgsin (13.235)
m(1psin@ + 210¢p cosf) =0

Din aceste relatii se expliciteaza ecuatiile diferentiale ale miscarii:

é:((pzcosﬁ—%)siné? (13.236)
@ =—20¢ ctg0 (13.237)

si relatia pentru calculul tensiunii in firul pendulului:
T =mi (6% + ¢ sin’ 0) + mg cos O (13.238)

b) Miscarea pendulului sferic in mediu rezistent
Rezistenta mediului se concreti-
zeaza printr-o fortd care este proportionala

yo,
cu viteza de deplasare, are directia ei si ﬂ
este indreptatd in sens invers acesteia. In
relatia de definitie : Y

\

\ /¥

R =—kmv (13.239)
constanta k [s '] este un factor de
proportionalitate. La pendulul sferic viteza
este confinutad 1n planul tangent determinat
de directiile ¢ s1 n, astfel ca proiectiile ei pe
axele locale p,t,n (fig.13.32) vor fi:

R,=0
R, =—kmv, = —kml0 (13.240)
R, =—kmv, = —kmlpsin 0

n

Pentru stabilirea ecuatiilor de miscare se utilizeaza metoda impulsului. Relatia
vectoriala:

ma=G+T+R (13.241)
se proiecteaza pe axele p,t,n si, tindnd cont de relatiile (13.212), se obtine:

m(16° +1¢? sin’ ) =T — mg cosd
m(16 —1¢? sin@cosO) = —kml6 — mgsin & (13.242)
m(Ipsin @ + 21 0¢ cosO) = —kmlpsin O
Din aceste relatii se expliciteaza ecuatiile diferentiale ale miscarii:
é:((pzcosﬁ—%)siné?—ké’ (13.243)

@ =—20pctgd — ko (13.244)
si relatia pentru calculul tensiunii in firul pendulului:
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T =ml (67 + ¢’ sin” 0) +mg cosd (13.245)
Se observa ca forma relatia pentru calculul tensiunii in fir este aceeasi ca si in
cazul miscarii n mediu nerezistent.
Integrarea celor doua ecuatii diferentiale ale miscarii este posibilda numai
pe cale numerica.

13.3.4 Pendulul matematic v

Pendulul matematic poate fi tratat drept un 0

caz particular al pendulului sferic, in care
miscarea are loc intr-un plan vertical fix. Daca in
demonstratia din capitolul precedent se introduce
@ =const., atunct ¢=¢p=0, v,=0, a,=0,

C =0 si relatiile (13.225), (13.229) devin: v

é:—%sme (13.246)

: 2 P,
O=w== \/‘;—g+27g(cosl9—cosl90) (13.247)

Fig.13.33

S-a notat prin @ viteza unghiulara a miscarii circulare a pendulului. Relatia
(13.231) pentru calculul tensiunii devine:

T =ml 6° +mg cos6 (13.248)
Relatia (13.232) is1 pastreaza forma:
2
T:mli+mg(3cos9—2cos90) (13.249)

cu observatia ca din calculul vitezei initiale v, lipseste componenta v, .

Pendulul matematic poate fi studiat intr-un mod elegant si prip aplicarea
metodei impulsului intr-un sistem de coordonate Frenet (fig.13.33). In cazul in
care miscarea acestuia are loc intr-un mediu care nu opune rezistentd la
deplasare, se obtin cu usurintd relatiile de mai sus. Coordonata intrinseca este
lungimea arcului de cerc fata de pozitia de echilibru a pendulului:

s=arcPyP=10 $=10 §=10 (13.250)
Centrul de curbura al traiectoriei este punctul de suspendare O iar raza de curbura
este lungimea firului pendulului, respectiv p=1.

Daca migcarea pendulului are loc intr-un mediu rezistent, pe langa fortele
G si T mai intervine si o fortd de rezistentd proportionala si coliniard cu viteza
pendulului, in sens invers acesteia:

R=—kmv — v=5§=10 — R=—kmlO (13.251)
in care k este o constantd de proportionalitate. Se aplicd metoda impulsului pe
directiile 751 v:
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ma, =ms =Y F. ma, =m—=YF, (13.252)
Yo,
si rezulta ecuatiile diferentiale ale miscarii:
ml0 = —mg sin @ — kmlO 0+k0=-55in6 (1)
- — [ (13.253)
mif” =T —mgcosd T =ml6’ +mgcos® (2)

Legea de miscare & =46(t) se poate determina numai pe cale numerica
pornind de la ecuatia diferentialda a miscarii (1). Spre deosebire de celelalte
situatii analizate, in cazul de fatd nu se poate explicita 0 astfel ca tensiunea din
fir se va putea determina pe cale numerica cu ecuatia (2) odatd cu integrarea
ecuatiei de miscare.

Observatiile facute la pendulul sferic referitor la tensiunea in fir isi
pastreaza valabilitatea si in cazul pendulului matematic.

13.3.5 Micile oscilatii ale pendulului matematic

Un caz special este cel al micilor oscilatii ale pendulului matematic in jurul
pozitiei de echilibru in care valoarea maxima a unghiului @ este |6, . |=15..6°.

Pentru aceste valori se poate face aproximatia sind =& (in radiani) si ecuatia
diferentiala a miscarii va lua forma:

é:—%siné? > d+p%0=0 (13.254)
in care s-a introdus notatia:
pl=g/l (13.255)
Solutia acestei ecuatii diferentiale omogene de ordinul II este:
0=Asin(pt+¢) (13.256) 0 = Ap cos(pt + @) (13.257)

Se recunoaste o oscilatie armonicd sinusoidalda in care A este amplitudinea, ¢
este faza initiald iar p este pulsatia”. Pentru conditiile initiale:
(=0 — (0),=0,, &), ="70 (13.258)

se determina din relatiile de mai sus constantele de integrare:

2 2
A= Y| +07 = [X0 107 (13.259)
p! gl

Q= arctgpmo = arctg(@ \/Qj (13.260)

Vo Vo

") Pulsatia s-a notat prin p pentru a se evita confuzia cu viteza unghiulard @ a miscarii
circulare a pendulului; pentru miscarea oscilatorie a se vedea capitolul urmator.
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Din analiza relatiei (13.259) se deduce ca lansand pendulul din pozitia 6, fara
vitezd inifiald, amplitudinea va fi 4 =6, .

Punind conditia |A4| <|68,,,,. | se gaseste ca pentru a avea mici oscilatii
este necesar ca:

vy 1< gl(02, — 62) (13.261)

cu conditia evidentd ca |, |<|6,,,, |-

Problema 13.5 Sa se alcatuiasca un program general MATLAB pentru
studiul miscarii pendulului in conditiile analizei teoretice din capitolele
precedente.

Date numerice: m=1kg, [=1m, ¢, =0°, 6, =60°, (v,)yg=2m/s,
(v)g=—2m/s; k=0.18 s~

Rezolvare: Valorile initiale ale derivatelor unghiurilor ¢ si @ se stabilesc pornind
de la relatiile (13.210):

(@) =)o (13.262) 6), = o (13.263)
[sing, [

Se observa ca ecuatiile diferentiale:
6 = (¢ cosd —%)sin@ — kO (13.264)  G=-20pcte@—ko  (13.265)

stabilite pentru pendulul sferic, pot fi utilizate s1 pentru pendulul matematic daca
se impune conditia initiald (v, ), =0, astfel ca migcarea sd aiba loc numai intr-un

plan vertical. Aceleasi ecuatii pot fi utilizate si pentru miscarea in mediu
nerezistent punand conditia k=0. Pentru tensiunea in firul pendulului se
utilizeaza in toate situatiile relatia:

T =ml (0° + ¢ sin? 0) + mg cosO (13.266)

Pe baza ecuatiilor de mai sus se alcatuiesc vectorul solutiilor z si cel al
derivatelor dery:

z; 0 0 0
z=|2|=|%| (3267 dery=|?|=| , 7 1(13.268)
Z3 0 0 (p”cos@—g/l)—kO
z,| | 9] | | —20pctgf—ke |
Tinand cont de relatiile (13.262) si (13.263), vectorul conditiilor initiale va fi:
"9, - 9 -
0= 7 |= o (13.269)

(0)0 (v)o/!
(@) _(Vn )0/(1 sin ‘90)_
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Se observa ca nu are sens perechea de conditii nifiale 6, =0 si (v,), =0 care
conduce la o nedeterminare in cazul pendulului sferic. Variabila independenta
este timpul care ia valori intr-un interval [z, ,¢,,,. ] stabilit prin incercari.
Dupd efectuarea integrarii numerice se reprezinta traiectoria pendulului
proiectatd in plan orizontal in coordonatele polare » si ¢ (cap.13.3.3); se
reprezinta si proiectia traiectoriei in planul vertical xOz. Se utilizeaza relatiile:
r=1[1cosf X =rcosQ z=1[sinf (13.270)
Se reprezinta de asemenea diagramele @ =06(¢t) s1 T =T(¢). Pentru pendulul

matematic se reprezinta numai aceste doua diagrame.
Programul MATLAB este continut in fila P13 _5.m iar functiile de

evaluare a derivatelor sunt incluse in fila pendul.m.

P13_5.m

% PENDULUL SFERIC
clear; close all;
global K A;
g=9.80665;
% DATE NUMERICE
m=1; |=1;
fi0=0; teta0=60*pi/180;
vn0=2; vt0=-2; K=0.18;
% CONSTANTE
A=g/l;
% INTERVALUL DE INTEGRARE
tmin=0; tmax=10;
timp=[tmin, tmax];
% CONDITIILE INITIALE
tetap0=vtO/l;
if teta0==0

fip0=0;
else

fip0=vnO0/(I*sin(teta0));
end
z0=[teta0, fi0,tetap0, fip0];
% INTEGEAREA
[t,z]=ode45('pendul’,timp,z0);
% REZULTATE
teta=z(:,1);
fi=z(:,2);
tetap=z(:,3);
fip=z(:,4);
n=length(t);

a) Pendulul sferic in mediu nerezistent

fori=1:n
r(i)=I"sin(teta(i));
x(i)=r(i)*cos(fi(i));
zz(i)=-I"cos(teta(i));
T(i)=m*I*(tetap(i)*2+(fip(i)*sin(teta(i)))*2)

+m*g*cos(teta(i));

end

% GRAFICA

if vn0O~=0
figure(1); polar(-fi’,r);grid;
figure(2); plot(x,zz); grid;axis equal;
figure(3); plot(t,teta*180/pi); grid;
figure(4); plot(t,T);grid;

else
figure(1); plot(t,teta*180/pi);grid;
figure(2); plot(t,T);grid;

end

pendul.m
function dery=pendul(t,z);
global KA;
teta=z(1);
fi=z(2);
tetap=z(3);
fip=z(4);
tetapp=(fip*2*cos(teta)-A)*sin(teta)-K*tetap;
if teta==0
fipp=0;
else
fipp=-2*fip*tetap*cot(teta)-K*fip;
end
dery=[tetap; fip; tetapp; fipp];

(v, #0, k=0)
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Observatii:

— miscarea pendulului sferic in mediu nerezistent nu este limitata in timp;

— traiectoria sfericd a pendulului este continuta intre doud plane orizontale;
cotele acestora corespund limitelor superioard si inferioara ale unghiului 6
evidentiate in fig.13.36 (pe cale analitica aceste valori s-ar putea obtine punand
conditia @ =0 inrel.13.263 si cautand solutiile ecuatiei in intervalul 0,7 );

— tensiunea in firul pendulului (fig.13.37) oscileazd in antifaza cu unghiul
0, fiind maxima atunci cand acesta este minim.

b) Pendulul sferic in mediu rezistent (v, # 0,k #0)
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Observatii:

— miscarea pendulului sferic in mediu rezistent se amortizeaza in timp;

— amplitudinea oscilatiei n planul vertical descreste succesiv, pendulul
tinde asimptotic catre pozitia de echilibru verticala;

— tensiunea in firul pendulului oscileaza in antifaza cu unghiul € ; amplitu-
dinea tensiunii descreste succesiv, ajungand la limita sa fie egala cu greutatea mg
a masei pendulului.

c) Pendulul matematic in mediu nerezistent (v, =0,k=0)
80/\9 AT
A e A M
LA
ST S Il
0 |\ \VIKS\IVUV ARRARRRIN
80,5 5 10 15 9% 5 10 15

Fig.13.42 Fig.13.43

Observatii:
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— miscarea pendulului matematic in mediu nerezistent este o oscilatie
periodicd nearmonica, nelimitata in timp;

— tensiunea in fir este maxima pentru 0=0 , respectiv In pozitia verticala a
pendulului, $i minima in pozitiile extreme.

c) Pendulul matematic in mediu rezistent (v, =0,k #0)
N
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Fig.13.44 Fig.13.45

Observatii:

— miscarea pendulului in mediu rezistent este o oscilatie nearmonica care
se amortizeaza in timp; amplitudinea descreste asimptotic catre pozitia verticala
de echilibru;

— amplitudinea tensiunii in fir scade succesiv, la limitd fiind egala cu
greutatea mg a masei pendulului.
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14. DINAMICA MISCARII OSCILATORII A PUNCTULUI
MATERIAL

14.1 Generalitati

Miscarea oscilatorie a punctului material se studiaza de obicei intr-un
domeniu mai larg, acela al Vibratiilor Mecanice. Se considera utila introducerea
acestui capitol in contextul studiului dinamic general al punctului material, ca
aplicatie la stabilirea ecuatiilor diferentiale ale miscarii si la integrarea analitica si
numerica a acestora. Se vor trata numai oscilatiile liniare cu un grad de libertate
ale unei mase asimilabild unui punct material.

Oscilatorul reprezentat 1in k m)
fig.14.1 est dintr- a 7 |
1g.14.1 este compus dintr-o masa F,~—=|| F,
m, un arc spiral si un amortizor. O — —
Mentionam ca amortizorul este un 74 i | I : J F, O | |
dispozitiv constituit de obicei c TR |
dintr-un cilindru hidraulic la care .
fluidul poate trece de pe o parte pe Fig.14.1

alta a pistonului prin niste orificii practicate in acesta; rezistenta opusa la
deplasarea pistonului in cilindru este proportionala cu viteza lui.

Pentru studiu oscilatorul a fost dispus in pozitie orizontala, astfel incat
greutatea proprie a elementelor componente sa nu influenfeze miscarea.
Deplasarii rectilinii a masei m 1 se ataseaza o axa Ox cu originea 1n pozitia in care
arcul nu este intins sau comprimat. In cazul general, la o distantd x fatd de
origine, asupra masei actioneaza urmatoarele forte coliniare cu deplasarea: forta
elasticdi F, exercitatd de arc, rezistenfa F, opusda de amortizor, forta

perturbatoare [, avand o variatie armonica. Definitiile acestor forte sunt:
F,=—kx (14.1) F, =—cv=—cx (14.2) F,=Fycospt (14.3)

In aceste relatii k [N/m] este constanta arcului, ¢ [Ns/m] este constanta amortizo-

rului, F, [N] este amplitudinea fortei perturbatoare iar p [s_]] este pulsatia

acesteia ).
Teorema impulsului aplicata pe directia Ox are forma:
ma =F,+F, +F, - mx = —kx—cx + I cos pt (14.4)
Se imparte cu masa m §i se ordoneaza termenii dupd ordinul derivatelor:
5c'+2a5c+a)2x:qcospt (14.5)
in care s-au introdus notatiile:
F,
a=— (14.6) o= X a7 g=-L  (14.8)
2m m m

" In cadrul acestui capitol se vor nota prin p pulsatia fortei perturbatoare si prin @
pulsatia proprie a oscilatorului, in acord cu cele stabilite in cap.9.3.4 referitor la
cinematica oscilatiilor armonice
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Relatia (14.5) reprezinta o ecuatie diferentiald liniara (necunoscuta x si derivatele
el sunt la puterea intdia); prin integrarea ei se obtine legea de miscare a
oscilatorului.

Cu observatia ca w# (0, oscilatiile liniare ale punctului material se pot
clasifica in functie de constantele o si g dupa cum urmeaza:

a =0,q =0 — oscilatii libere fara amortizare;

a #0,q =0 — oscilatii libere cu amortizare;

a =0, g # 0 — oscilatii fortate fara amortizare;

a # 0, q # 0 — oscilatii fortate cu amortizare.

Ecuatiile diferentiale specifice fiecarui model de oscilatie pot fi obtinute
prin particularizarea ecuatiei generale (14.5). Solutia analiticd se poate evidentia
distinct 1n functie de tipul ecuatiei diferentiale obtinutd. Integrarea numerica se

poate face insa pornind de la cazul general si acordand constantelor o si g
valorile specificate mai sus.

14.2 Oscilatii libere fara amortizare

(m) Oscilatorul este reprezentat in fig.14.2.
2 k F, | Masa m este scoasa din pozitia de echilibru si
M ———este ldsatd sd se miste numai sub actiunea
7 v | fortei elastice. Ecuatia diferentiald a miscarii
este:
Fig.14.2 ita’x=0 (14.9)

Se recunoaste o ecuatie diferentiala omogend cu coeficienti constanti. Se
detaliaza in continuare modul de integrare analitica a acesteia.
Se alege o solutie avand forma si derivatele urmatoare:

x=Ce'" %0 x=Cre" X=Crle” (14.10)
Se fac inlocuirile in (14.9) si se determina radacinile ecuatiei caracteristice:
C"(P+a’)=0 — (F+&’)=0 — rn,=tiw (14.11)
Se obtine forma intdia a solutiei:
x=Cie'" +Cye" =Cie'” +Cre ™™ (14.12)

in care C; s1 C, sunt constante de integrare complexe. Relatiile lui Euler:

e’ =coswt +isinmt
. (14.13)
e =coswt—isinwt
permit sa se obtine forma a doua a solutiei:
x=(C;+C,)coswt+i(C;, —C,) smwt =acoswt +bsmwt (14.14)
incare a=C;+C, st b=i(C,—C,) sunt constante de integrare reale. Forma a
treia a solutiei se obtine facand mai sus inlocuirile a = Asing si b= Acosg:
x = A(sin@coswt +cospsinwt) = Asm(wt + @) (14.15)

v=x=Awcos(@t+ @) (14.16)
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A - . ~ - . . B A
Se recunoaste in aceastd ultimd forma o oscilatie armonicd”’ in care
termenii au fost definifi in cap.9.3.4. Se reaminteste cd A=x,, este

amplitudinea, @ =wr+¢ este faza oscilafiel 1ar ¢ este faza initiala. Marimea

@w=.k/m este o caracteristica constructivd a oscilatorului si este denumitad
pulsatia proprie a acestuia. Perioada si frecventa oscilatiilor:

T:2—7Z:27r\/% (14.17) rol L |k (14.18)

1) T 2z \m
sunt deasemenea niste caracteristici constructive ale oscilatorului.
Amplitudinea si faza initiala se determina din conditiile initiale:

X=X Xy = Asin B 2
t=0 — { Y — { 0 o, M4 \/x0+(v0/a)) (14.19)
(X)o = vy Vo = Awcosy @ = arctg(xym/vy)

Ilustrarea grafica a oscilatiei libere neamortizate este data in fig.14.3.
X, VA

<> ‘ ' ‘ ‘ d i
w

rj/4  Tj2  3r/4 T ST/4 3T)2

Daca oscilatorul functioneaza in pozitie verticald (fig.14.4), asupra masei
oscilante va actiona si greutatea proprie. Pornind de la ecuatia (14.4) se deduce
ecuatia diferentiald a miscarii:
ma=F,+G — my=—ky+mg — j+o’y=g(14.20) 7
Ecuatia obtinutd este neomogend astfel ca solutia este de
forma:

V=Yom*TVp (14.21) ly

Solutia ecuatiei omogene are forma (14.15), respectiv:

Vom = Asin(@t + @) (14.22) /

Pentru solutia particulara, care trebuie sa verifice ecuatia A

diferentiala (14.20), se alege un polinom de aproximare in (m)
variabila ¢, avand gradul cu o unitate mai mic decat ordinul

ecuatiei diferentiale:

yp=ait+tay —> y,=a; —> y=0 (14.23)

Qr"' mhq
<

Fig.14.4

") Se reaminteste cd o functie armonicd se exprima prin functiile trigonometrice sin sau
Cos.
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2 2
ypyto'y,=g — o (qt+a)=g -

N a; =0 N y—é—g—g—f (14.24)
aozg/wz P’ k k

In relatia obtinutid f = const. reprezinti deformatia statici a arcului sub actiunea
greutatii care se adaugd lungimii /, din starea netensionata (fig.14.4). Solutia
finald a ecuatiei diferentiale (14.20), respectiv:
y=Asin(ot+@)+ f (14.25)

pune in evidenta faptul ca, spre deosebire de pozitia orizontald analizatd mai
inainte, in pozitia verticald a oscilatorului oscilatia armonica este translatata cu f,
avand loc in jurul pozitiei deformate a resortului. In mod curent in aplicatii
constanta f este suprimata prin translatare originii oscilatiilor in aceasta pozitie.

Rezultatul acastei analize este valabil si pentru celelalte tipuri de oscilatii
studiate in continuare.

14.3 Oscilatii libere cu amortizare

k (m) F, ) Ecuatia  diferentiald a  miscarii

b — [ oscilatorului din fig.14.5 este:
W o i+2ax+w’x=0 (14.26)
) : -—

-+ Se recunoaste si In acest caz o ecuatie

¢ “ F, omogena cu coeficienti constanti pentru care
X | se alege deasemenea o solutie de forma
. 14.10) si se cautd radacinile ecuatiei
Fig.14.5 ( )- ; , !
caracteristice:
P +2ar+0’ =0 — ;»1’2:_051\/052_@2 (14.27)

Solutia generald a ecuatiei (14.26) diferd in functie de raportul dintre st @.
a) a <w (amortizare slaba). Ecuatia caracteristica are radacini complexe:

B=V&’ —a’ (14.28) r,=-—atiff (14.29)

Solutia generala va fi in acest caz:

x=Ce" +Cye” = Ce P! L CreaTP — o7 (Cle'P! + Cre P!y (14.30)
Expresia din parantezd are forma (14.12) a solutiei intdlnita la oscilatorul fara
amortizare; prin aceleasi prelucrari se pot obfine si celelalte doua forme:

x=e *(acosft+bsinft) (14.31) x=Ae ' sin(ft+¢)  (14.32)
In aceste relatii se recunoaste o oscilatie armonici de pulsatic £ a carei
amplitudine descreste in timp (fig.14.6). Intervalul dintre doud maxime succesive

ale oscilatie1, numit pseudoperioada, are expresia:
2r

T_27z_
P78 Jor—a?

(14.33)
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Fig.14.6
In fig.14.6 se poate observa ci pentru amplitudinile succesive se pot trasa
doua curbe infasuratoare a caror ecuatie analiticd este de forma:

D(t)=+Ade™*! (14.34)
Acestea sunt curbe exponentiale asimptotice la axa orizontald care ilustreaza
faptul ca amplitudinea oscilatiei tinde catre 0.
Raportul intre doud elongatii situate la interval de o perioada este constant:
x(t) Ae ' 'sin(Bt+) 1

_ e?raelB _
x(f+Tﬂ)_A a(t+T)Sm['B(t+ )+ o] a7 =e = const. (14.35)

Elongatiile, si in mod evident si amplitudinile, distantate prin I3 scad in

progresie geometricd. Exponentul 6=2za/f poartd numele de decrement
logaritmic.
Legea de migcare integrala a oscilatorului este:

{x=Aeatsin(,Bt+(p)

v=x=Ade *[-asin(Bt+p)+ Lcos(f1+¢)]
Pentru calculul constantelor de integrare 4 i ¢ se introduc in legea de miscare
conditiile initiale:

X=X x, = Asin
t=0 — { 0 —> {0 4 —

(14.36)

(X)g =V vy = A(—asim@+ fcosp)
2
A= |x} {Mj (14.37)
. I
Q= arctg(—ﬂ all )
VO +a x()
b) a = w (amortizare critica) In acest caz radicinile ecuatiei

caracteristice (14.27) sunt reale si egale:
n=r=r=—a (14.38)
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Din teoria ecuatiilor diferentiale se cunoaste ca in cazul unei ecuatii de ordinul »
la care ecuatia caracteristica are n radacini egale, solutia are forma generala:

n—1 kot y n—1 k
x=YCite =e"-YCpt (14.39)
k=0 k=0
in care C, sunt constante de integrare. In cazul analizat n=2 astfel cd solutia

ecuatiei (14.26) este:
X = e_m (CO + C]t)

v=x=e"[C,—a (Cy+C)]

Analiza acestor relatii pune in evidentd faptul cd oscilatorul are o miscare

neperiodicd. Pentru f=o0 prima relatie de mai sus prezintd o nedeterminare;

aceasta se rezolva aplicand procedeul cunoscut din Analiza Matematica (regula
lui 1 ' Hospital):

u Cy+Cjt ou C G

x=—=—"—o" & x, =lm—=lm —2-=—"2

v em t—>oV (> Oteat )

(14.40)

=0  (14.41)

N Se deduce pe aceasta cale ca elongatia
vy >0 tinde catre 0 odata cu cresterea timpului.

Legea de miscare a oscilatorului
i Vo = amortizat este ilustratd in fig.14.7 1in
X0 functie de pozifia si viteza initiala.

O \\M 7 Constantele de integrare C, s1 C;

se determina din conditiile initiale:

Fig.14.7
X=X x,=C, C)=x

t=0 — {70 5 70 s L0 (14.42)
(X)():VO VOZC]—aCO C1=v0+0(x0

c¢) o> @ (amortizare puternica) Radacinile ecuatiei caracteristice (14.27)
sunt reale si distincte, ambele fiind negative:

no,=—atNa’ -’ ==, (4,>0) (14.43)
Solutia ecuatiei diferentiale (14.26) are in cazul unei amortizari puternice forma:
X = Cle_’ilt + Cze_ﬂft
v=x=-4 Cle_;tft -4, Cze_’bt

Miscarea oscilatorului este neperiodica, fiecare din aceste ecuatii reprezentand o
combinatie de doud exponentiale care tind asimptotic catre 0.
Constantele de integrare se determina din conditiile initiale:

(14.44)

c Vot Adx
- =C,+C )
z=0—>{x_ K —>{x" 1T 5 J 270 (14.45)
(X)g =V vg=-4C;—4,C, C _ Vet Ax
=020
2’2_11



288

In aceleasi conditii inifiale cele doua  ,, y
constante de integrare au semne

diferite; aceasta indica existenta unei X

diferente intre cele doud exponentiale, x| v, u

fapt care accentueaza rapiditatea L
\\/V/_—_‘

\

amortizarii. In fig.14.8 s-au 0,

reprezentat impreuna, pentru

comparatie, variatille In timp ale

elongatiei si vitezei oscilatorului liber Fig.14.8

puternic amortizat.

14.4 Oscilatii fortate fara amortizare

Miscarea oscilatorului din fig.14.9 (m)
este descrisd de ecuatia diferentiala neomo- % k - F, F,
geni: 1L S
X+ x=qcos pt (14.46) =
a carei solutie generala este de forma: .
X=X X, (14.47) Fig.14.9
Pentru solutia ecuatiei omogene se prefera forma a doua, respectiv:
X,,, =acoswt+bsinwt (14.48)

Solutia particulara are forma termenului liber:

L, =—Cpsinpt — i,=-Cp’cospt (14.49)

Din conditia ca aceasta sa verifice ecuatia (14.46) se determina constanta C:

x,=Ccospt — x

—szcospt+w2Ccospt:qcospt - C:% (14.50)
W —=p
Solutia generala a ecuatiei diferentiale si derivata acesteia vor fi:
x:acosa)t+bsina)t+%cospt (14.51)
W —p

. : qp :

X =—aosmot+bwcoswt ————;smn pt (14.52)
W —p

Pentru calculul constantelor de integrare a si b se considera cd in momentul
initial oscilatorul se afla in repaus 1n pozitia de echilibru:

x=0 a=——>5 5
t=0 —> , — W —p (14.53)
v=(x)y=0
b=0
Cu aceasta determinare solutia generald a ecuatiei de miscare devine:
x:%(cospt—cosa)t) (14.54)
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Se constata ca miscarea acestui model de oscilator se realizeazd prin
suprapunerea a doud oscilatii armonice:

— 0 oscilatie proprie de pulsatie o,

— o oscilatie fortata de pulsatie p.
Comportarea oscilatorului depinde de raportul dintre pulsatiile acestor oscilatii.

a) Cazul @ ((_ p — Cele doua pulsatii au valort mult diferite una fata de
cealalta. Amplitudinea comuna este constanta:

A=— fpz (14.55)
iar oscilatia proprie si cea fortata vor avea formele:
x,, = Acoswt (14.56) x, = Acos pt (14.57)
Perioadele oscilatiilor sunt:
T, _z (14.58) T, _z (14.59)
@ p

Se observa ca T, )T » - Compunerea celor doua oscilatii este ilustratd in

fig.14.10; se spune cd in acest caz oscilatia proprie este purtitoarea oscilatiei
fortate.

XA

M Sl

Fig.14.10
b) Cazul w)) p — Acest caz este analog celui prezentat mai sus, cu diferenta
ca de aceasta data oscilatia fortata este purtatoarea oscilatiei proprii.
c) Cazul o= p — Cele doua pulsatii sunt apropiate ca valoare dar nu sunt
egale. Prelucrand trigonometric relatia (14.54) se obtine:
2 . - . + : +
xX=— 1 5 sm(p wtj sm(p—wt] = A(t)-sm(p—wtj (14.60)
@ —p 2 2 2
Functia armonica:

0)2—p

reprezinta amplitudinea variabila a oscilatorului iar sinusoidele A(z) si — A(¢)

Aty =—24 ZSin(p;wtj (14.61)

sunt curbele infasuratoare ale oscilatiei efective reprezentata in fig.14.11.
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Se constata ca miscarea oscilatorului este compusa din intensificari si opriri
succesive, fenomen cunoscut in Mecanica sub denumirea de ,, batai”. Perioada

T, a acestora este jumdtate din cea a sinusoidel A(¢) si este mult mai mare decat
pseudoperioada 7 a oscilatiei propriuzise.

2-27zz2_7z (14.62) Tb:i-2-27r: 2
prto 2 p—w p—-w

T =

(14.63)

d) Cazul w = p — Facand inlocuirile in relatia (14.54) se obtine o
nedeterminare. Pentru Tnlaturarea acesteia se foloseste regula lui 1' Hospital cu
considerarea pulsatiei p drept variabila:

u _q(cospt—cosmt)

X=—
2 2
Y @ op . (14.64)
& x=lim L = lim —gismpt_ gt -sinwt = A(t)-sinwt
PO V' P — Zp 20
Se observa ca functia liniara:
Ay =9L (14.65)

2w
reprezintd amplitudinea variabild a oscilatorului iar dreptele A(z) si — A(r)

marginesc o miscare sinusoidala cu pulsatia proprie a acestuia (fig.14.12). Atunci
cand ¢t —oo s1 amplitudinea oscilatiilor A(z) — oo ; fenomenul este cunoscut in

Mecanica sub denumirea de ,, rezonanta”.

. /\\j/;)ﬁ/\/\/\/\/\ |
e

Fig.14.11
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14.5 Oscilatii fortate cu amortizare

Modelul acestui oscilator corespunde cazului general prezentat in fig.14.1
iar ecuatia diferentiala a miscarii este (14.5), respectiv:

5c'+2ow'c+a)2x:qcospt (14.66)
Solutia generala a acestei ecuatii neomogene este de forma:
X = Xop +X), (14.67)

Solutia x,, a ecuatiel omogene a fost analizata pe larg in cap.14.3 referitor
la oscilatiile libere cu amortizare; s-a ardtat ca forma acesteia depinde de raportul
intre pulsatia proprie @ si coeficientul o care caracterizeaza taria amortizarii. De
exemplu, pentru o amortizare slaba (cazul a < w) solutia amintitd are forma:

x,, = Age " sin(Bt+@p) (14.68)
in care [ este pulsatia oscilatiei proprii amortizate iar 4, si ¢, sunt amplitudinea
si, respectiv, faza initiala.

Pentru solutia particulara x, se alege intr-o prima etapa o expresie avand

p
forma armonica a termenului liber din ecuatia diferentiala (14.66):

x, =Cjcos pt+ C,sin pt (14.69)
Constantele C; si C, se determind din conditia ca x, sa verifice identitatea:

. . 2

X,+2ax,+0 x,=qcospt (14.70)

Se calculeaza derivatele:
i, =—C psin pt+C,pcos pt i,=-C;p’cospt—C,p’sinpt (14.71)
si se efectueaza inlocuirile:
(—C,p2 +2aC2p+C]a)2)COSpl+(—C2p2 —2aC1p+C2w2)sinpt = g cos pt
(14.72)

Din sistemul de ecuatii care se obtine prin egalarea coeficientilor functiilor
Cos pt sl sin pt , respectiv:

{ (&’ = p°)C;+2apC, =4 (14.73)
—20pC; +(o” —pZ)CZ =0
se determina:
o’ - p? 2
€= (@ £p2)2p+ lechz C;= (@ _pz?jz 10 (14.74)
Pentru aceeasi solutie particulara se poate alege si forma armonica:
x, = Acos(pt— @)= Acosgpcos pt+ Asm@sin pt (14.75)

Din echivalenta acestei forme cu (14.69) se deduc relatiile intre constante:
C, =Acosp C,=Asmng (14.76)
Solutia generald a ecuatiei diferentiale (14.66) va lua in final forma:
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X = Xpp +X, = Aye *"sin(Bt+q,)+ Acos(pt— ) (14.77)

Aceasta relatie aratd cd miscarea oscilatorului are loc prin suprapunerea a doua
oscilatii — o oscilatie proprie determinatd de caracteristicile constructive si o
oscilatie intretinuta datorata fortei perturbatoare. Oscilatia proprie se diminueaza
intr-un interval de timp relativ scurt, In functie de taria amortizarii, astfel ca
oscilatorul va ramine cu o miscare armonica cu pulsatia fortei perturbatoare:
x=Acos(pt—) (14.78)

Amplitudinea si faza initiala a acestei oscilatii se determina din relatiile (14.76):

A=C?+C? = 9 (14.79)

\/(wz—p2)2+40{2p2

2ap

C
tgp=—2=——— (14.80)
¢, o -p
Oscilatia fortatd cu amortizare este reprezentatd grafic in fig.14.12.
N

X Oscilatia proprie Oscilatia
tizata intrefinuta
\/ amortizala n re{mu a

WANIAWAWIWAWAWAWIWIWA
1A VYVVVVVVVY?

Fig.14.12

Problema 14.1 Sa se alcdtuiasca un program MATLAB pentru studiul
general al misgcarilor oscilatorii liniare, cu un grad de libertate.
Rezolvare: Ecuatia diferentiald generala (14.5) se pune sub forma:

X=-2ax-w’x+qcospt (14.81)
in care coeficientii:
a=c/2m @=.k/m qg=F,/m (14.82)

au semnificatiile indicate in cap.14.1 iar p este pulsatia fortei perturbatoare.
Vectorul solutiilor z si cel al derivatelor dery au urmatorul continut:

172 483) dery=|T |- y 14.84
r= z, "y (14.83) ey = ¥| |=2ax-w&’x+qcospt (14.84)

Vectorul conditiilor initiale z0 contine pozitia si viteza masei oscilante la 1 =0 :

Z0=|:()‘C)0:|E|:x0} (14.85)
(X)g Vo

Programul MATLAB este continut in fila P14 1.m iar functiile de
evaluare a derivatelor sunt incluse in fila vibr.m.
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P14_1.m
% OSCILATII LINIARE
clear; close all;
global OMP ALFAQ P
% DATE NUMERICE
m=1;
c=0;
k=100;
F0=0;
x0=0;
v0=0.5;
% CONSTANTE
OMP=k/m;
ALFA=0.5*c/m;
Q=FO0/m;
P=5;
% INTERVALUL DE INTEGRARE
tmin=0; tmax=5;
timp=[tmin, tmax];

vibr.m

% CONDITIILE INITIALE
z0=[x0,v0];
% INTEGEAREA

[t,z]=ode45('vibr',timp,z0);

x=z(:,1);

xp=z(:,2);

figure(1); plot(t,x);grid;
figure(2): plot(t,xp);grid;

function dery=vibr(t,z)
global OMP ALFA QP
x=z(1);

xp=z(2);

xpp=-2*ALFA*xp-OMP*x+Q*cos(P*t);

dery=[xp; xpp];

Acest program general poate fi rulat cu diferite date. In tabelul de mai jos
sunt date cateva seturi de valori numerice cu care pot fi puse in evidenta cele
patru tipuri de oscilatii analizate in cap.14.1.

Tabelul 14.1

Tipul oscilatiei m| k| c|F|P| x|V |tna
Oscilatia libera neamortizata 1 (100 0 | O | O | O 05| 5
Oscliatia liberd slqbé _ a<w | 1 (100105 0 | 0 | 0 [0,5] 20
cu amortizare criticd a=w | 1 (100120 0 | 0 | 0 |20 | 2
tare a>w | 1 (100040 0 | 0 | 0 | 20| 2
slaba allp | 1 [100 0 [100(100| O | O | I
Oscilatia fortata |tare ayp | 1 [100] 0 [100{100| 0 | 0 | 10
neamortizata  |cy bdtdi a=p | 1 (100 0 (100100 O | O | 15
rezonanta | @¢=p | 1 (100 0 100100 O | O | 10
Oscilatia fortata amortizata 1 [100)0,5(100|100| 0 | 0 | 15

Diagramele care se pot obtine cu aceste date sunt analoge celor prezentate

in capitolele 14.2 - 14.5.
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15. DINAMICA MISCARII RELATIVE A PUNCTULUI
MATERIAL

15.1 Generalitati

In cap.11 s-a studiat cinematica miscarii

. . . A z z P
compuse a punctului material. Se reamintesc in LA
continuare principalele definiri (fig.15.1): MA MR
— migcarea absoluta (MA) — punctul P Y
fata de sistemul de referinta fix SRF;
— miscarea relativa (MR) — punctul P fata
de sistemul de referintd mobil SRM; MT O SRM
— miscarea de transport (MT) — sistemul
de referin{d mobil SRM fata de cel fix SRF. 0, X
Corespunzator acestor miscari, pentru viteze si >y,
acceleratii au fost stabilite relatiile:
‘_)abs = ‘7;’ + ‘_)t . SRF
Ay =a,.+a, +a,, (15.1) ! Fig.15.1

67cor = 2(6{_)t X‘_)r)

in care v, sl a,, sunt viteza §i acceleratia miscarii absolute, v, si a, sunt

viteza s1 acceleratia migcarii relative, v, §1 @, sunt viteza si acceleratia migcarii
de transport; a_, este acceleratia Coriolis care exprima variafia ca directie a

vitezei relative v, datoratd vitezei unghiulare @, a miscarii de transport.

Daca asupra unui punct material de masa m actioneaza un sistem de forte
concurente, conform celui de al doilea principiu fundamental al Mecanicii
acestea vor imprima punctului o acceleratie proportionalda cu rezultanta
sistemului de forte pe directia si in sensul acesteia. In contextul unei miscari
compuse a punctului material trebuie facutd precizarea cd aceasta acceleratie se
referd la miscarea lui absoluta, respectiv fatd de sistemul de referinta fix. Relatia
corespunzatoare principiului mentionat va avea in acest caz forma:

In cazul unui punct material supus la legituri rezultanta R include atat fortele
date, direct aplicate, cat si fortele de legatura (reactiunile).

15.2 Ecuatia generala a miscarii relative

In multe aplicatii intereseazi miscarea punctului material in raport cu
sistemul de referintd mobil. Pentru determinarea acesteia se stabileste mai intai
ecuatia diferentiala generald a miscari relative, prin integrarea careia sd se poata
obtine legea miscarii relative, respectiv legea vitezei si legea spatiului. Tinand
cont de definirea acceleratiei absolute din (15.1), prima parte a relatia (15.2) se
mai poate scrie:
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ma, =ma,,, —ma, —ma,,, (15.3)
Se prelucreaza aceasta relatie dupa cum urmeaza:
ma,=R+F, +F (15.4)

cor

In aceasti relatie, pe langd rezultanta R a fortelor date, apar doua forte
complementare:

F, =-ma, (15.5) F

cor — —Ma

cor =—2m(, xv,)  (15.6)
numite forta de transport si, respectiv, forta Coriolis. Se observa ca forta
Coriolis este nuld atunci cand miscarea de transport este o translatie, respectiv

@, =0 ; aceasta mai este nula si in cazul particular in care vectorii @, si v, sunt

paraleli.
Relatia (15.4) se mai poate scrie:

mr=R+F +F, (15.7)

cor

cu precizarea ca in acest caz termenul 7 =a,

reprezinta
derivata locala a vectorului de pozitie al punctului P in
sistemul de referinta mobil SRM (fig.15.2), facandu-se
abstractie de miscarea acestui sistem in raport cu sistemul
de referinti fix”. Determinarea legii de miscare a
punctului material in raport cu SRM presupune integrarea

ecuatiei de mai sus pentru determinarea vitezei relative

r=v,. st a pozitiei r=r(z). Ca si In cazul miscarii

Fig.15.2 absolute (cap.13), din ecuatia vectorialda (15.7) se poate

obtine un sistem de ecuatii diferentiale scalare, a carui configuratie va depinde de
sistemul de referintd mobil utilizat (cartezian, polar,etc).

Dacd miscarea de transport este rectilinie s1 uniforma, atunci a, =0 s1

@, =0, ceea ce implicd F, =0 si F,,. =0 . Ecuatia (15.4) va lua forma:
ma, =R =Y F =may,, (15.8)
s1 migcarea relativa a punctului material fata de sistemul de

Rezultd cd a, =a,,
referintd mobil este identica cu cea fata de sistemul de referinta fix. Un sistem de
referintd mobil care se deplaseaza rectiliniu si uniform in raport cu un sistem fix,
poarta numele de sistem de referinta inertial.

Un alt caz special este cel in care miscarea relativa a punctului material

inceteaza; a, =0, v,=0 s1 F,,,

=0 . Din ecuatia (15.4) termenii care raman,
respectiv:

R+F =0 (15.9)
indica aparitia unei stari de echilibru. Punctul material ramane imobil in raport cu
sistemul de referintd mobil, dar continud sa se miste impreuna cu acesta. Aceasta

situatie este cunoscuta sub denumirea de repaus relativ.

" In cap.11 derivatele locale au fost notate prin Or/ot si respectiv 82r/ or’ pentru a fi
deosebite de cele absolute.
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Problema 15.1 Punctul material / se deplaseaza pe un plan inclinat mobil
2 sub actiunea greutatii proprii (fig.15.3). Sa se determine acceleratiile corpurilor.

Date: m;, m,, o

Cerute: a,, a,

Rezolvare: Corpul I are o migcare relativa
in raport cu sistemul de referintd mobil
atagat corpului 2 iar acesta are o miscare
absolutd 1n raport cu sistemul de referinta
fix. Ambele miscari sunt translatii
rectilinii. Acceleratia absoluta a corpului 2
este in acelasi timp acceleratie de transport
pentru corpul /. Acceleratia Coriolis a
corpului / este nuld (@, =0).

Pentru corpul / relatia generala
(15.4) ia forma vectoriala:
ma,. =G, +N+F, (15.10)
care se proiecteaza pe axele sistemului de
referintd mobil (fig.15.4):
{ml a,=F,cosa+G,sina

_ (15.11)
0=N;+F,sma—-G;cosx

in care G;=m;g st F,=m;a,. Pentru
corpul 2 se porneste de la o relatie de ~
forma (15.2) in care a;, =a, :
m,a,=G,+N,+N, (15.12)
Proiectand ecuatia pe axele sistemului de

RV

referintd fix (fig.15.5) se obtin relatiile: O vc>
—mya, =—N,sina ! = |]V =
2%t 1 (1513) (J’Zw 2
0:N2—N]COSC¥_G2
Fig.15.5

in care G, =m,g .
Se rezolva sistemul format din ecuatiile (15.11) si (15.13) in raport cu cele
doua acceleratii. Se obtine:

a, =—MESE . (15.14) a=— "1 o (15.15)

r m» . m» .
+m;sna +m;smna

sina sinx
Observatie: Aparitia unei acceleratii de transport ca urmare a alunecarii masei
aflate pe planul inclinat este vizibila, de exemplu, la descarcarea unei cantitati
mai mari de material, transportatd pe platforma basculantd cétre Tnapoi a unui
camion; 1intr-o astfel de situatie, pentru evitarea imprastierii nedorite a
materialului, deplasarea catre Tnainte a camionului se blocheaza cu ajutorul
sistemului de franare.
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15.3 Miscarea unei culise pe o bara oblica in rotatie

Sub actiunea greutatii proprii o culisd de
- masda m alunecad in lungul unei bare oblice
“inclinatd cu unghiul o fatd de o axd verticald
(fig.15.6); rotatia barei in jurul axei se efectueaza
cu o si & Intre culisd si bard existd frecare cu
coeficientul s
Miscarea relativa a culisei este o translatie
rectilinie a cdret lege x=ux(z) trebuie

determinata. Rotatia barei in jurul axei verticale
reprezinta pentru culisd migcarea de transport.

Sistemul de referinta mobil se alege cu axa
Ox in lungul barei, axa Oz perpendiculara pe
bara in planul vertical al acesteia; axa Oy,
perpendiculara pe planul barei, va fi orizontala.

Relatia fundamentald a dinamicii miscarii
relative are forma generala:

ma,=R+F,+F,, (15.16)

In relatie, pe langa rezultanta R a fortelor date,
apar cele doua forte complementare:

F, =-ma, (15.17)
E,, =-ma,, =-2m(@,xv,) (15.18)
YN in fig.15.17 sunt reprezentate acceleratiile culisei

— corespunzatoare migcarii compuse. Viteza rela-
\ tiva v, si acceleratia relativa @, sunt coliniare
ay cu bara OA si au sensul alunecarii culisei;
Ta scalarii acestor vectori sunt v,.=x $I a,=X.

, Pentru acceleratia de transport se poate scrie:
()z()il/ a A a,=a, +a/ (15.19)
/ Componentele se aflda in planul orizontal si au

Fig.15.17 sensurile determinate de @ si respectiv ¢ ; la
nivel scalar acestea se definesc prin relatiile:

a! =0’r=o’xsina a; =gr=¢gxsina (15.20)

Vectorul acceleratiei Coriolis:
A, =2(0xV,) (15.21)

este perpendicular pe planul format de vectorii @ si v,, continuti in planul
vertical al barei; sensul acestei acceleratii se determind aplicand regula surubului

drept la rotatia vectorului @ catre vectorul v, . La nivel scalar:

a,,, =20v.sma=2moxsna (15.22)

cor
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In fig.15.18 sunt reprezentate fortele
aplicate culisei; sensurile acestora corespund O
1

situatiei in care @ s1 &sunt pozitive (in sens
trigonometric). Relatia generald (15.16) are in
acest caz forma:

ma,=G+N+F; +F +F, (15.23) z

cor

Reactiunea normald N este confinutd intr-
un plan perpendiculara pe bara OA; ea se va )

descompune in componentele N, si N, . A

Forta de frecare Fy este coliniara cu bara

OA, 1n sens invers miscarii culisei; exceptand
starea de repaus relativ, marimea ei este:

Fy=uN (15.24)

2
‘.-2|

\

A
\
|

i

Tinand cont cd ea este indreptatd in sens invers
vitezei relative, pentru a acoperi toate situatiile, O =0,
aceasta forta se mai poate pune sub forma:

v, X
Fp=—puN— =—u N7 +N? - (15.25)

v, | | x|

I
Forta de transport are componente cores- Fig.15.18

punzatoare acceleratiilor normala si tangentiala:
I _ - -V —T _ TV |, T
F=-ma, =-ma, —ma, =F, +F,

La nivel scalar cele doua componente au expresiile:

FY =ma) =mo’xsina  (15.27) FF =mal =mexsina  (15.28)

Forta Coriolis, definitd prin relatia F,

or — cor »

F. ., =2moxsma

Ecuatia (15.23) se proiecteaza pe axele sistemului de referintda mobil Oxyz:

ma, =-Gcosa +F sina + F;

cor

! 0=N,-F/-F

0=N_,-Gsina—F cosa

Se fac inlocuirile conform analizei de mai sus si rezultd sistemul de ecuatii
diferentiale general prin integrarea caruia se poate determina atit legea de

1]

1

1
N

A |

/
/
/

\
/
 /

/ J—
1
1

cor

ma are forma scalara:

miscare a culisei pe bara cat si reactiunea normala prin componentele sale:

mx = —mgcosa+ma)2xsin2a—,u Nﬁ +NZ2 :

Ny =mexsma+2mwxsinag

N, = mgsina+ma)2xsinacosa

z
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Dupa cum se poate observa, cele trei ecuatii diferentiale sunt cuplate iar sistemul
este neliniar. Integrarea acestuia se poate face numai pe cale numerica.

Trebuie facuta observatia ca, in timpul integrarii, poate interveni situatia in
care v, =x=0, ceea ce introduce o nedeterminare in relatia (15.25) pentru
evaluarea fortei de frecare si In prima ecuatie a sistemului (15.31).

O prima cauzd a acestei situatii o poate constitui schimbarea de sens a
miscarii culisei si, implicit, a vitezei relative, situatie dependenta si de viteza
initiald cu care a fost lansatd culisa in lungul barei. In momentul schimbarii
sensului vitezei relative, forta de frecare isi schimba deasemenea sensul. Intr-o
astfel de sitvatie a, =x#0 si F, =0. Prima relatie (15.31) ia forma:

mx = —mg cosa +ma’xsin’ (15.32)

O a doua cauza poate proveni din intrarea culisei intr-o stare de repaus
relativ, cu sau fara frecare, cand miscarea culisei in raport cu bara Inceteaza, ea
continuand si se roteascd impreuni cu aceasta in jurul axei verticale. In cazul
repausului relativ cu frecare, forta de frecare existd dar are valoarea inferioara
celei din miscare.

Pentru a constata existenfa unui repaus relativ, in care si a,=x=0,

trebuie verificata conditia:
| Fp|< N7 +N? (15.34)
Tinand cont de relatiile (15.30), in care si F,

“or =0 (dependenta de v, ), aceasta

conditie va lua forma:

Gcosa—Ft‘/sina‘Sy\/(Ff)Z+(Gsina+E"c05a)2 (15.35)

Pornind de la aceastd relatie se poate face o analizd mai aprofundata
privind posibilitatea aparitiei repausului relativ cu frecare.

Daca se ridica la patrat relatia (15.35) si se inlocuiesc expresiile
componentelor fortei de transport si ale greutatii, se obtine o inecuatie de gradul
2 in variabila x, avand forma generala:

f(x)=ax’+bx+c<0 (15.36)

Introducand relatiile de definitie pentru G, F,” si F' si simplificand masa
culisei, se pot calcula expresiile coeficientilor functiei f(x):

a =sin’ a[a)4(sin2 o— ,uz cos’ a)— ,uzgz]

b=-2gw’(I1+ u’)sin’ acosa (15.37)

c= g2(0052 a—,u2 sin’ )
Se reaminteste ca ecuatia f(x)=0 reprezinta din punct de vedere al analizei
matematice o parabola (fig.15.19) si are radacinile de forma:

—b+\b’ —4ac
'x],Z = 2a (1538)
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Zona de pe bara in care culisa se afla in M (x)
echilibru cu frecare corespunde intervalului cuprins |
intre cele doua radacini ale ecuatiei f(x)=0. Acest
interval existd daca sunt 1indeplinite simultan
urmatoarele conditii:

_ adicinil : le si PR X, X
radacmile x; s1 x, sunt reale s1 pozitive; in , S

particular, daca numai x, >0, zona de echilibru .
este cuprinsd intre x =0 si x,;
—functia f(x) <0 intre radacini daca a >0 .
Pornind de la relatia de definitie a coeficientului

a din (15.37) se poate stabili o conditie cinematica
pentru existenta echilibrului relativ cu frecare:

%>i\/sin2a—yzcosza (15.39)
o M
precum si o conditie geometrica:

tga > u (15.40) Fig.15.20
Se poate face o paraleld intre echilibrul relativ cu frecare al culisei si
echilibrul cu frecare al unui punct material pe un plan inclinat, studiat in cap.5.
Astfel, intre cele doud pozitii limitd x; si x, existd o pozitie x, in care culisa se
afla in echilibru fara frecare. Valoarea acesteia se determina punand conditia:
Fy=Gcosa—F sina=0 (15.41)

Facand inlocuirile se obtine:

g cosa

o’ sin’ &
Aceeasi valoare se obtine daca, observand simetria parabolei din fig.15.19, se
calculeaza coordonata pentru care functia f(x) este minima, respectiv cea pentru

(15.42)

Xe:

care derivata de ordinul I se anuleaza:

fi=2ax,+b=0 — xe:—zi (15.43)
a

Facand inlocuirile coeficientilor si introducand =0, se gaseste relatia (15.42).
Se poate observa ca pozitia de echilibru fara frecare exista, respectiv
x, >0, numai dacd o <m/2. Daca rotatia barei este uniforma, o= const. si

pozitia de repaus relativ fara frecare este permanenta.
In cazul in care bara este orizontala, @ =7/2 si x, =0 ; in absenta frecarii

singura pozitie de echilibru este pe axa de rotatie.
Pentru unghiuri @ > 7 /2 nu exista o pozitie de echilibru fara frecare.

Zona in care exista echilibru cu frecare, delimitata de coordonatele x; si
X, , este dependentd de valorile parametrilor cinematici @ $1 ¢ . Daca in timpul

rotatiei barei coordonata curentd x se afla Tn afara acestei zone, starea de repaus
relativ a culisei Inceteaza.
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Problema 15.2 Sa se integreze ecuatiile miscarii relative a culisei pe bara
(15.30) considerand cd aceasta se roteste avand legea de miscare w=w, +¢&t.

Date numerice. _m=1kg, a=60°, u=0.25, wy=3.5 s,

8=0.4S_2, xp=1m, vy=—05m/s
Cerute: x,v,
Rezolvare: Se alcatuieste un vector u al solutiilor si un vector dery al derivatelor:

YL (15.44)  dery = iy (15.45)
u= = . = = . .
u, | |x Y= 5 (=Gcosa+Fsina+F;)/m
Vectorul conditiilor initiale u0 contine pozitia si viteza culisei pe bara la t =0 :
X X
O R R (15.46)
(X)o| Vo
Programul MATLAB care rezolvd problema propusda are urmatoarea
configuratie:
culisa.m % INTEGEAREA Ftt=M*att;
% MISCAREA RELATIVA [t,u]=ode45('deriv',timp,u0); Ftn=M*atn;
clear; close all; % REZULTATE Fcor=M*acor;
global M G OMO EPS x=u(:,1); Ny=Fcor+Ftt;
global CA SA MIU vrel=u(:,2); Nz=G*SA+Ftn*CA;
% DATE NUMERICE figure(1);plot(t,x); grid; N=sqrt(Ny*2+Nz"2);
M=1; OMO0=3.5; EPS=0.4; figure(2);plot(t,vrel); grid; if vrel~=0
alfa=pi/3; g=9.81; % MISCAREA RELATIVA
MIU=0.25; deriv.m Ff=-MIU*N*vrel/abs(vrel);
x0=1; v0=-0.5; function dery=deriv(t,u) arel=(-G*CA+Ftn*SA+Ff)/M;
% CONSTANTE global M G OMO EPS else
CA=cos(alfa); global CA SA MIU % REPAUS RELATIV
SA=sin(alfa); x=u(1); if abs(G*CA-Ftn*SA)<MIU*N
G=M*g; Xp=u(2); arel=0;
% INTERVALUL DE vrel=xp; else
% INTEGRARE om=0OMO+EPS*{; % PUNCT DE INTOARCERE
tmin=0; tmax=0.5; omp=om*"2; arel=(-G*CA+Ftn*SA)/M;
timp=[tmin, tmax]; r=x*SA; end;
% CONDITIILE INITIALE att=EPS"r; end;
u0=[x0,v0]; atn=omp*r; xXpp=arel;
acor=2*omp*vrel*SA; dery=[xp;xpp]J;

in fig.15.21 si 15.22 se prezinti diagramele obtinute pentru x si x=v, . Se
poate observa existenta unui punct de intoarcere a culisel.

112 DEPLASAREA CULISEI VITEZA RELATIVA
. 0.6

/
1.10 0.4
1.08 0.2 ——

//
1.06 0
1.04 0.2
1.02 0.4
1.00 0.6
\_/——//

0.98

70 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 -0'80 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50

Fig.15.21 Fig.15.22
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15.4 Miscarea unei particule pe suprafata interioara
a unui cilindru inclinat

O particula de masa m este lansatd pe suprafata interioara a unui cilindru
de razd R inclinat cu unghiul o fatd de orizontald; cilindrul se roteste in jurul
axet sale longitudinale dupa o lege de miscare datd ¢ = @(¢).

Intre particuld si suprafata cilindrului existi frecare de alunecare cu
coeficientul g

Pentru raportarea miscarilor absolute ale cilindrului si particulei, lansata

din pozitia F,, se alege un sistem de referinta fix Oxyz dispus ca in fig.15.23. in

acest sistem pozitia cilindrului este data prin unghiul de rotatie ¢ iar cea a
particulei prin unghiul 6 si deplasarea longitudinala z. Pozitia relativa a particulei
in raport cu cilindrul va fi cunoscutd prin unghiul ¢ — 6 si coordonata z. In
sectiunea cilindrului 1n care se afla particula la un moment dat, se introduce si
sistem de referintd local format din tangenta Pr si normala Pv.

Ecuatiille  miscarii
particulei pot fi
stabilite mai comod in
raport cu sistemul de
referinta fix. Directia si
sensul fortei de frecare P,
vor fi determinate insa
de viteza relativd v, a

Z
acestela In raport cu ”
suprafata  cilindrului.
Pentru stabilirea
acesteia se porneste de Fig.15.23
la relatia de legatura cu
viteza absolutd v, :
vV, =V, +, (15.47)
in care v, este viteza de transport imprimata de cilindru. Viteza absoluta:
Vv, =V, +V, (15.48)
are componentele evidentiate in fig.15.23. La nivel scalar:
v.=Rw,=RO v.=% v,=Ro=R¢ (15.49)
Rezulta pentru viteza relativa relatia vectoriala:
V=V, =V, =(V,=V,)+V,. =V, +V,. (15.50)
iar pentru componentele acesteia relatiile scalare:
v.. =R(@-w)  (15.51) v_=v. =z (15.52)
Cele doua componente sunt perpendiculare una pe cealalta, astfel ca:
v, |2 V2 +v2 = RZ(O— @) + 22 (15.53)

Acceleratia absoluta a particulei are dezvoltarea vectoriala:
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a,=a.+a,+a, (15.54)
Componentele acesteia, prezentate deasemenea in fig.15.23, au relatiile scalare:
a, =Re, = RO a, = Ra?’ = RO’ a, =% (15.55)

Ecuatia fundamentald a Dinamicii aplicatd miscarii particulei are forma
vectoriald generala:

ma,=G+N+F, (15.56)
Greutatea particulei se
descompune  dupa directiile
axelor locale (fig.15.24):
G=G+G. -
=G, +G,+G,
T La nivel scalar aceste compo-
nente au expresiile:

G, =—Gcosasinf

G, =—Gcosacosf (15.58)

Fig.15.24 G, =Gsna
Reactiunea N se afld integral pe directia normalei Pv. Forta de frecare

actioneza intr-un plan tangent la suprafata cilindrului. Daca particula se afla in
miscare, forta de frecare va avea directia vitezei relative si sensul invers acesteia:

(15.57)

— V. ,LIN _ _ — —
Fe=—uN—"—=— v, +v,)=F;,+F 15.59

1N T O e (122
Proiectiile pe axele locale ale fortei de frecare vor avea expresiile:

Fpy =N =y RO )
v, | JRZ(O—w)’ + 3’
_ (15.60)
v z
F,=—uN—=—uN-
fz H H :
v, | JR2(0-w) + 22
Proiectand ecuatia (15.56) pe axele locale se obtin ecuatii scalare:
ma, =G, +Fp ma, =G, + N ma, =G, +Fg, (15.61)

care au drept necunoscute coordonate pozitionale ale particulei in raport cu siste-
mul de referintd fix, respectiv 8 =6(t) si z=z(¢), precum si reactiunea normala

N care este si ea variabild in raport cu timpul prin intermediul unghiului 6. Se
inlocuiesc componentele acceleratiilor si cele ale fortelor prezentate mai inainte:

mR6 = —Gceosasing + Fy,
mRO’? = N — G cosa cosf (15.62)

mz=Gsina+ F,
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Acest sistem se prelucreaza in continuare pentru obtinerea explicitd a ecuatiilor
diferentiale ale miscarii particulei:

-

-1 . R(0 - o)
0 =——| Gecosasn@— uN - _
mR VR (6-w)? + 2

N = mR6O? + G cosacosd (15.63)

zZ= S Gsina — uN - s
m JR2(6-w)* +2°
Sub aceasta forma se evidentiaza faptul ca ecuatiile diferentiale ale sistemului
sunt neliniare s1 sunt cuplate intre ele. Integrarea lor in vederea determinarii legii
de miscare a particulei se poate face numai pe cale numerica.
In timpul integrarii poate interveni situatia in care N <0 ; aceasta indica
desprinderea particulei de pe suprafata cilindrului si continuarea liberda a miscarii

Situatia este posibila atunci cand cosé@ <0, respectiv daca 7/2<60<37/2 .

In enuntul aplicatiei si in tratare s-a considerat ci particula se lanseaza in
miscare pe la partea superioarda a cilindrului, unghiul de inclinare « al axei
acestuia fatd de orizontald fiind considerat pozitiv in sens invers trigonometric. In
aceste conditii functia cosa >0 si posibilitatea desprinderii mentionatd mai sus
este dependentd numai de valoarea unghiului 8. Daca inclinarea cilindrului este
inversa, unghiul o este negativ, functia sina <0 si acceleratia longitudinala a
particulei a,=Zz<0; daca a fost lansatd cu viteza initiald longitudinala

v, =z>0, particula is1 va modifica dupd un timp sensul de miscare revenind

catre pozitia de lansare.

Repausul relativ cu frecare al particulei se produce atunci cand cand
inceteazd migcarea relativa a acesteia in raport cu cilindrul, ea continuand sa se
roteasca Tmpreuna cu acesta. O prima condifie ar fi legatd de anularea vitezei
relative; din relatiile (15.51) si (15.52) se deduce ca aceasta are loc atunci cand

O=w si z=0. Aceasta conditie este necesard dar nu si suficienta deoarece
oprirea particulei poate corespunde momentului schimbarii sensului de miscare.
Ea trebuie extinsa si la derivatele de ordinul II care indica si Incetarea acceleratiel
relative. Astfel repausul relativ este asigurat dacdi @ =w=¢ si Z=0. Punand
aceste conditii in relatiile (15.62) acestea devin:

mRe =—-Gceosasind+ [,

mRw* = N — G cosacost (15.64)
0=Gsma+F,

z

Ca si 1n aplicatia din capitolul precedent, exista un domeniu de variatie al
unghiului @ in care particula se afla in repaus relativ fatd de cilindru. Pentru
identificarea acestuia se porneste de la conditia pe care trebuie sa o indeplineasca
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forta de frecare totald intr-o astfel de situatie, respectiv:

| Fpl<uN (15.65)
Componentele fortei de frecare sunt reciproc perpendiculare si in consecinta:
JEL +(Fe)’ <uN (15.66)

Se expliciteazd termenii inecuatiei cu expresiile corespondente extrase din
sistemul (15.64), respectiv:

Fy =mRe+mg cosa sin€
Fp=-mgsina (15.67)
N =mRw’ +mg cosa cosd

si, simplificand cu masa m, se formeaza inecuatia:

f(0)= \/(R8+gcosa sin@)? + (—gsina)’ — u(Rw’ + gcosacosd <0 (15.68)

35 Rezolvarea ecuatiei trigonometrice
3 f(@)=0 pe cale analitica este dificila;
25 raddcinile acesteia, pot fi insd determinate
2 pe cale numerica. Pentru un set de valori
15 @, € $1 p se traseazd curba f(#) pentru un
1 interval corespunzator de variatie al
0(')5 unghiului 6. Astfel, pentru w=0.8 st ,

e=0.1s"" st 1£=0.2 se obtine diagrama

-0.5
-05 -0.4 -03 02 01 0 01 02 03 04 05

‘ din fig.15.25. Curba de variatie este
Fig.15.25

simetricd si admite doud radacini egale si
de semn contrar.

Daca cele doua radacini ale ecuatiei sunt reale, atunci exista un interval
cuprins intre unghiurile €, si 6, in care particula se afld in repaus relativ cu

frecare. Pentru exemplul considerat cele doua radacini sunt 6, =—0./rad si
6, =0.1rad. Functia f(0) <0 in intrevalul cuprins intre aceste limite.

Valorile acestor pozitii extreme depind de coeficientul de frecare u si de
parametrii @ si € ai rotatiei cilindrului. Daca valoarea curenta a unghiului 6 se
afla intre cele doud limite particula se afla in repaus relativ cu frecare; miscarea
relativa reincepe atunci cand valoarea curentd a unghiului 6 se situeazad in afara
intervalului respectiv.

Problema 15.3 1In conditiile tratirii teoretice de mai inainte, s se integreze
ecuatiile miscarii particulei pe suprafata cilindrului, considerand cd acesta se
roteste avand legea de miscare w=aw), +¢&t .

Date numerice: R=0.25m,a=10°, ) = 0.8s~! ,E= 0257 ,m=02kg, u=0.1;

Intervalul de integrare: 0...5s . Conditiile initiale: 8, =0,6,=0,z,=0,%,=0.
Rezolvare: Pentru integrarea numericad a sistemului de ecuatii (15.62) se
alcatuieste un vector u al solutiilor si un vector dery al derivatelor:
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_l/l] | _9— 6 0
u 0 0 (-Gcosasm@+ F; )/mR
u=| ’|= (15.69) dery=| |= S (15.70)
U3 z Z zZ
uy | | 2] Z] | (Gsma+Fg)/m _
Vectorul conditiilor initiale u0 contine pozitia si viteza particuleila 1 =0:
w=l0, 6, z 2] (15.71)
Programul MATLAB are urmatoarea configuratie:
cilindru.m deriv.m
% MISCAREA RELATIVA A % INTERVALUL DE function dery=deriv(t,u);
PARTICULEI PE CILINDRU INTEGRARE global R M G1 GZ OMO EPS
clear; close all; tmin=0; tmax=5; CA SAMIU
globalR M G1 GZ OMO EPS timp=[tmin, tmax]; teta=u(1); tetap=u(2);
CA SA MIU % CONDITIILE INITIALE z=u(3); zp=u(4);
% DATE NUMERICE uO=[teta0,tetap0,z0,vz0]; ct=cos(teta);
R=0.25; % INTEGEAREA st=sin(teta);
M=0.2; [t,u]=ode45('deriv',timp,u0); om=0MO+EPS*t;
OMO0=0.8; EPS=0.2; teta=u(:,1); vrt=R*(tetap-om);
alfa=pi/18; tetap=u(:,2); Vrz=zp;
g=9.81; z=u(:,3); vr=sqrt(vrt*2+vrz"2);
MIU=0.1; zp=u(:,4); N=M*R*tetap”2+G1*ct;
teta0=0; tetap0=0; figure(1);plot(t,teta); grid; Fft=-MIU*N*vrt/vr;
z0=0; vz0=0; figure(2);plot(t,tetap); grid; Ffz=-MIU*N*vrz/vr;
% CONSTANTE figure(3);plot(t,z); grid; tetapp=(-G 1*st+Fft)/(M*R);
CA=cos(alfa); SA=sin(alfa); figure(4);plot(t,zp); grid; zpp=(GZ+Ffz)/M;
G=M*g; G1=G*CA; GZ=G*SA; dery=[tetap; tetapp; zp; zpp];
Diagramele obtinute prin rularea programului sunt prezentate in fig.15.26.
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