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PARTEA V-a   DINAMICA SOLIDULUI RIGID 

16.   MOMENTE DE INERŢIE MECANICE 

16.1   Generalităţi 
Pentru caracterizarea distribuţiei masei unui corp în raport cu un reper 

geometric (punct, axă, plan, etc.) se utilizează o mărime numită moment de inerţie 

mecanic; notaţia curentă utilizată pentru acest parametru masic este simbolul J, 
însoţit de indici referitori la reperul geometric respectiv.  În exprimarea curentă 
atributul “mecanic” se omite; el este totuşi necesar atunci când trebuie făcută 
deosebirea de momentul de inerţie geometric I al secţiunii unei bare (important în 
calculul de rezistenţă) sau de momentul rezultant iM  al forţelor de inerţie. 

Momentele de inerţie sunt utilizate la calculul parametrilor dinamici ai unui 
corp (momentul cinetic, energia cinetică) specifici mişcării de rotaţie a acestuia. 

Clasificarea momentelor de inerţie se face în 
funcţie de reperul geometric în raport cu care se 
calculează. Considerând, de exemplu, un punct material, 
momentul său de inerţie se obţine înmulţind masa 
acestuia cu pătratul distanţei la reperul respectiv 

(fig.16.1). Se deosebesc: 
– momentul de inerţie polar (fig.16.1, a): 

 2
O rmJ =  (16.1) 

în care r este distanţa la punctul de reper O; 

– momentul de inerţie axial (fig.16.1, b): 

 2mJ d=D  (16.2) 

în care d  reprezintă lungimea perpendicularei pe axa D ; 

– momentul de inerţie planar (fig.16.1, c): 

 2
P hmJ =)(  (16.3) 

în care h este distanţa la planul (P), măsurată pe 
perpendiculara coborâtă pe acesta; 

– momentul de inerţie centrifugal (fig.16.1, d): 

 21PP hhmJ
21
=),(  (16.4) 

în care 1h  şi 2h  sunt distanţele la două plane, de regulă 
perpendiculare între ele. 

Momentele de inerţie ale solidului rigid se determină în special pentru 
situaţia în care reperele geometrice menţionate aparţin unui sistem de referinţă 
cartezian. În locul masei punctului material se va considera o masă elementară dm 

din configuraţia corpului, prin m înţelegându-se în acest caz masa totală a acestuia 
(fig.16.2). Pentru masa elementară dm se calculează un moment de inerţie 
elementar dJ astfel că pentru întregul corp momentul de inerţie va fi: 

 ò=
)(m

dJJ  (16.5) 
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– momentul de inerţie polar faţă de originea O a 
sistemului de referinţă se va calcula cu relaţia generală: 

 òò ++==
)()(

)(
m

222

m

2
O dmzyxdmrJ  (16.6) 

în care OPr =  iar x,y,z sunt coordonatele masei elementare.  

– momentele de inerţie axiale faţă de Ox, Oy şi Oz se 

definesc prin relaţiile: 
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 (16.7) 

– momentele de inerţie planare au în acest caz expresiile: 

 òòò ===
)()()( m

2
zOx

m

2
yOz

m

2
xOy dmyJdmxJdmzJ  (16.8) 

– momentele de inerţie centrifugale au o notaţie simplificată: 

 òòò ===
)()()( m

zx

m

yz

m

xy dmzxJdmyzJdmxyJ  (16.9) 

Sunt evidente egalităţile: 
  xzzxzyyzyxxy JJJJJJ ===  (16.10) 

Momentele de inerţie mecanice sunt mărimi scalare pozitive; fac excepţie 
cele centrifugale care pot fi şi negative. Se poate observa cu uşurinţă că între 
momentele de inerţie ale unui corp tridimensional există următoarele relaţii: 

 )( zyxO JJJ
2

1
J ++=  (16.11) zOxyOzxOyO JJJJ ++=  (16.12) 

În cazul unei plăci plane, poziţionată într-un sistem 

de referinţă Oxy (fig.16.3), orice masă elementară are 
coordonata 0z = . Pentru momentele de inerţie relaţiile 
generale se stabilesc în acest caz particularizând 
expresiile stabilite pentru corpul tridimensional, după 
cum urmează: 

– momentul de inerţie polar: 

 òò +==
)()(

)(
m

22

m

2
O dmyxdmrJ  (16.13) 

– momentele de inerţie axiale: 

 òòò +===
)()()(

)(
m

22
z

m

2
y

m

2
x dmyxJdmxJdmyJ  (16.14) 

– momentele de inerţie planare: 

 òò ===
)()( m

2
zOx

m

2
yOzxOy dmyJdmxJ0J  (16.15) 
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– momentele de inerţie centrifugale: 

 ò ===
)(m

zxyzxy 0JJdmxyJ  (16.16) 

Şi în acest caz se poate pune în evidenţă o relaţie importantă între momentele 

de inerţie ale plăcii: 
 yxzO JJJJ +==  (16.17) 

Se deduce că momentul de inerţie polar al unei plăci este egal cu momentul de 
inerţie faţă de o axă perpendiculară pe placă în punctul respectiv; totodată, 
momentul de inerţie polar faţă de punctul de intersecţie al unor axe reciproc 

perpendiculare este egal cu suma momentelor de inerţie faţă de aceste axe. 
 

16.2   Variaţia momentelor de inerţie faţă de axe paralele 

 

Se consideră cunoscute momentele de inerţie 
ale unui corp faţă de un sistem de referinţă Oxyz; 

se determină, în funcţie de acestea, momentele de 
inerţie faţă de sistemul de referinţă 111 zyCx  cu 

originea în centrul său de masă şi ale cărui axe sunt 
paralele cu cele ale sistemului dat (fig.16.4). Între 
coordonatele masei elementare dm în cele două 
sisteme de referinţă există relaţiile: 
 czzbyyaxx 111 -=-=-=  (16.18) 

în care a, b, c sunt coordonatele punctului C în 
sistemul Oxyz. 

Pentru determinarea momentului de inerţie polar faţă de punctul C se 

procedează în modul următor: 

ò ò òòò

ò ò

---+++++=

=-+-+-=++=

)( )( )()()(

)( )(

)()(

])()()[()(

m m mm

222

m

222

m m

2222
1

2
1

2
1C

dmzc2dmyb2dmxa2dmcbadmzyx

dmczbyaxdmzyxJ

 (16.19) 

Pentru coordonatele centrului de masă C în sistemul Oxyz se cunosc relaţiile: 

 òòò ===
)()()( mmm

dmzmcdmymbdmxma  (16.20) 

Cu observaţia că 2222 OCcba =++  şi mdm
m

=ò
)(

 relaţia (16.19) ia forma: 

 2
OC OCmJJ -=  (16.21) 

În mod asemănător se procedează şi pentru momentele de inerţie axiale: 
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 (16.22) 
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Se notează prin 22
x cb +=d  distanţa dintre axele 1Ox  şi Cx şi, ţinând cont de 

observaţiile precedente referitoare la centrul de masă, relaţia (16.22) devine: 

 2
xx1x mJJ d-=  (16.23) 

În mod analog, 

 2
zz1z

2
yy1y mJJmJJ dd -=-=  (16.24) 

Pentru momentele de inerţie centrifugale se calculează: 

 
abmJdmxbdmyadmabdmxy

dmbyaxdmyxJ

xy

mmmm

mm

111y1x

-=--+=

=--==

òòòò

òò

)()()()(

)()(

))((

 (16.25) 

Celelalte momente de inerţie centrifugale sunt: 
 camJJbcmJJ zx1x1zyz1z1y -=-=  (16.26) 

Revenind asupra momentelor de inerţie axiale, se poate 
face o generalizare: 

 2
1 dmJJ += DD  (16.27) 

Această expresie, cunoscută în Mecanică sub denumirea de 
relaţia lui Steiner, precizează că momentul de inerţie mecanic 
faţă de o axă oarecare 1D  se poate calcula însumând momentul 

de inerţie faţă de o axă D , paralelă cu 1D  şi care trece prin 

centrul de masă al corpului, cu produsul dintre masa acestuia şi 
pătratul distanţei dintre cele două axe (fig.16.5). 

Relaţia (16.27) mai pune în evidenţă şi faptul că momentele de inerţie faţă de 
axe care trec prin centrul de masă al unui corp au valori minime. 
 

16.3   Variaţia momentelor de inerţie faţă de axe concurente 

 

Se consideră cunoscute momentele de inerţie axiale şi centrifugale ale unui 
corp faţă de axele unui sistem de referinţă Oxzy (fig.16.6); se cere să se determine 
momentul de inerţie axial faţă de o direcţie D  poziţionată în sistemul respectiv prin 
unghiurile directoare a, b, g. 

Se ataşează direcţiei D  un versor u  a cărui 
dezvoltare vectorială în funcţie de unghiurile 
directoare şi de versorii axelor de coordonate este: 
 kjiu gba coscoscos ++=  (16.28) 

Între cosinusurile directoare există relaţia: 

 1222 =++ gba coscoscos  (16.29) 

Momentul de inerţie axial faţă de direcţia D  
este definit prin relaţia generală: 

 ò=D
)(m

2dmJ d  (16.30) 
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în care d este lungimea perpendicularei pe direcţia D  dusă din punctul P(x,y,z) în 
care se află masa elementară dm. Din triunghiul dreptunghic OPM se deduce: 

 2222 OMOPPM -==d  (16.31) 

Pentru termenii acestei relaţii se pot face următoarele prelucrări: 

 )coscos)(cos(|| gba 22222222 zyxrOP ++++==  (16.32) 

 
gba

gba

coscoscos

)coscos(cos)(

zyx

kjikzjyixurrprOM

++=

=++×++=×== D  (16.33) 

Se fac înlocuirile în relaţia (16.31) şi se obţine: 

 
aggbba
gbad

coscoscoscoscoscos

cos)(cos)(cos)(

zx2yz2xy2

xzxyzy 2222222

---

-+++++=
 (16.34) 

Cu această determinare, momentul de inerţie faţă de direcţia D  devine: 

òòò

òòò

---

-+++++=D

)()()(

)()()(

coscoscoscoscoscos

)(cos)(cos)(cos

mmm

m

222

m
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m
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dmxzdmxzdmzyJ
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gba

 (16.35) 

Se recunosc în integralele din această expresie relaţiile de definiţie ale momentelor 
axiale şi centrifugale faţă de axele sistemului de referinţă Oxyz. Se obţine în final: 

 
aggbba

gba

coscoscoscoscoscos

coscoscos

zxyzxy

2
z

2
y

2
x

J2J2J2

JJJJ

---

++=D
 (16.36) 

Această relaţie poate fi pusă şi sub o formă matriceală: 
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J  (16.37) 

Folosind pentru notarea matricelor şi a vectorilor o simbolizare adecvată (în 
cazul de faţă prin caractere îngroşate – „bold”), relaţia de mai sus se poate scrie: 
 uJut=DJ  (16.38) 

în care s-au notat: 

 

ú
ú
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ù
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ê
ê
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é
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J  (16.39) 

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

=

g
b
a

cos

cos

cos

u  (16.40) 

Matricea J conţine toate momentele de inerţie axiale şi centrifugale; se observă că 
momentele axiale sunt dispuse pe diagonala principală iar cele centrifugale, luate 

cu semn schimbat, sunt dispuse simetric faţă de aceasta; s-a arătat mai înainte 
(rel.16.10) că momentele centrifugale cu aceiaşi indici sunt egale între ele. 
Matricea J se va numi în continuare matricea de inerţie a corpului faţă de sistemul 
de referinţă Oxyz. Elementele vectorului coloană u, corespunzător versorului u , 

sunt cosinusurile directoare ale direcţiei D; tu  este transpusa lui u (se reaminteşte 
că prin transpunere liniile unei matrici devin coloane iar coloanele devin linii). 
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16.4   Direcţii şi momente principale de inerţie 

 

Relaţia (16.36) pune în evidenţă faptul că momentul de inerţie DJ  faţă de o  

direcţie oarecare este o mărime variabilă în funcţie de cele trei unghiuri directoare 

a, b, g, respectiv în funcţie de cosinusurile acestora: 

 )cos,cos,(cos gbaDD = JJ  (16.41) 

Pentru aplicaţii este deosebit de importantă determinarea extremelor acestei funcţii, 
respectiv a valorilor maxime şi minime, precum şi a direcţiilor corespunzătoare 
acestor extreme. Se va utiliza în acest scop metoda multiplicatorilor lui Lagrange. 

Se alcătuieşte o funcţie auxiliară de forma: 

 lj+= DJΦ  (16.42) 

în care l este un multiplicator Lagrange. Ţinând cont de relaţia (16.29) dintre 
cosinusurile directoare, se notează: 

 01 222 =---= gbaj coscoscos  (16.43) 

Condiţiile de extrem pentru funcţia auxiliară F impun ca derivatele parţiale în 
raport cu fiecare din cele trei variabile să fie nule: 

 0
Φ

0
Φ

0
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=
¶
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¶
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)(cos)(cos)(cos gba
 (16.44) 

Prima din aceste derivate are expresia: 

 02J2J2J2
Φ

xzxyx =---=
¶
¶

algba
a

coscoscoscos
)(cos

 (16.45) 

În mod analog se fac calculele şi pentru celelalte două derivate. Se obţine un sistem 

de ecuaţii liniare omogene având ca necunoscute cosinusurile directoare: 
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 (16.46) 

Acest sistem poate fi pus sub forma matriceală: 
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 (16.47) 

Acelaşi sistem mai poate fi pus şi sub forma echivalentă: 
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 (16.48) 

care, ţinând cont de notaţiile simbolice din relaţiile (16.39) şi (16.40), se mai poate 
scrie concentrat: 

 uuJ l=  (16.49) 
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Cosinusurile directoare nu pot fi simultan toate nule astfel încât condiţia 
(16.47) este îndeplinită numai dacă determinantul coeficienţilor este nul. 
Dezvoltând acest determinat se obţine ecuaţia caracteristică de gradul 3 în 
parametrul l având forma generală: 

 0dcba 23 =+++ lll  (16.50) 

Rădăcinile acestei ecuaţii satisfac fiecare condiţia de anulare a valorii determinan-

tului. Fiind de natura unor momente de inerţie axiale, aceste rădăcini se vor nota: 
 332211 JJJ === lll  (16.51) 

Înlocuind succesiv aceste valori în sistemul (16.46) sau (16.47) se pot calcula trei 

seturi de cosinusuri directoare, fiecare set corespunzând uneia din direcţiile căutate. 
Astfel, pentru 1J=l  sistemul ia forma: 
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 (16.52) 

Prin rezolvarea acestuia se obţin cosinusurile directoare ale uneia dintre direcţiile 
căutate, notată în acest caz 1D . În mod analog, pentru 2J=l  şi 3J=l  se obţin 

cosinusurile directoare ale unor direcţii 2D  şi 3D . 

Cele trei direcţii 1D , 2D  şi 3D  se numesc direcţii principale de inerţie iar 

momentele 1J , 2J  şi 3J  se numesc  momente principale de inerţie. Valorile 

maximă şi respectiv minimă ale funcţiei DJ  se găsesc printre aceste valori. 
Se poate demonstra că cele trei direcţii principale de inerţie sunt reciproc 

perpendiculare. Demonstraţia se face mai comod apelând la cunostinţele de analiză 
matriceală. Astfel, fiecăreia dintre direcţii i se poate ataşa câte un versor: 
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 (16.53) 

Conform relaţiei (16.40), vectorii coloană corespunzători acestor versori sunt: 
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Luând, de exemplu, versorii 1u  şi 2u , aceştia vor fi perpendiculari dacă produsul 
lor scalar este nul, respectiv dacă: 

 
[ ]

0

uu

212121

2

2

2

11121

=++=

=
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

==×

ggbbaa

g
b
a

gba

coscoscoscoscoscos

cos

cos

cos

coscoscosu2u1t
 (16.55) 
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Pentru a demonstra nulitatea produsului scalar respectiv se particularizează 
mai întâi relaţia matriceală (16.49) pentru 1J=l  şi 2J=l : 

 u1u1J 1J=  (16.56) u2u2J 2J=  (16.57) 

Prima relaţie se înmulţeşte la stânga cu vectorul tu2  iar cea de a doua cu tu1 : 

 u1u2u1Ju2 tt 1J=  (16.58)  u2u1u2Ju1 tt 2J=  (16.59) 

În continuare se procedează la transpunerea relaţia (16.58). Trebuie făcută 
precizarea că matricea de inerţie J este simetrică şi în consecinţă JJt = . Se 

reaminteşte că la transpunerea unui produs de matrici ordinea acestora se 
inversează iar transpusa transpusei unei matrici este matricea respectivă. Se obţine: 
 u2u1u2Ju1 tt 1J=  (16.60) 

Comparând această relaţie cu (16.59) se constată egalitatea: 
 u2u1u2u1 tt 21 JJ =  (16.61) 

sau, trecând totul în partea stângă: 
 0JJ 21 =- u2u1t)(  (16.62) 

În cazul general 21 JJ ¹ , astfel că produsul scalar 0=u2u1t , ceea ce era de 

demonstrat în relaţia (16.55). În mod analog se poate demonstra că versorul 3u  este 

perpendicular pe 1u  şi 2u . Se confirmă astfel că direcţiile principale de inerţie sunt 
perpendiculare una pe cealaltă. 

Pe baza relaţiei generale (16.38) momentele principale de inerţie se pot 

exprima sub formă matriceală după cum urmează: 
 u3Ju3u2Ju2u1Ju1 ttt =º=º=º DDD 321

JJJJJJ 321  (16.63) 

S-a demonstrat mai sus că 0=u2u1t ; se deduce că partea stângă a relaţiei (16.59) 
este nulă. Generalizând această observaţie pentru toate produsele scalare dintre 
versorii 321 uuu ,  se deduc relaţiile matriceale: 
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===

===

u3Ju1u2Ju3u1Ju2
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ttt

ttt
 (16.64) 

 
Pornind de la matricea de inerţie J, calculată faţă de sistemul de referinţă dat 

Oxyz, se poate calcula o matrice de inerţie *
J faţă de un sistem de axe alcătuit din 

cele trei direcţii princpale de inerţie 1D , 2D  şi 3D . În acest scop se alcătuieşte o 
matrice de transformare U care va conţine cosinusurile directoare ale acestor axe 

faţă de cele iniţiale: 
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Relaţia matriceală de transformare se poate pune sub forma simblică: 

 UJUJ t
* =  (16.66) 

sau, sub forma detaliată: 
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Elementele matricii de inerţie *
J se obţin aplicând regulile de înmulţire matriceală. 

Astfel, ţinând cont de relaţiile (16.63) şi (16.64) elementele acesteia sunt: 
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În final, matricea de inerţie *
J  faţă de direcţiile principale de inerţie are o formă 

diagonală, elementele acesteia fiind tocmai momentele principale de inerţie: 

 

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

=

3

2

1

J00

0J0

00J
*

J  (16.69) 

Recapitulând cele demonstrate mai înainte, în cazul raportării corpului la un 

sistem de referinţă Oxzy oarecare, se pot pune în evidenţă câteva  concluzii: 
– există trei direcţii principale de inerţie, reciproc perpendiculare, concurente 

în originea O a sistemului de referinţă; 
– valorile extreme ale momentelor de inerţie axiale se află printre momentele 

principale de inerţie; 
– faţă de direcţiile principale de inerţie momentele centrifugale sunt nule. 
 

În cazul în care sistemul de referinţă are originea în centrul de masă al 
corpului se mai pot face următoarele precizări: 

– ţinând cont de relaţia lui Steiner (16.27) care arată că momentele de inerţie 
axiale au valori minime faţă de direcţii care trec prin centrul de masă al corpului, se 
deduce că în acest caz toate momentele de inerţie principale au valori minimale; 

– conform celor arătate în Statică, dacă un corp are una sau mai multe axe de 
simetrie, centrul lui de masă se va afla pe axa sau la intersecţia axelor respective; în 
consecinţă axele de simetrie se află printre direcţiile principale de inerţie; 

– faţă de axele de simetrie ale corpului momentele centrifugale sunt nule. 

 

O observaţie deosebit de importantă pentru aplicaţiile practice rezolvate pe 
calculator este aceea că momentele principale de inerţie sunt valorile proprii ale 
matricii de inerţie; toate mediile de programare cu specific matematic posedă 
programe destinate calculării acestor valori.  
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Studiului privitor la direcţiile şi momentele principale de inerţie i se poate 
adăuga şi o interesantă interpretare geometrică, mai puţin utilă însă în aplicaţiile 
practice.  Astfel, pe o direcţie oarecare D (fig.16.7) se marchează un punct A astfel 
încât distanţa OA să fie corelată, făcând abstracţie de elementele dimensionale, cu 

valoarea momentului de inerţie faţă de această direcţie prin intermediul relaţiei: 

 
D

=
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1
OA  (16.70) 

Vectorul de poziţie al punctului A va fi: 
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 (16.71) 

Rezultă pentru punctul A coordonatele: 
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 (16.72) 

Din relaţia de definiţie pentru momentul de inerţie DJ , stabilită anterior, respectiv: 
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se obţine, după împărţirea cu DJ : 

 1zxJ2yzJ2xyJ2zJyJxJ zxyzxy
2

z
2

y
2

x =---++  (16.74) 

Se deduce că locul geometric al punctului A este reprezentat de suprafaţa unui 
elipsoid cu centrul în punctul O numit elipsoidul de inerţie. 

În sistemul de referinţă format de direcţiile 
principale de inerţie 'x1 ºD , 'y2 ºD  şi 'z3 ºD  

(fig.16.8), acest elipsoid va avea ecuaţia: 

 1zJyJxJ 2
3

2
2

2
1 =++ '''  (16.75) 

deoarece, aşa cum s-a arătat mai sus, momentele de 
inerţie centrifugale sunt în acest caz nule. Direcţiile 
principale de inerţie sunt axele de simetrie ale acestui 
elipsoid iar semiaxele acestuia au expresiile: 
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În acest sistem momentul de inerţie faţă de direcţia D va fi dat de relaţia: 

 'cos'cos'cos gba 2
3

2
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2
1 JJJJ ++=D  (16.77) 

în care a’, b’, g’ sunt unghiurile directoare ale acesteia faţă de 1D , 2D  şi 3D . 
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16.5   Momente de inerţie uzuale 
 

16.5.1   Relaţiile generale 

 
Pentru corpurile omogene uzuale din categoriile de modele bare, plăci şi 

volume se determină momentele de inerţie polare, axiale şi centrifugale în raport cu 
un sistem de referinţă Oxyz convenabil ales. Se reamintesc relaţiile generale: 
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Cu aceste valori se alcătuieşte matricea de inerţie: 
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Folosind relaţiile stabilite pentru variaţia momentelor de inerţie faţă de axe 

paralele, respectiv: 
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se va calcula şi matricea de inerţie *
J  faţă de un sistem de referinţă cu originea în 

centrul de masă al corpului, ale cărui axe sunt paralele cu cele ale sistemului Oxyz: 
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Se vor indica, după caz, direcţiile principale de inerţie. 
Momentele de inerţie ale corpurilor compuse, formate prin alipirea sau 

decuparea unor corpuri cu forme geometrice simple, se obţin prin însumarea sau, 
respectiv, scăderea momentelor acestora. Fie, de exemplu, un corp compus 
oarecare format prin alipirea corpurilor (1) şi (2) din care se decupează corpul (3). 
Masa corpului compus va fi: 

 321 mmmm -+=  (16.84) 

Pentru momentul de inerţie polar faţă de un reper O se poate scrie: 
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La fel se procedează şi pentru momentele axiale şi centrifugale. 
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16.5.2   Momentele de inerţie la barele omogene 

 

a) Bara rectilinie (fig.16.9) 

În sistemul Oxyz masa elementară dm are 

coordonatele 0zy == . În funcţie de masa şi 
lungimea barei: 

 dx
l

m
dxdm l == r  (16.86) 

unde lr  este densitatea liniară a acesteia. Se 

observă că 0J x =  şi 0JJJ zxyzxy === . Celelalte momente de inerţie sunt: 
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 (16.87) 

Matricea de inerţie se scrie concentrat: 
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În sistemul 111 zyCx , 0J 1x =  şi 0JJJ 1x1z1z1y1y1x === . Celelalte momente sunt: 
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Faţă de acest sistem matricea de inerţie are forma concentrată: 
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Axele acestui sistem sunt direcţii principale de inerţie. 
 

b) Bara în formă de arc de cerc (fig.16.10) 

Bara se aşează planul Oxy, cu axa de 

simetrie suprapusă axei Ox. Masa elementară dm 
se calculează cu relaţia: 

 q
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q
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m
dsdm l === (16.91) 

în care ds este lungimea arcului elementar iar a 
este semiunghiul la centru al barei. Cu observaţia 
că .constRr ==  momentul de inerţie polar este: 
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 (16.92) 

Se observă că acesta nu depinde de unghiul la 
centru, relaţia fiind valabilă pentru orice unghi. 
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Coordonatele masei elementare sunt qcosRx = , qsinRy =  şi 0z = . Faţă 
de axa Ox momentul de inerţie este: 
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in care unghiul a se introduce în radiani. În mod asemănător se determină: 
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Se verifică cu uşurinţă relaţia yxO JJJ +=  demonstrată anterior. 

Deoarece 0z =  şi Ox este axă de simetrie  se deduce că toate momentele de 
inerţie centrifugale sunt nule. Matricea de inerţie faţă de sistemul Oxyz are forma: 

 

100

042210

004221

mR2 aa
aa

/sin/

/sin/

+

-

=J  (16.95) 

Faţă de sistemul de referinţă paralel 111 zyCx  se utilizează pentru momentele 
de inerţie axiale relaţiile: 

 
2
CzC1z
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Cy1yx1x mxJJJmxJJJJ -==-==  (16.96) 

în care aasinROCxC == . 

Momentele de inerţie centrifugale sunt deasemenea nule. Axele acestui 
sistem sunt direcţii principale de inerţie iar momentele axiale de mai sus sunt 

momente principale de inerţie. 
 

Problema 16.1 Să se determine matricea de inerţie pentru o bară curbă avînd 
masa m şi raza R şi forma în variantele din fig.16.11; să se indice direcţiile 
principale de inerţie şi să se calculeze matricea de inerţie faţă de aceste direcţii. 

Rezolvare: S-a arătat mai înainte că momentul de inerţie polar faţă de centrul 
geometric O nu depinde de unghiul la centru al arcului; în consecinţă: 
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La cercul complet (fig.16.11, a) pa =  şi rezultă din relaţia (16.95): 
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Este evident că axele Ox, Oy, Oz sunt direcţii principale de inerţie. 
Pentru semicerc (fig.16.11, b)  2pa =  şi rezultă că matricea de inerţie faţă 

de Oxyz este identică cu (16.98);  introducând în (16.96) distanţa pR2xC =  

rezultă matricea faţă de 111 zyCx : 
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Axele acestui sistem sunt direcţiile principale de inerţie. 
La sfertul de cerc (fig.16.11, c), reamintind că yxO JJJ += , se obţine: 
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Momentul de inerţie centrifugal xyJ  se determină distinct observând că densitatea 

liniară este în acest caz pr /m2l = : 
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Matricea de inerţie faţă de Oxyz are forma: 
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Bisectoarea arcului este axă de simetrie, pe ea aflându-se şi centrul de masă al 
barei; în consecinţă axele sistemului 111 zyCx  sunt direcţiile principale de inerţie. 
Momentele principale de inerţie se determină cu relaţiile (16.95) şi (16.96) în care 

se introduce 4pa =  şi p/2R2xC = . Se obţine matricea de inerţie: 
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16.5.3   Momentele de inerţie la plăcile omogene 
 

a) Placa dreptunghiulară (fig.16.12) 

Se cunoaşte masa m şi laturile a şi b ale plăcii; notând prin Ar densitatea 

superficială, se exprimă masa elementară prin relaţia: 
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 dydx
ab

m
dAdm A == r  (16.104) 

Cu observaţia că masa elementară are 
coordonata 0z = , momentul de inerţie faţă de 
Ox se calculează în modul următor: 

 

3

mb
dyydx

ab

m

dydxy
ab

m
dmyJ

2b

0

2
a

0

m

2

m

2
x

==

===

òò

òòò
)()(

 (16.105) 

În mod analog se determină: 
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Momentul centrifugal xyJ  se calculează în modul următor: 

 
4

mab
dyydxx

ab

m
dydxxy

ab

m
dmxyJ

b

0

a

0mm
xy ===ò= òòòò

)()(

 (16.108) 

Se observă că 0JJ zxyz == . Matricea de inerţie în sistemul Oxyz este: 
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Pentru sistemul de referinţă 111 zyCx  se utilizează relaţiile de variaţie a 

momentelor faţă de direcţii paralele în care 2bx =d  şi 2ay =d  sunt distanţele 

între axe. Pentru direcţia 1Cx  se calculează: 
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În mod analog se fac calculele şi pentru celelalte axe. Momentul centrifugal este: 

 0
2

a

2

b
m

4

mab
mJJ yxxy1y1x =-=-= dd  (16.111) 

Acest rezultat confirmă faptul că faţă de axele de simetrie momentele centrifugale 
sunt nule. Matricea de inerţie faţă de 111 zyCx  este: 
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b) Placa triunghiulară (fig.16.13) 
La o placă având forma unui triunghi 

dreptunghic se cunosc masa m şi lungimile b şi 
h ale catetelor; masa elementară se poate 
exprima prin relaţia: 

 dydx
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m2
dAdm A == r  (16.113) 

Limitele de variaţie ale coordonatelor x şi y sunt 
legate prin ecuaţia dreptei AB care poate fi pusă 
sub forma: 
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în care s-a notat *x  abscisa punctului A* de pe 

AB pentru evitarea confuziei cu coordonata  x a 
masei elementare dm.  

Momentul de inerţie axial faţă de Ox se 

va determina în modul următor: 
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În mod analog se determină: 
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Momentul centrifugal xyJ  se calculează în mod asemănător: 
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Deoarece 0z = , celelalte momente de inerţie centrifugale sunt nule.  
Matricea de inerţie în sistemul Oxyz va fi: 
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În sistemul 111 zyCx  (fig.16.14) momentele de inerţie se calculează cu 

relaţiile de variaţie a momentelor faţă de direcţii paralele în care: 
 3bx3hy CyCx ==== dd  (16.120) 
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În acest sistem momentele axiale se vor calcula în modul 
următor: 
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Momentul de inerţie centrifugal se calculează cu relaţia: 
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Celelalte momente centrifugale sunt nule. Matricea de inerţie are forma: 
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Se observă că în acest caz numai axa 1Cz  este direcţie principală de inerţie. 
 

Problema 16.2: Să se calculeze matricea de inerţie a unei plăci triunghiulare 
de o formă oarecare, având masa m şi dimensiunile din fig.16.15. Să se considere şi 
cazul particular al triunghiului echilateral. 
Rezolvare: Triunghiul oarecare poate fi considerat ca fiind format prin alipirea a 

două triunghiuri dreptunghice (1) şi (2). Dacă m este masa totală a plăcii, masele 

celor două componente vor fi proporţionale cu ariile acestora. 
Din ecuaţiile: 
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se deduc masele : 
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Momentele de inerţie ale plăcii se obţin prin 
însumarea momentelor celor două plăci: 
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Pentru triunghiul (1) momentul de inerţie centrifugal se va calcula cu relaţia 
(16.118) în care se înlocuieşte m prin 1m . La triunghiul (2), în sistemul de referinţă 
considerat, variabila x* corespunzătoare laturii AH este dată de relaţia: 

 ay
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a
x -=*  (16.131) 

astfel că momentul centrifugal se va calcula cu relaţia, provenită din (16.118): 
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Celelalte momente de inerţie centrifugale sunt nule. Matricea de inerţie este: 
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Pentru sistemul de referinţă paralel 111 zyCx  calculele se fac introducând în 

relaţiile generale distanţele 3hyCx /==d  şi 3abxCy /)( -==d : 
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Numai 1Cz  este direcţie principală de inerţie. 
În cazul particular al unui triunghi 

echilateral de masa m şi latura a, în matricea de 
inerţie din relaţia (16.134) se înlocuiesc 
lungimile h, b şi a cu corespondentele specifice 

indicate în fig.16.16. Matricea de inerţie faţă de 
sistemul Oxzy va fi: 
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În sistemul 111 zyCx  se introduc distanţele 63ayCx /==d  şi 0y =d . Se obţine: 
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Axele 1Cy  şi 1Cz , fiind axe de simetrie, sunt şi direcţii principale de inerţie. 
Ştiind că cele trei direcţiile principale de inerţie sunt reciproc perpendiculare, 
rezultă că şi axa 1Cx  aparţine acestora. 
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c) Sectorul circular (fig.16.17) 

Aria sectorului circular, dispus cu axa de 
simetrie suprapusă axei Ox, se calculează în modul 
următor: 
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În consecinţă, masa elementară se va exprima prin 
relaţia: 
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Momentul de inerţie polar faţă de punctul O se 

calculează după cum urmează: 
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Coordonatele masei elementare sunt qcosrx =  şi qsinry = ; în consecinţă: 
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În mod analog se determină: 

 ÷
ø

ö
ç
è

æ +=
a
a

4

2

2

1

2

mR
J

2

y

sin
 (16.142) 

Ox este axă de simetrie şi în consecinţă 0J xy = ; deoarece 0z = , 0JJ zxyz == . 

Matricea de inerţie faţă de sistemul Oxyz are componenţa: 
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Faţă de sistemul de referinţă paralel 111 zyCx  momentele de inerţie se 
calculează cu relaţiile: 
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în care 
a
asinR

3

2
OCxC == . Momentele de inerţie centrifugale sunt toate nule iar 

axele acestui sistem sunt direcţii principale de inerţie. 
Se poate observa că momentul de inerţie zO JJ º  dat de relaţia (16.140) nu 

depinde de unghiul la centru al sectorului circular. 
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Problema 16.3: Să se determine matricea de inerţie pentru plăcile plane din 
fig.16.18 la care se cunosc masa m şi raza R. Să se indice direcţiile principale de 
inerţie şi momentele de inerţie faţă de acestea. 

La discul complet (fig.16.18, a) matricea de inerţie are componenţa: 
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Este evident că axele sistemului Oxyz sunt direcţii principale de inerţie. 
Aceeaşi componenţă o are şi matricea de inerţie pentru un semidisc 

(fig.16.19, b). Faţă de sistemul de referinţă 111 zyCx  matricea de inerţie se 

calculează cu relaţiile (16.144) în care se introduce p3R4xC /= : 
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Axele acestui sistem sunt direcţii principale de inerţie pentru semidisc. 
Pentru sfertul de disc (fig.16.18, c) momentele axiale au expresiile: 
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Momentul de inerţie centrifugal xyJ  se determină observând că în acest caz 

densitatea superficială este 2
A Rm4 pr /= . Efectuând calculele se obţine: 
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Matricea de inerţie are forma: 
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Bisectoarea sfertului de disc este axă de simetrie, pe ea aflându-se şi centrul de 
masă al barei; în consecinţă axele sistemului 111 zyCx  sunt direcţiile principale de 
inerţie. Momentele principale de inerţie se determină cu relaţiile (16.141) şi 
(16.142) în care se introduce 4pa = . Se obţine matricea de inerţie: 
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Discul inelar (fig.16.18, d) este format prin decuparea cercului de rază r din 

cercul de rază R; matricea de inerţie are forma: 
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Axele sistemului Oxyz sunt şi direcţii principale de inerţie. 
 

d) Elipsa 

Calculul se efectuează într-o primă 
etapă pentru o placă având forma unui sfert 
de elipsă de masă m (fig.16.19). 

Din ecuaţia analitică a unei elipse 
având semiaxele a şi b se explicitează relaţia 
dintre coordonatele punctului A* aflat pe 

conturul exterior al plăcii: 
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Aria sfertului de elipsă este 4abA /p= , 

astfel că masa elementară dm va fi: 
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Momentul de inerţie al plăcii faţă de axa Ox se calculează în modul următor: 
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În mod analog se calculează: 
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Pentru momentul de inerţie centrifugal xyJ  se procedează în modul următor: 
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Celelalte momente de inerţie centrifugale sunt nule )( 0z = . 

În sistemul de referinţă Oxyz matricea de inerţie are configuraţia: 
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Se poate observa că pentru Rba ==  se obţin valorile din (16.149) calculate 
pentru sfertul de disc. 

Pentru jumătatea de elipsă (fig.16.20, a), având masa m şi aria 2abA /p= , 

calculul se face în acelaşi mod, limitele integralelor fiind ),( b0 pentru variabila y şi 

*)*,( xx-  pentru x. Pentru elipsa întreagă (fig.16.20, b) de masă m şi arie abA p= , 

limitele sunt (-b,b) pentru y şi *)*,( xx-  pentru x. În ambele cazuri, datorită 
simetriei, momentele centrifugale sunt nule. Matricea de inerţie va fi: 
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La acelaşi rezultat se poate ajunge considerând semielipsa şi elipsa completă ca 
figuri compuse din 2 şi respectiv 4 sferturi de elipsă.  

Şi în acest caz, pentru Rba ==  se obţin rezultatele calculate la semidisc şi 
la discul complet, prezentate în relaţia (16.145).  

La semielipsă axa Oy este direcţie principală de inerţie. La elipsa completă 
toate cele trei axe – Ox, Oy şi Oz, sunt direcţii principale de inerţie; momentele de 
inerţie axiale calculate faţă de aceste direcţii sunt şi momente principale de inerţie 
deoarece punctul O este şi centrul de masă al elipsei. 
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16.5.4   Momentele de inerţie la volumele omogene 

 

a) Paralelipipedul (fig.16.21) 

Se cunoaşte masa m a paralelipipe-
dului şi lungimile  a, b şi c ale muchiilor 

acestuia. Masa elementară dm este dată 
de relaţia: 
 dVdm Vr=  (16.160) 

în care densitatea volumică va fi: 
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Volumul elementar este: 

 dzdydxdV =  (16.162) 

Momentul de inerţie polar faţă de O este: 
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Cle trei integrale din partea dreaptă se calculează în modul următor: 
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Rezultă momentul de inerţie polar: 
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Se calculează în continuare momentele de inerţie axiale: 
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Se verifică relaţia dintre momentele de inerţie axiale ale unui corp tridimensional: 
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Momentele de inerţie centrifugale se calculează în modul următor: 
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Matricea de inerţie a corpului în sistemul de referinţă Oxzy are componenţa: 
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La calculul momentelor de inerţie faţă de un sistem de referinţă 111 zyCx , paralel 

cu acesta şi având originea în centrul de masă al corpului, se aplică relaţiile de 
variaţie după cum urmează: 
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În mod analog: 
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Axele menţionate sunt şi axe de simetrie astfel că momentele centrifugale sunt 
nule. În final, matricea de inerţie corespunzătoare este: 
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Axele de simetrie sunt şi direcţii principale de inerţie. 
 

b) Cilindrul (fig.16.22) 

Un cilindru de masă m are raza R şi 
înălţimea h. Volumul său este: 

 hRV 2p=  (16.180) 

Densitatea volumică este: 
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Drept masă elementară se alege o porţiune din 
cilindru de grosime dx: 
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Faţă de axa Ox această masă elementară are momentul de inerţie: 
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analogă celei stabilite în relaţia (16.140) la discul plan. Pentru întregul cilindru: 
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Ox este axă de simetrie iar centrul masei elementare are coordonatele 0zy == . În 
consecinţă toate momentele centrifugale sunt nule. Matricea de inerţie va fi: 
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Mutând sistemul de referinţă în centrul de masă al corpului, la distanţa 2h / , se 

obţin următoarele momente de inerţie: 

 2
x1x mR

2

1
JJ ==  (16.187) 

 2
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Matricea de inerţie are în acest sistem componenţa: 
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J
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/
* =  (16.189) 

Axele acestui sistem sunt direcţii principale de inerţie. 
 

c) Conul circular drept (fig.16.23) 

Volumul conului este dat de relaţia: 

 hR
3

1
V 2p=  (16.190) 

Volumul elementar dV este asimilat unui mic 

cilindru de înălţime dx, a cărui rază r este dată 
de relaţia: 

 x
h

R
r =  (16.191) 

Masa elementară va fi determinată de expresia: 

 dxx
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m3
dxr

hR

m3
dxr

hR
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dVdm 2
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2V ==×== p
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r  (16.192) 

Acestei mase elementare îi corespunde un moment de inerţie elementar de forma: 

 dxx
h

mR

2

3
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1
dJ 4
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2
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x ×==  (16.193) 

Rezultă momentul de inerţie axial faţă de axa Ox: 
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Centrul masei elementare are coordonatele 0zy ==  astfel că celelalte momente 
axiale se vor calcula cu relaţia: 

 2
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h
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3
m

2
zy mh
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3

5

h

h

m3
dxx

h

m3
dmxJJ =×==== òò

)(

 (16.195) 

Din acelaşi motiv, toate momentele centrifugale sunt nule. Matricea de inerţie faţă 
de sistemul de referinţă considerat va avea componenţa: 
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=J  (16.196) 

Pentru sistemul de referinţă 111 zyCx , paralel cu sistemul dat, se cunoaşte distanţa 

4h3xCzy /=== dd , astfel că: 
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1z1yx1x mh
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Momentele centrifugale sunt nule. Rezultă matricea de inerţie: 
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Axele acestui sistem sunt direcţii principale de inerţie. 
 

d) Sfera 

Coordonatele carteziene ale masei elemen-
tare dm (fig.16.24) pot fi exprimate în funcţie de 
coordonatele sferice jq ,,r  prin relaţiile: 

 
ï
î

ï
í

ì

=

=

=

j
qj
qj

sin

sincos

coscos

rz

ry

rx

 (16.199) 

Volumul elementar al acesteia este: 

 drdrdrdV ××= qjj cos  (16.200) 

Cunoscând că volumul total al sferei (fig.16.25) se 
calculează cu relaţia: 

3
2

0

2

2

R

0

2

V

R
3

4
dddrrdVV pqjj
pp

p

=××== òòòò
-

/

/)(

cos  

  (16.201) 

rezultă densitatea volumică: 
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Pentru masa elementară se obţine relaţia: 

 qjj
p

r dddrr
R4
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dVdm 2

2V cos==  (16.203) 

Momentul de inerţie polar se calculează în modul următor: 
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Plecând de la relaţia de legătură între momentele de inerţie ale corpurilor 
tridimensionale, respectiv: 

 )( zyxO JJJ
2

1
J ++=  (16.205) 

se deduc momentele axiale, egale între ele din motive de simetrie: 

 2
Ozyx mR

5

2
J

3

2
JJJ ====  (16.206) 

Momentele centrifugale faţă de axele de simetrie sunt nule, astfel că 
matricea de inerţie va avea forma: 

 

100
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001

mR
5

2 2=J
 (16.207) 

Axele sistemului Oxyz sunt direcţii principale de inerţie. 
Pentru figurile geometrice provenite din sferă, 

momentele de inerţie se calculează în mod asemănător, 
modificând volumul V şi limitele integralelor. 

La semisfera din fig.16.26 volumul este: 

 3R
3

2
V p=  (16.208) 

Masa elementară va avea în acest caz forma: 
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p

dddrr
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2
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Momentul de inerţie polar se va calcula în modul următor: 
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Momentul axial faţă de Oz se calculează distinct plecând de la relaţia: 
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m

22
z dmyxJ  (16.211) 

Utilizând relaţiile (16.199) se obţine în continuare: 
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Pe baza relaţiei (16.205) se poate deduce: 
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Momentul de inerţie centrifugal xyJ  se calculează în modul următor: 
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Deoarece Oz este axă de simetrie, 0JJ yzxz == . 

Matricea de inerţie pentru semisferă are aceeaşi formă ca şi cea pentru sfera 
completă, respectiv (16.207), diferenţa făcând-o masa corpului. 

Mutând sistemul de referinţă cu originea din O în centrul de masă C, cu 

precizarea că 8R3zCyx /=== dd , modificările care apar sunt: 
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e) Elipsoidul (fig.16.27) 

Deducerea relaţiilor specifice unui elipsoid de 
masă m şi semiaxe a, b şi c este în acest caz 
laborioasă. O cale mai simplă este să se “dedubleze” 
relaţiile similare stabilite în cazul sferei, respectiv 
(16.201) ÷(16.207). Se obţin următoarele relaţii: 

 abc
3

4
V p=  (16.217) 

 )( 222
O cbam

5

1
J ++=  (16.218) 

 )()()( 22
z

22
y

22
x ba

5

m
Jac

5

m
Jcb

5

m
J +=+=+=  (16.219) 

 

22

22

22

ba00

0ac0

00cb

5

m

+

+

+

=J  (16.220) 

 

 
 

 
 

 

 

 
 Fig.16.27 

b y 

x 

z 

a 
O 

c 
 



334 

 

16.5.5   Metode speciale de calcul 

 

În cap.4.7 din partea I – Statica, a fost expusă metoda elementului finit 

pentru determinarea poziţiei centrului de masă în cazul corpurilor la care 
integralele din relaţiile de calcul nu au soluţii analitice (integralele eliptice). 
Metoda este utilizabilă şi pentru corpurile de formă neregulată, respectiv acele 
corpuri care nu pot fi descompuse în figuri geometrice simple. Procedeul de calcul 
prezentat în capitolul menţionat mai sus poate fi extins şi pentru calculul 
momentelor de inerţie mecanice. 

Se reaminteşte principiul metodei. Corpul se divizează în n segmente foarte 

mici - elemente finite, având în general aceeaşi formă, şi se consideră ca fiind 
compus din aceste elemente; momentul de inerţie al corpului va fi suma 
momentelor de inerţie ale elementelor finite faţă de reperul geometric considerat. 
Cu cât aceste elemente vor fi mai mici, numărul lor va fi mai mare, crescând 
precizia determinării. În aceste condiţii, relaţia pentru calculul momentului de 
inerţie polar, de exemplu, va lua următoarea formă: 
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 (16.221) 

în care prin: 
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iO r
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1
j  (16.222) 

s-a notat un moment de inerţie unitar, corespunzător unei mase a corpului egală cu 
unitatea ( kg1m = ). În mod analog se poate proceda şi pentru celelalte momente de 
inerţie axiale şi centrifugale; se observă că aceste momente de inerţie unitare 
depind numai de numărul elementelor finite şi de poziţia acestora în sistemul de 

referinţă considerat. Momentele de inerţie unitare se pot determina prin explorarea 
domeniului ocupat de corpul analizat, de regulă utilizând un program de calculator 
adecvat; prin înmulţirea ulterioară cu masa m se determină valorile efective ale 
momentelor de inerţie respective. 

Se exemplifică în continuare acest procedeu 

de calcul, extins şi pentru determinarea direcţiilor 
şi momentelor principale de inerţie, pentru cazul 
unei plăci plane de formă neregulată (fig.16.28). 
Succesiunea operaţiunilor este următoarea: 

– se consideră un sistem de referinţă Oxy în 
planul plăcii şi se calculează coordonatele CC yx ,  

ale centrului de masă al acesteia; 
– se calculează momentele de inerţie xJ , yJ  şi 

xyJ  definite de relaţiile generale: 

 òòò ===
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– se calculează aceleaşi momente faţă de axele OxCx1 ||  şi OyCy1 ||  folosind 

relaţiile de variaţie: 

 2
Cx1x myJJ -=  2

Cy1y xmJJ -=  CCxy1y1x yxmJJ -=  (16.224) 

– se calculează 1y1xC3 JJJJ +=º ; acesta este unul dintre momentele princi-

pale de inerţie, directia 3D  este perpendiculară pe planul plăcii în C; 

– se consideră o dreaptă D trecând prin C care face unghiul a  cu 1Cx ; pentru 

valori ale unghiului a  în intervalul ),( p0 , se calculează DJ  cu relaţia: 

 aaaa sincossincos 1y1x
2

1y
2

1x J2JJJ -+=D  (16.225) 

provenită din particularizarea relaţiei generale (16.36); 
– se reţine valoarea minD= JJ1 ; este un alt moment de inerţie principal; direcţia 

1D  face cu 1Cx  unghiul 1a  pentru care s-a obţinut minimul respectiv; 

– se calculează )( 22 JJ aD= , în care 212 /paa += ; direcţia 2D  face acest 

unghi cu axa 1Cx ; 

– verificarea calculelor se poate face cu ajutorul relaţiei matriceale 
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 (16.226) 

provenită din relaţiile generale (16.67) şi (16.69). 
La realizarea unui program de calculator 

pe baza elementelor de mai sus, se consideră că 
placa este reprezentată printr-o figură la scară 
pe ecranul monitorului (ţinând seama şi de 
rezoluţia acestuia. Se fac următoarele  precizări:  

– sistemul de referinţă se alege suprapus 
marginilor ecranului; în general sistemul de 
coordonate al ecranului are direcţiile indicate în 
fig.16.29; 

– culoarea de fond a ecranului trebuie să fie 
diferită de culorile cu care se reprezintă figura 
plană; 

– figura se explorează între nişte limite de 
încadrare, comparând culoarea pixelilor acesteia cu cea a fondului;  

– atât poziţia centrului de masă cât şi momentele de inerţie se calculează 
considerând pixelii componenţi ai figurii drept elemente finite identice, de arie AD  

şi masă mD ; 

– prin explorarea figurii se determină numărul total n de pixeli ai acesteia; ii yx ,  

sunt coordonatele curente ale unui pixel;

– coordonatele centrului de masă (în pixeli) se calculează în modul indicat în 
cap.4.7, utilizând relaţiile: 
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– momentele de inerţie unitare faţă de marginile ecranului se calculează cu 
relaţiile analoge expresiei (16.222): 
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– după determinarea direcţiilor principale de inerţie conform celor arătate mai 
înainte, se marcheză pe figură poziţia centrului de masă şi se trasează dreptele 1D  

şi 2D  cu o culoare distinctă; se afişează valorile momentelor de inerţie principale 

),,( 321 JJJ obţinute prin înmulţirea momentelor unitare cu masa plăcii. 
Se prezintă în continuare o secvenţa de program Turbo-Pascal care include 

atât determinarea poziţiei centrului de masă cât şi a momentelor de inerţie unitare 
principale. 
. 

. 

fond:=getbkcolor; 

n:=0; 

sx:=0; 

sy:=0; 

sxx:=0; 

syy:=0; 

sxy:=0; 

for y:=ymin to ymax do 

for x:=xmin to xmax do 

 begin 

 culoare:=getpixel(x,y); 

 if culoare <> fond then 

 begin 

 n:=n+1; 

 sx:=sx+x; 

 sy:=sy+y; 

 sxx:=sxx+x*x; 

 syy:=syy+y*y; 

 sxy:=sxy+x*y; 

 end;{if} 

 end;{for x} 

 end;{for y} 

xc:=sx div n; 

yc:=sy div n; 

jx:=sxx div n-yc^2; 

jy:=syy div n-xc^2; 

jxy:=sxy div n-xc*yc; 

j3:=jx+jy; 

setcolor(red); 

circle (xc,yc,2); 

j1:=jx; 

alfa1:=0; 

ar1:=0; 

for alfa:=1 to 180 do 

begin 

ar:=pi*alfa/180; 

cs:=cos(ar); 

sn:=sin(ar); 

jd:=jx*cs^2+jy*sn^2-

2*jxy*cs*sn; 

if j1<jd then 

 begin  

 j1:=jd; 

 alfa1:=alfa; 

 ar1:=ar; 

 end; {if} 

end; {for alfa} 

alfa2:=alfa1+90; 

ar2:=ar1+pi/2; 

cs:=cos(ar2); 

sn:=sin(ar2); 

j2:= jx*cs^2+jy*sn^2-

2*jxy*cs*sn; 

. 

. 
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17.   DINAMICA SOLIDULUI  RIGID 

 

17.1   Calculul parametrilor dinamici 

 

17.1.1   Generalităţi 
 

Parametrii dinamici generali, respectiv impulsul, 
momentul cinetic şi energia cinetică se pot defini în cazul 
solidului rigid pornind de la relaţiile lor corespunzătoare 
punctului material, prezentate în cap.13.1.2. 

Se reaminteşte că în cazul punctului material 
parametrii dinamici menţionaţi au expresiile: 
 vmH =  (17.1) vmrHrKO ´=´=  (17.2) 

 2mv
2

1
E =  (17.3) 

Unei mase elementare dm din configuraţia corpului (fig.17.1), asimilată unui 
punct material, îi vor corespunde parametrii dinamici elementari: 

 dmvHd =  (17.4) dmvrHdrKd O ´=´=  (17.5) dmv
2

1
dE 2=  (17.6) 

Pentru întregul corp parametrii dinamici menţionaţi se calculează făcând integrarea 
pentru toată masa corpului. În funcţie şi de mişcarea pe care o are corpul aceşti 
parametri pot lua forme specifice; se vor trata mişcările uzuale cele mai generale, 
respectiv translaţia, rotaţia în jurul unui punct fix, rotaţia în jurul unei axe fixe, 
mişcara plan-paralelă. 

Pentru nevoile demonstraţiilor următoare se reaminteşte relaţia cunoscută 
din Statică referitoare la poziţia centrului de masă: 
 C

m

rmdmr =ò
)(

 (17.7) 

Impulsul total al corpului se determină, pornind de la relaţia (17.4), în modul 
următor: 
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 (17.8) 

În această relaţie derivarea în raport cu timpul este independentă faţă de integrarea 
pe masa corpului, astfel că cele două operaţiuni pot fi inversate în expresie. Relaţia 
de mai sus pune în evidenţă că impulsul unui corp nu depinde de forma şi 
dimensiunile acestuia ci numai de poziţia şi viteza centrului său de  masă. 

Vectorul impulsului, coliniar cu viteza centrului de masă, are în sistemul 
Oxyz dezvoltara analitică şi modulul: 

 kHjHiHH zyx ++=  (17.9) 2
z

2
y

2
x HHHH ++=  (17.10) 

Relaţiile pentru calculul impulsului în funcţie de tipul mişcării depind de cele 
stabilite în Cinematică pentru viteze. 
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Momentul cinetic se defineşte, pornind de la relaţia (17.5), prin: 
 òò ´==

)(

)(
m

OO dmvrKdK  (17.11) 

Expresia analitică a vectorului moment cinetic şi modulul acestuia sunt: 

 kKjKiKK zyxO ++=  (17.12) 2
z

2
y

2
xO KKKK ++=  (17.13) 

Energia cinetică a corpului are definiţia stabilită pe baza relaţiei (17.6): 
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17.1.2   Cazul mişcării de translaţie 
 

Caracteristic mişcării de translaţie a unui corp (fig.17.2) este faptul că toate 
punctele lui au aceeaţi viteză, respectiv Cvv = . 

a) Impulsul. Relaţia generală (17.8) se poate pune 
sub forma matriceală: 
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 (17.15) 

În cazul unei translaţii rectilinii, la nivel scalar: 
 CvmH =  (17.16) 

b) Momentul cinetic. Relaţia generală (17.11) se 
prelucrează în cazul translaţiei în modul următor: 

CCCCC
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 (17.17) 

Similitudinea cu (17.2) arată că în translaţie momentul cinetic este identic cu cel al 
unui punct material având masa corpului, poziţia şi viteza centrului său de masă. 

Relaţia de mai sus se mai poate pune şi sub forma determinantului prin care 
se exprimă un produs vectorial, din care, în continuare, se pot calcula proiecţiile: 
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Relaţia matriceală echivalentă pentru calculul proiecţiilor este: 
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 (17.20) 

în care intervine matricea antisimetrică asociată vitezei centrului de masă Cv .În 

cazul unei translaţii rectilinii, dacă vectorii Cr  şi Cv  sunt coliniari, momentul 

cinetic al corpului faţă de reperul O este nul. 
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c) Energia cinetică. Ţinând cont de faptul că toate punctele corpului au 
aceeaşi viteză, relaţia generală (17.14) ia forma: 

 2
C

m

2
C

m

2
C mv

2

1
dmv

2

1
dmv

2

1
E === òò

)()(

 (17.21) 

În translaţie energia cinetică a corpului este identică cu cea a unui punct material 
având masa corpului şi care se deplasează cu viteza centrului de masă al acestuia. 
 

17.1.3   Cazul mişcării de rotaţie în jurul unui punct fix 

 
Punctul fix al corpului este constituit de o articulaţie sferică iar originea 

sistemului de referinţă se alege, pentru o tratare comodă, chiar în acesta (fig.17.3). 
a) Impulsul. Viteza centrului de masă este: 

 CC rv ´=w  (17.22) 

astfel că impulsul se poate scrie: 
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mrmH wwww =´= )(  (17.23) 

Rezultă proiecţiile pe axe: 
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Relaţia matriceală corespunzătoare este: 
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în care intervine matricea antisimetrică ataşată vitezei unghiulare w . Impulsul este 

nul dacă centrul de masă C coincide cu punctul fix O ( 0rC = ). 

b) Momentul cinetic. Viteza masei elementare dm este rv ´=w  astfel că 

relaţia generală (17.11) devine: 
 òò ×-×=´´=

)()(

)]()([)]([
mm

O dmrrrrdmrrK www  (17.26) 

în care s-a introdus şi expresia alternativă a produsului dublu vectorial. Ţinând cont 
de expresiile analiticea ale vectorilor w  şi r , produsele scalare vor fi: 

 222 zyxrr ++=×  (17.27) zyx zyxr wwww ++=×  (17.28) 

Relaţia (17.26) devine: 

ò ++×++-++×++=
)(

)]()()()[(
m

zyx
222

zyxO dmzyxkzjyixzyxkjiK wwwwww  

  (17.29) 
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Cu observaţia că vectorul w  este independent de distribuţia masei corpului, se 
grupează în continuare termenii acestei relaţii după versorii axelor de coordonate.  
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 (17.30) 

Se recunosc în integralele din partea a doua a relaţiei momentele de inerţie axiale şi 
centrifugale referitoare la axa Ox a sistemului de referinţă. Procedând în mod 
analog şi pentru celelalte axe, se obţine: 
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Rezultatele obţinute pot fi grupate în relaţia matriceală: 
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în care se recunoaşte matricea de inerţie J a corpului faţă de axele sistemului Oxyz. 

Sub formă simbolică această relaţie se poate scrie: 
 ωJK ×=  (17.33) 

În cazul în care axele sistemului sunt direcţii principale de inerţie, atunci 

1x JJ = , 2y JJ =  şi 3z JJ =  sunt momente principale de inerţie ale corpului iar 

toate momentele centrifugale sunt nule. Relaţia (17.32) devine: 
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 (17.34) 

iar expresia analitică a momentului cinetic OK  ia forma redusă: 

 kJjJiJK z3y2x1O www ++=  (17.35) 

c) Energia cinetică. Viteza masei elementare dm se pune sub forma: 
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Făcând înlocuirile în relaţia: 
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22 vvvvv ++==  (17.37) 

se obţine: 
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Se introduce această expresie în relaţia generală a energiei cinetice (17.14): 
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Se obţine în final: 
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Această relaţie poate fi pusă şi sub forma matriceală: 
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Forma concentrată a aceastei relaţii este:

 ωJωt ××=
2

1
E  (17.42) 

Dacă axele Ox, Oy şi Oz sunt direcţii principale de inerţie, relaţia (17.41) devine: 
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sau: 

 )( 2
z3

2
y2

2
x1 JJJ

2

1
E www ++=  (17.44) 

 

17.1.4   Cazul mişcării de rotaţie în jurul unei axe fixe 

 

Viteza unghiulară w  este coliniară cu axa de 
rotaţie; toate punctele corpului descriu traiectorii 
circulare în jurul acesteia. 

c) Impulsul. Vectorul impulsului este tangent la 

cercul descris de centrul de masă al corpului în sensul 
vitezei acestuia (fig.17.4). Vectorul impulsului şi 
modulul acestuia se determină cu relaţiile: 
 )( CC rmvmH ´== w  (17.45) 

 rmrmH C waw == sin  (17.46) 

Dacă centrul de masă se află pe axa de rotaţie 0r =  şi 
în consecinţă 0H = . Aceeaşi situaţie se întâlneşte şi 
în cazul unei roţi având o articulatie cilindrică fixă în 
centrul ei geometric (fig.17.5). 
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b) Momentul cinetic. Demonstraţia efectuată pentru cazul 
mişcării de rotaţie în jurul unui punct fix îşi păstrează 
valabilitatea şi în acest caz. Deosebirea provine din faptul că 
vectorul vitezei unghiulare este coliniar cu axa Oz, suprapusă în 
cazul de faţă axei de rotaţie. 
 kww =  (17.47) 

Relaţia matriceală (17.32) ia forma: 
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 (17.48) 

Expresia vectorului moment cinetic este: 

 kJjJiJK zyzxzO www +--=  (17.49) 

Relaţia matriceală (17.33) îşi păstrează valabilitatea, cu 
precizarea că vectorul w va conţine doar elementul 0z ¹w . 

Dacă axa de rotaţie este şi axă de simetrie, atunci ea este 
o direcţie principală de inerţie a corpului şi în consecinţă 

0JJ yzxz == . Relaţia de mai sus devine: 

 ww zzO JkJK ==  (17.50) 

În această situaţie se deduce că vectorul momentului cinetic este 
coliniar cu axa de rotaţie (fig.17.6). Generalizând, faţă de o axă 
de rotaţie oarecare D care trece prin O şi este şi axă de simetrie 
a corpului, momentul cinetic este: 

 wD= JKO  (17.51) 

În cazul particular al unei disc articulat în centrul său de masă 
(fig.17.5, 17.7), CO º , vectorul  OK  este perpendicular pe 

planul discului iar modulul său este: 

 wCO JK =  (17.52) 

 

c) Energia cinetică. Se particularizează relaţia (17.40) pentru situaţia 
0yx ==ww  şi ww =z ; rezultă: 

 2
zJ

2

1
E w=  (17.53) 

Generalizând pentru rotaţia în jurul unei axe fixe oarecare D se obţine: 

 2J
2

1
E wD=  (17.54) 

Se constată că energia cinetică depinde numai de momentul de inerţie axial faţă de 
axa fixă şi de viteza unghiulară cu care are loc rotaţia în jurul acesteia. 

Relaţia matriceală (17.42) este deasemenea valabilă cu observaţia că 
vectorul w conţine numai elementul 0z ¹w . 
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17.1.5   Cazul mişcării plan-paralele 

 

S-a arătat în Cinematică că mişcarea corpului poate fi redusă în acest caz la 
cea a secţiunii acestuia conţinută în planul mişcării. Parametrii cinematici (vectorul 
de poziţie, viteza şi acceleraţia) sunt vectori conţinuţi în acest plan iar parametrii 
unghiulari w  şi e  sunt perpendiculari pe acesta. Mişcarea poate fi considerată atât 
ca o rotaţie în jurul centrului instantaneu de rotaţie cât şi ca o compunere între o 
translaţie cu parametrii cinematici ai unui punct al corpului din planul mişcării (de 

regulă centrul de masă al acestuia) simultană cu o rotaţie în jurul acestui punct. 
a) Impulsul. Viteza Cv  a centrului de masă, 

calculată prin procedeele cunoscute din Cinematică, este 
conţinută în planul mişcării; în consecinţă, vectorul 

CvmH =  va fi şi el conţinut în acest plan. 
 Dacă mişcarea se raportează la centrul instantaneu 

de rotaţie (fig.17.8) viteza Cv  este perpendiculară pe 
segmentul IC şi are sensul vitezei unghiulare w ; modulul 

impulsului se va calcula cu relaţia: 

 ICmvmH C w==  (17.55) 

În cazul particular al unei roţi aflate în rostogolire 

fără alunecare (fig.17.9) centrul instantaneu de rotaţie se 
află în punctul de contact cu suprafaţa de sprijin. 
Impulsul se va calcula cu relaţia: 

 RmH w=  (17.56) 

b) Momentul cinetic. Faţă de reperul O, ţinând cont 
de compunerea mişcărilor, se poate utiliza relaţia: 
 CCCO KvmrK +´=  (17.57) 

în care CK  este momentul cinetic corespunzător rotaţiei 
corpului în jurul centrului său de masă; se poate observa 
că atât OK  cât şi CK  sunt vectori perpendiculari pe 

planul mişcării. Pentru roata care se rostogoleşte fără 
alunecare (fig.17.9), relaţia utilă în aplicaţii este: 

 ww
2

mR
JK

2

CC ==  (17.58) 

c) Energia cinetică. Considerând mişcarea plan-paralelă drept o rotaţie  în 
jurul unei axe instantanee care trece prin punctul I, se poate utiliza relaţia: 

 2
IJ

2

1
E w=  (17.59) 

Pe baza relaţiei de variaţie a momentelor de inerţie faţă de axe paralele: 

 2
CI ICmJJ ×+=  (17.60) 
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Energia cinetică devine: 

 22
C

22
C ICm

2

1
J

2

1
ICmJ

2

1
E )()( ×+=×+= www  (17.61) 

Observând că  CvIC =w , se obţine relaţia finală: 

 rottr
2

C
2
C EEJ

2

1
mv

2

1
E +=+= w  (17.62) 

Energia cinetică a corpului aflat în mişcare plan-paralelă se poate calcula însumând 
energia cinetică corespunzătoare translaţiei acestuia cu viteza centrului său de masă 
cu energia cinetică corespunzătoare rotaţiei în jurul acestui punct. 
 

17.2   Teoremele generale în dinamica solidului rigid 

 

Teoremele generale au ca scop determinarea variaţiei parametrilor dinamici 
ai unui solid rigid (impulsul, momentul cinetic, energia cinetică) în funcţie de 
forţele aplicate acestuia la un moment dat, variaţii care se exprimă prin derivatele 
acestor parametri în raport cu timpul. 

La punctul material forţele aplicate sunt concurente şi se reduc la o singură 
forţă F ; teoremele generale au fost demonstrate în cap 13.1.4 şi au forma: 

 F
dt

Hd
=  (17.63) FrFM

dt

Kd
O

O ´== )(  (17.64) dLdE =  (17.65) 

La solidul rigid, aşa cum s-a arătat în Statică, forţele exterioare se pot reduce în 
cazul general la un torsor compus din rezultanta forţelor şi din momentul rezultant 
al acestora în raport cu un punct de reducere O, respectiv: 

 
ïî

ï
í
ì

å å ´==

å=

)()( iiiOO

i
O

FrFMM

FR
t  (17.63) 

în care i este în acest caz un indice de însumare. Forţele menţionate sunt forţe 
concentrate aplicate în puncte distincte ale corpului; forţele distribuite şi forţele 
masice sunt şi ele reductibile la forţe concentrate. Din acest motiv, pentru o 
demonstraţie riguroasă a teoremelor generale, la tranziţia de la punctul material la 
solidul rigid trebuie intercalat sistemul de puncte materiale. 

Se consideră un sistem de puncte materiale 
(fig.17.11) acţionat de forţele exterioare iF  precum şi de 

forţele de interacţiune interioare ijF  dintre aceste puncte. 

Este evident că în baza principiului acţiunii şi reacţiunii, 
forţele interioare sunt egale, respectiv: 
 jiij FF -=  (17.64) 

a)Teorema impulsului. Pentru un punct material de 
rang i din sistem teorema impulsului are forma, provenită 
din (17.63): 

 å+= ijii FFH
&

 (17.65) 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

Fig.17.11 

 

 

 

 

 

 

 

  

 
 

 



345 

Impulsul total al sistemului de puncte materiale este suma impulsurilor acestora; 
însumarea se aplică şi derivatelor acestor impulsuri, astfel că: 

 åå+å=å= ijii FFHH
&&

 (17.66) 

În baza relaţiei (17.64), suma totală a forţelor interioare este: 
 0FF ijint =ååå =  (17.67) 

şi, în consecinţă: 

 å=å= exti FFH
&

 (17.68) 

Se deduce că variaţia impulsului total al unui sistem de puncte materiale este 
determinată numai de forţele exterioare. 

Solidul rigid este compus dintr-o infinitate de mase elementare, analoge 

punctelor materiale. Forţele dintre aceste mase elementare reprezintă tensiunile 
interioare ale corpului care, dată fiind rigiditatea acestuia, nu-i influenţează 
mişcarea. Relaţia (17.68) devine în acest caz,  

 ( ) ååò === exti FFdH
dt

d
H
&  (17.69) 

sau, ţinând cont şi de relaţia de definiţie (17.8): 

 å ==== RFamvm
dt

Hd
extCC

&  (17.70) 

Teorema impulsului, exprimată de această relaţie, precizează că variaţia impulsului 
unui solid rigid este dată de rezultanta forţelor exterioare aplicate corpului. 

b)Teorema momentului cinetic. Pentru punctul material de rang i, poziţionat 
prin vectorul ir  faţă de un reper geometric fix O, teorema momentului cinetic se 

poate pune sub o formă analogă relaţiei (17.64), respectiv: 

 å´+´=å+´= ijiiiijii
i

O FrFrFFrK )(
)(&

 (17.71) 

Momentul cinetic total al sistemului faţă de reperul O se obţine însumând 
momentele cinetice ale punctelor materiale ale acestuia; însumarea se aplică şi la 
nivel de derivate, astfel că: 

 å å´+å ´=å= )()(
)(

ijiii
i

OO FrFrKK
&&

 (17.72) 

Se observă că termenul final al acestei relaţii este nul 
deoarece pentru fiecare pereche de forţe interioare 
(fig.17.12) există o relaţie de forma: 
 )( jijiji FrFr ´-=´  (17.73) 

Se reţine în final relaţia: 

 å=å=å ´= )()()( extOiOiiO FMFMFrK
&

 (17.74) 

Pe baza observaţiilor de mai sus privind tensiunile interioare, relaţia obţinută 
este valabilă şi pentru solidul rigid. Teorema momentului cinetic, exprimată de 
această relaţie, pune în evidenţă faptul că variaţia momentul cinetic al unui solid 

rigid este produsă de momentul rezultant al  forţelor exterioare. 

 

 
 

 

 

 
Fig.17.12 

O 

 

 

  



346 

c) Teorema energiei cinetice. Pentru punctul material de rang i din sistem, 

variaţia energiei cinetice se exprimă prin relaţia diferenţială: 
 iijiii rdFFdLdE ×å+== )(  (17.75) 

în care ird  este deplasarea elementară sub acţiunea forţelor aplicate punctului iar 

idL  este lucrul mecanic elementar produs de acestea. Pentru întregul sistem de 
puncte materiale se obţine variaţia: 
 intextiijiii dLdLrdFrdFdEdE +=åå ×+å ×å == )()(  (17.78) 

Lucrul mecanic al forţelor interioare nu este nul deoarece deplasările relative pe 
direcţia acestor forţe există. Se deduce că variaţia energiei cinetice a sistemului este 
egală cu suma lucrurilor mecanice atât ale forţelor exterioare cât şi a celor 
interioare. 

La solidul rigid, deplasările relative între oricare puncte ale corpului sunt 
nule astfel că lucrul mecanic al tensiunilor interioare este nul, respectiv 0dLint = . 

Se obţine forma diferenţială a teoremei energiei cinetice: 
 extdLdE =  (17.79) 

la care se adaugă şi forma finită, corespunzătoare trecerii corpului dintr-o poziţie A 

într-o poziţie B: 

 ABAB LEE =-  (17.80) 

Enunţul acestei teoreme precizează că variaţia energiei cinetice a unui corp este 
egală cu lucrul mecanic produs de forţele exterioare care îi sunt aplicate. 

 

17.3   Teoremele generale în mişcarea relativă a solidului rigid 

faţă de centrul său de masă
 

Teoremele generale au fost demonstrate în capitolul precedent luând în 
considerare mişcarea solidului rigid faţă de un sistem de referinţă fix, respectiv 
mişcarea absolută a acestuia. În multe aplicaţii interesează însă utilizarea acestor 
teoreme considerând mişcarea relativă a corpului faţă de centrul său de masă. 

Se alege un sistem de referinţă mobil 
Cxyz cu originea în centrul de masă al corpului, 
ale cărui axe sunt paralele cu cele ale sistemului 
de referinţă fix 111 zyOx  (fig.17.13). Mişcarea 
absolută a corpului faţă de sistemul fix va fi 
compusă dintr-o mişcare de transport 
(translaţie) a sistemului mobil faţă de cel fix, 
efectuată simultan cu mişcarea relativă (rotaţie) 
a corpului faţă de centrul său de masă,. 

În conformitate cu cele arătate în 
Cinematică (cap.11) referitor la mişcările 
compuse, parametrii cinematici ai unei mase elementare dm în raport cu cele două 
sisteme de referinţă sunt legaţi între ei prin relaţiile: 
 rrr C1 +=  (17.81)  vvv C1 +=  (17.82)  aaa C1 +=  (17.83) 
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În aceste relaţii 111 avr ,,  sunt parametrii cinematici ai mişcării absolute, 

CCC avr ,,  sunt parametrii cinematici mişcării de transport ; parametrii avr ,,  se 

referă la mişcarea relativă a masei elementare faţă de centrul de masă al corpului. 
Deoarece mişcarea de transport este o translaţie, acceleraţia Coriolis este nulă. 

Mărimile dinamice ale corpului, respectiv impulsul, momentul cinetic şi 
energia cinetică, la care se adaugă şi lucrul mecanic al forţelor exterioare se vor 
recalcula în continuare pornind de la relaţiile generale de definiţie şi ţinând cont de 
compunerea mişcărilor menţionate mai sus, cu adaptările de rigoare în ceea ce 
priveşte indicierea. Se precizează în prealabil că, prin alegerea originii sistemului 
de referinţă mobil în centrul de masă, există următoarele relaţii auxiliare: 
 mdm

m

=ò
)(

 (17.84)  0dmr
m

=ò
)(

 (17.85) 

 0dmr
dt

d
dm

dt

rd
dmv

mmm

=÷÷
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è
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== òòò

)()()(

 (17.86) 

Totodată, datorită faptului că mişcarea de transport este o translaţie, parametrii 
cinematici CCC avr ,,  nu depind de distribuţia masei corpului, putând fi extraşi de 

sub semnul de integrare împreună cu operatorii algebrici respectivi. 
a) Impulsul. 
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mm

C
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C
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1 vmdmvdmvdmvvdmvH =+=+== òòòò
)()()()(

)(  (17.87) 

Expresia impulsului nu depinde de mişcarea relativă a corpului. 
b) Momentul cinetic. 

 òò +´+=´=
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)]()[()(
m

CC
m

11O dmvvrrdmvrK  (17.88) 

Cele patru integrale care rezultă prin dezvoltarea acestei expresii se evaluează 
separat, după cum urmează: 
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CC vmrdmvrdmvr ´=´=´ òò
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 (17.90) 

 0vdmrdmvr C
mm

C =´=´ òò )()(
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 (17.91) 

 C
m

Kdmvr =´ò
)(

)(  (17.92) 

Se obţine în final: 

 CCCO KvmrK +´=  (17.93) 

Expresia obţinută este cunoscută în Mecanică drept relaţia lui Koenig pentru 
momentul cinetic. Această relaţie precizează că momentul cinetic al unui solid rigid 
faţă de un punct fix O este egal cu suma dintre momentul cinetic corespunzător 
translaţiei corpului cu parametrii cinematici ai centrului său de masă (rel.17.17) şi 
momentul cinetic corespunzător rotaţiei corpului în jurul acestui punct. 
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c) Energia cinetică. Pentru patratul vitezei absolute se poate face prelucrarea 

următoare: 
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CCCC11
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1 vvv2vvvvv2vvvvvv +×+=×+×+×=×==  (17.94) 

Energia cinetică totală, corespunzătoare mişcării absolute a corpului, se poate scrie: 
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Se notează: 

 ò=
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2dmv
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1
E  (17.96) 

energia cinetică corespunzătoare mişcării relative a corpului faţă de centrul său de 
masă. Energia cinetică totală va lua forma: 

 Emv
2

1
E 2

C1 +=  (17.97) 

Această expresie este cunoscută sub denumirea de relaţia lui Koenig pentru 

energia cinetică. Ea precizează că energia cinetică totală este egală cu suma dintre 
energia cinetică corespunzătoare translaţiei corpului cu viteza centrului său de 
masă şi energia cinetică corespunzătoare mişcării lui relative faţă de acest punct. 

d) Lucrul mecanic elementar al forţelor exterioare aplicate corpului, calculat 
cu deplasările absolute ale punctelor lor de aplicaţie, se poate pune sub forma: 

 
dLrdRrdFrdF

rdrdFrdFdL
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C11
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)()(

)]([)(
 (17.98) 

în care s-a notat: 

 å ×= )( rdFdL  (17.99) 

lucrul mecanic efectuat de forţele exterioare cu deplasările locale ale punctelor lor 
de aplicaţie faţă de sistemul de referinţă mobil. 
 

Se reanalizează în continuare teoremele generale ţinând cont de mişcarea 
compusă a corpului. 

a) Teorema impulsului. Se derivează în raport cu timpul relaţia (17.87): 

 å ==== RFamvmH CC
&&

 (17.100) 

Relaţia obţinută este identică cu (17.70); mişcarea corpului faţă de centrul său de 
masă nu afectează această teoremă. 

b) Teorema momentului cinetic. Forma generală a acestei teoreme, dată de 
relaţia (17.74), este: 

 å= )(FMK OO
&

 (17.101) 

Ţinând cont de (17.73), primul termen al acestei relaţii devine: 

 CCCCCCCCCC KRrKamrKvmrvmrK
&&&&&& +´=+´=+´+´=  (17.102) 

Se observă că CC vr =&  şi, în consecinţă, primul termen al derivatei este nul. 

Momentul rezultant al forţelor exterioare se poate prelucra după cum urmează: 
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å+´=å ´+å´=

=å ´+=å ´=å

)()()(

])[()()(

FMRrFrFr

FrrFrFM

CCC

C1O
 (17.103) 

În această relaţie vectorii de poziţie 1r  şi r  aparţin punctelor de aplicaţie ale 
forţelor exterioare. Făcând înlocuirile în (17.101), după reducerea termenului 
comun RrC ´ , se obţine: 

 å= )(FMK CC
&

 (17.104) 

Această relaţie, identică ca formă cu (17.101), precizează că variaţia în raport cu 
timpul a momentului cinetic, corespunzător mişcării relative faţă de centrul său de 
masă, este dată de momentul rezultant al forţelor exterioare faţă de acest punct. 

c) Teorema energiei cinetice. Forma generală a acestei teoreme, pornind de 

la relaţia (17.79) şi adaptând corespunzător indicii, este: 
 11 dLdE =  (17.105) 

Se diferenţiază mai întâi expresia (17.97) a energiei cinetice corespunzătoare 
mişcării absolute a corpului: 

 dEvdm
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1
dE 2

C1 += )(  (17.106) 

Ţinând cont că CC

2

C

2

C vvvv ×== || , primul termen al acestei relaţii devine: 
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Relaţia (17.106) devine: 
 dErdRdE C1 +×=  (17.108) 

Această relaţie, împreună cu (17.98), se înlocuiesc în (17.105). După reducerea 
termenului comun  CrdR ×  se obţine relaţia: 

 dLdE =  (17.109) 

Aceaste relaţie, identică ca formă cu (17.105), arată că variaţia energiei cinetice 
corespunzătoare mişcării relative a corpului faţă de centrul său de masă este egală 
cu lucrul mecanic elementar al forţelor exterioare calculat cu deplasările locale ale 
punctelor lor de aplicaţie în cadrul acestei mişcări relative. 
 

17.4   Discuţie asupra teoremelor generale 
 

Pe baza analizei din capitolele precedente se poate enunţa o formulare 
generală a teoremelor de variaţie ale parametrilor dinamici, valabilă atât pentru 
mişcarea absolută a corpului faţă de sistemul de referinţă fix cât şi pentru mişcarea 
relativă a acestuia faţă de centrul său de masă. Astfel, se poate defini un torsor 

cinetic al solidului rigid, compus din impulsul şi momentul cinetic: 
 ),( Ocin KHt  (17.110) 

Primele două teoreme pot fi rezumate în modul următor: derivata în raport 

cu timpul a torsorului cinetic al unui solid rigid este egală cu torsorul de reducere 

al forţelor aplicate acestuia. Această enunţare poate fi pusă sub forma: 
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Aceste două teoreme sunt în general suficiente pentru stabilirea ecuaţiilor 
diferenţiale ale mişcării solidului rigid destinate determinării atât a legilor de 

mişcare ale corpului cât şi forţelor necunoscute (de regulă reacţiunile din legături). 
Metoda bazată pe aceste două teoreme se va numi în continuare, ca şi în cazul 
punctului material, metoda impulsului. 

Teorema energiei cinetice, care stă la baza metodei energiei, permite 

determinarea numai a legilor de mişcare; pentru determinarea reacţiunilor se 
recurge ulterior la ecuaţiile metodei impulsului. 

Proiectând relaţiile (17.111) pe axele unui sistem de referinţă cartezian se 
obţine un sistem de ecuaţii diferenţiale scalare prin integrarea căruia se determină 
legile de mişcare ale corpului precum şi reacţiunile din legături. 

Reamintind că CC rmamH &&& == , din teorema impulsului şi teorema 
momentului cinetic rezultă un sistem general de 6 ecuaţii: 
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 (17.112) 

Relaţiile efective ale momentului cinetic depind, aşa cum s-a arătat mai înainte, de 
tipul mişcării corpului. Numărul de ecuaţii se reduce dacă sistemul de forţe are o 
configuraţie particulară. Astfel, dacă forţele sunt coplanare în Oxy (cazul mişcării 
plan paralele), sunt suficiente 3 ecuaţii scalare, respectiv: 
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Dacă forţele sunt coplanare şi paralele, alegând una din axe pe direcţia forţelor, 
acest sistem se reduce la două ecuaţii - una de proiecţie şi una de momente. Dacă 
forţele sunt coliniare (cazul translaţiei rectilinii) este suficientă o singură ecuaţie de 
proiecţie pe direcţia respectivă. 

Dacă rezultanta sistemului de forţe este nulă, atunci: 

 .. constvconstvmH0RH CC =®==®==&  (17.114) 

Se spune că impulsul corpului se conservă iar acesta, în funcţie de starea iniţială, 
rămâne în repaus sau continuă o mişcarea rectilinie şi uniformă. Conservarea 
impulsului poate avea loc şi numai după o direcţie; de exemplu: 
 .. constvconstmvH0FH CxCxxxx =®==®å ==&  (17.115) 

Dacă momentul rezultant al sistemului de forţe este nul, atunci: 

 .constK0MK OOO =®==&
 (17.116) 

În acest caz are loc o conservare a momentului cinetic al corpului. 
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Momentul cinetic se poate conserva şi după o direcţie; astfel: 
 .constK0MK zzz =®=å=&  (17.117) 

Considerând, de exemplu, un disc în rotaţie faţă de o axă fixă (rel.17.50): 
 .. constconstJK zz =®== ww  (17.118) 

În funcţie de starea iniţială discul va rămâne în repaus sau va continua o mişcare de 
rotaţie uniformă. 

Dacă corpul este acţionat numai de forţe conservative (forţe de greutate, 
elastice sau de atracţie universală), conform celor arătate în cap.13.1.3 şi utilizând 
forma finită a teoremei energiei cinetice, se poate scrie: 
 BAABABAB VVUUEEL -=-=-=  (17.119) 

 .constVEEVEVE mAABB =+=®+=+  (17.120) 

în care U este funcţia de forţe, V este energia potenţială iar mE  este energia 

mecanică. În acest caz are loc o conservare a energiei mecanice a corpului. 
În Statică, la studiul reducerii sistemelor de forţe (cap.3.3.5) au fost 

prezentate cazurile de reducere şi echivalenţa sistemului în funcţie de valorile 

componentelor torsorului, respectiv R  şi OM . Acest studiu poate fi complectat 

indicându-se şi mişcările particularea ale unui corp în fiecare din aceste cazuri. 
Cazul I : 0R = , 0MO =  – Sistemul de forţe se află în echilibru. Corpul 

rămâne în repaus sau continuă o mişcare de translaţie rectilinie şi uniformă. 
Cazul II : 0R = , 0MO ¹  – Sistem de forţe echivalent cu un cuplu. Corpul 

execută o mişcare de rotaţie în jurul unui punct fix O; în particular, dacă direcţia 
momentului este constantă, rotaţia are loc în jurul unei axe fixe care trece prin O, 

coliniară cu OM . 

Cazul III : 0R ¹ , 0MO =  – Sistemul de forţe este echivalent cu o forţă 
unică, egală cu rezultanta, acţionând în punctul de reducere. Corpul execută o 
translaţie după direcţia de acţiune a rezultantei. 

Cazul IV : 0R ¹ , 0MO ¹ . Se deosebesc următoarele situaţii: 

a) 0MR O =×  – Sistemul este echivalent cu o forţă unică, egală cu 
rezultanta, acţionând pe axa centrală. Corpul execută o mişcare plan-paralelă. 

b) 0MR O ¹×  – Sistem echivalent cu un torsor minimal. Mişcarea corpului 

este oarecare. În particular, dacă  OMR ||  corpul execută o mişcare elicoidală. 
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18.   DINAMICA MIŞCĂRILOR PARTICULARE 
ALE SOLIDULUI RIGID 

 

18.1   Mişcarea de translaţie 

 

Corpul este acţionat de un sistem de forţe care se reduce la o rezultantă 
unică; aceasta va imprima corpului o acceleraţie după direcţia şi în sensul ei de 
acţiune. În acest caz se aplică numai teorema impulsului: 

 å=®= FamRH C
&  (18.1) 

Proiectând această relaţie vectorială pe axele unui 
sistem de referinţă cartezian (fig.18.1) se obţine un 
sistem de trei ecuaţii diferenţiale de ordinul II, 
corespunzător celor trei grade de libertate ale 
solidului rigid liber, respectiv: 
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 (18.2) 

Numărul ecuaţiilor diferenţiale se reduce la două în cazul unei translaţii în plan şi 
la o singură ecuaţie dacă translaţia este rectilinie. Dacă solidul rigid este supus la 
legături, rezultanta forţelor include şi reacţiunile. 
 

18.2   Mişcarea de rotaţie faţă de o axă fixă 

 

18.2.1  Sistemul de ecuaţii 
 

În Cinematică s-a precizat că un corp are 
o mişcare de rotaţie faţă de o axă fixă dacă două 
puncte ale sale sunt fixe pe această axă. Se 
reaminteşte din Statică că legătura care fixează 
un punct al unui corp este articulaţia sferică; în 
cele două puncte menţionate mai sus, notate O 

şi A, se introduc astfel de legături (fig.18.2). 
Pentru simplificarea tratării, sistemele de 

referinţă fix 111 zyOx  şi cel mobil Oxyz  se aleg 

cu aceeaşi origine şi cu axele zz1 º  suprapuse 

axei de rotaţie. Sistemul de referinţă mobil se 
alege în aşa fel încât centrul de masă C să se 
afle în planul Oxz .  

Corpul în mişcare de rotaţie faţă de o axă fixă are un singur grad de libertate, 
parametrul poziţional corespunzător fiind unghiul q. Vectorii w  şi e sunt coliniari 

cu axa de rotaţie. 
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În afara forţelor exterioare, în articulaţiile sferice O şi A, aflate la distanţa 
hOA= , se introduc în mod explicit reacţiunile 1R  şi 2R : 

 kRjRiRRkRjRiRR z2y2x22z1y1x11 ++=++=  (18.3) 

Drept necunoscute ale calculului dinamic sunt cele 6 proiecţii ale acestor reacţiuni 

şi unghiul de rotaţie q  (prin derivatele lui qw &=  şi qe &&= ). 

Pentru utilizarea teoremelor generale se reaminteşte din Cinematică 
(cap.11.1) că, în cazul unui vector oarecare V  având o expresia analitică în 
sistemului de referinţă mobil de forma: 
 kVjViVV zyx ++= , (18.4) 

derivata absolută se calculează cu relaţia: 

 V
t

V

dt

Vd
´+

¶
¶

= w  (18.5) 

în care termenul tV ¶¶ /  reprezintă derivata locală a vectorului, în care se ignoră 
variaţia în raport cu timpul a versorilor sistemului de referinţă mobil. 

Pentru stabilirea ecuaţiilor diferenţiale ale mişcării se utilizează teorema 
impulsului şi teorema momentului cinetic ale căror expresii vectoriale au în cazul 
de faţă formele: 

 å ++= 21 RRF
dt

Hd
 (18.6) 2O

O ROAM
dt

Kd
´+=å  (18.7) 

Expresiile impulsului şi momentului cinetic, stabilite în cap.17.1.4, sunt: 
 )( CrmH ´= w  (18.8) kJjJiJK zyzxzO www +--=  (18.9) 

Ţinând cont de poziţia particulară a centrului de masă, impulsul devine: 

 jxm

z0x

00

kji

mH C

CC

ww ==  (18.10) 

În conformitate cu relaţia (18.5), derivata impulsului va fi: 

 jxmixm

0xm0

00

kji

jxmH
t

H

dt

Hd
CC

2

C

C ew
w

www +-=+=´+
¶
¶

= &  (18.11) 

În mod asemănător se determină şi derivata momentului cinetic: 
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Grupând termenii se obţine: 

 kJjJJiJJ
dt

Kd
z

2
xzyz

2
yzxz

O ewewe +--++-= )()(  (18.13) 

Momentul reacţiunii 2R  faţă de punctul O se calculează în modul următor: 
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Din ecuaţiile vectoriale (8.6) şi (8.7) se obţine sistemul de ecuaţii scalare: 
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Sistemul obţinut conţine 6 ecuaţii scalare; comparând cu numărul de 7 necunoscute 
se evidenţiază existenţa unei nedeterminări. Se încearcă eliminarea acesteia, 
respectiv găsirea a încă unei ecuaţii, prin utilizarea teoremei energiei cinetice: 
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Energia cinetică, definită prin relaţia (17.53), are derivata: 
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Reacţiunile 1R  şi 2R  sunt aplicate în puncte fixe; lucrul mecanic va fi dat numai 

de forţele exterioare. Ţinând cont că singura mişcare este rotaţia de unghi q  în 
jurul axei Oz , pentru lucrul mecanic elementar al acestor forţe se poate scrie: 

 ( ) ( ) ( )wq
q ååå ==®= zzz M

dt

d
M
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dL
dMdL  (18.18) 

Făcând înlocuirile în relaţia (18.16) se obţine: 
 å= zz MJ e  (18.19) 

Relaţia obţinută este identică cu ultima din sistemul (18.15), astfel că din punct de 
vedere al numărului de ecuaţii nedeterminarea se menţine. 

Reamintind că qe &&= , se determină mai întâi legea de mişcare prin integrarea 
ecuaţiei diferenţiale de ordinul II:  

 )()( ttMJ zz qqqwq =®=®=å &&&  (18.20) 

Din celelalte ecuaţii ale sistemului se calculează în continuare reacţiunile, 
respectând următoarea succesiune: 
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Nedeterminarea menţionată mai înainte se regăseşte în 
relaţia de proiecţie a forţelor pe direcţia axei de rotaţie: 
 å-=+ zz2z1 FRR  (18.25) 

Această nedeterminare poate fi eliminată numai dacă se renunţă la 
ipoteza rigidităţii corpului şi se aplică metodele specifice din 
domeniul Rezistenţei Materialelor. 

Nedeterminarea mai poate fi înlăturată şi pe cale 
constructivă, fără a afecta aspectul funcţional, prin înlocuirea uneia 
dintre articulaţiile sferice printr-o articulaţie cilindrică, de exemplu 
cea din punctul A (fig.18.3); în acest caz: 

 å-== zz1z2 FR0R  (18.26) 

 

18.2.2   Echilibrarea rotorilor 

 
Scopul urmărit în cazul operaţiunilor de echilibrare constă în eliminarea 

variaţiei reacţiunilor din lagăre, variaţie care se manifestă prin şocuri, vibraţii 
dăunătoare sau zgomote. 

Torsorul de reducere al forţelor exterioare aplicate unui corp în mişcare de 
rotaţie faţă de o axă fixă se poate pune sub forma următoare: 
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í

ì

++==

=

åååå

å

43421444 3444 21

Od

z

Os

yxOOO

M

kM

M

jMiMFMM

FR

)(t  (18.27) 

La momentul rezultant se deosebeşte o componentă statică care acţionează numai 
în stare de repaus (atunci când 0== ew ) şi o componentă dinamică motoare care 
determină rotaţia în jurul axei Oz. 

Reacţiunile din lagărele O şi A se pot descompune în câte două componente: 
 d1s11 RRR +=  (18.28) d2s22 RRR +=  (18.29) 

Componentele s1R  şi s2R reprezintă reacţiunile statice care apar atunci când corpul 
se află în echilibru static. Ecuaţiile de echilibru corespunzătoare sunt: 

 0RRF s2s1 =++å  (18.30) 0ROAM s2Os =´+å  (18.31) 

Componentele d1R  şi d2R  reprezintă reacţiunile dinamice care apar numai în 
timpul mişcării corpului. 

Ecuaţiile teoremelor generale (18.6) şi (18.7) pot fi puse sub forma: 

 d2d1

0

s2s1 RRRRF
dt

Hd
++++=å

44 344 21
 (18.32) 

 d2Od

0

s2Os
O ROAMROAM

dt

Kd
´++´+=å

444 3444 21
 (18.33) 

Se consideră că pentru o funcţionare ideală reacţiunile dinamice trebuie să fie nule, 
respectiv 0RR d2d1 == . În aceste condiții relaţiile de mai sus devin: 

 

 
 

 

 

 
 

 

Fig.18.3 

z 

A 

O 



356 

 0
dt

Hd
=  (18.34) ( )kMM

dt

Kd
zOd

O å==  (18.35) 

În aceste condiţii, expresiile (18.11) şi (18.13) care definesc derivatele în raport cu 
timpul ale impulsului şi momentului cinetic devin: 

 0jxmixm
dt

Hd
CC

2 =+-= ew  (18.36) 

 ( )kMkJjJJiJJ
dt

Kd
zz

2
xzyz

2
yzxz

O å=+--++-= ewewe )()(  (18.37) 

Din ecuaţia (18.36) se obţine o primă condiţie pentru echilibrarea corpului în 
mişcarea de rotaţie. Întrucât 0¹w  şi 0¹e , rezultă că derivata impulsului se 
anulează pentru: 
 0xC =  (18.38) 

Se deduce că centrul de masă al corpului trebuie să se găsească pe axa de rotaţie. 
Corpul la care este îndeplinită această condiţie este echilibrat static. 

Echivalând în relaţia (18.37) termenii de acelaşi versor, se obţine sistemul: 

 

ïî

ï
í
ì

=--

=+-

0JJ

0JJ

2
xzyz

2
yzxz

we

we
 (18.39) 

Pentru ca acest sistem liniar şi omogen în e  şi 2w , să nu aibă soluţiile banale 
0==we , este necesar ca determinantul coeficienţilor lui să fie nul: 

 0JJ0
JJ

JJ
2
yz

2
xz

xzyz

yzxz
=+®=

--

-
 (18.40) 

Relaţia obţinută este posibilă numai dacă: 
 0JJ yzxz ==  (18.41) 

S-a arătat în cap.16.4 că momentele de inerţie centrifugale sunt nule faţă de 
direcţiile principale de inerţie; observând că cele două momente centrifugale se 

referă la axa de rotaţie Oz, se deduce o a doua condiţie pentru echilibrarea corpului 
şi anume că axa de rotaţie trebuie să fie direcţie principală de inerţie.  În acest 
context se reaminteşte că o axa de simetrie este şi direcţie principală de inerţie; în 
concluzie rotorul este echilibrat dacă axa lui de rotaţie este axă de simetrie. Corpul 
care îndeplineşte această condiţie este echilibrat dinamic. 

În fig.18.4 este reprezentat un rotor: a) – dezechilibrat, b) – echilibrat static, 
c) – echilibrat dinamic. În mod practic acţiunea de echilibrare, atât cea statică cât şi 
cea dinamică, se realizează prin corectarea distribuţiei masei, respectiv prin 
extragerea sau adăugarea unor mase adiţionale. 

 

 

 
 

 a) b) c) 

Fig.18.4 
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18.2.3   Pendulul fizic 

 

Pendulul fizic este un corp care poate executa o mişcare 
oscilatorie în jurul unei axe orizontale sub acţiunea greutăţii 
proprii. Pentru comoditatea tratării se consideră o bară 
suspendată la o extremitate printr-o articulaţie cilindrică fixă O 

(fig.18.5). Centrul de masă se află la distanţa aOC =  iar 

greutatea corpului este mgG = . Ecuaţia diferenţială generală: 

 å= zz MJ e  (18.42) 

va lua în acest caz forma: 

 qq sinmgaJ z -=&&  (18.43) 0
J

mga

z

=+ qq sin&&  (18.44) 

Această relaţie poate fi prelucrată prin introducerea unei notaţii 
suplimentare: 

 
ma

J
l z=  (18.45) 0

l

g
=+ qq sin&&  (18.46) 

Ecuaţia diferenţială a mişcării obţinută pentru pendulul 
fizic este identică cu ecuaţia (13.246) a unui pendul matematic 
cu masa m şi lungimea l a firului (fig.18.6). Se deduce de aici că 
pendulul fizic oscilează la fel cu pendulul matematic studiat în 
cap.13.3.4. Punctul 1O , aflat la distanţa lOO1 =  de punctul de 

suspendare, poartă numele de centru de oscilaţie. 

Referitor la centrul de oscilaţie se poate pune în evidenţă 
o proprietate interesantă – dacă se suspendă pendulul în punctul 

1O , atunci noul centru de oscilaţie va fi punctul O. Pentru a 

demonstra această proprietate se fac aceleaşi operaţii ca la 
pendulul fizic iniţial: 

 qq sinmgbJ 1z -=&&  (18.47) 0
J

mgb

1z

=+ qq sin&&  (18.48) 

 
mb

J
l 1z
1 =  (18.49) 0

l

g

1

=+ qq sin&&  (18.50) 

Folosind relațiile de variaţie ale momentelor de inerţie faţă de axe paralele se 

deduce: 

 )( 22
z1z2

C1z

2
Cz

abmJJ
mbJJ

maJJ
-+=®

ïî

ï
í
ì

+=

+=
 (18.51) 

Observând că lba =+  şi ţinând cont de relaţia (18.45) se calculează: 

 l
mb

ababmmal

mb

abmJ
l

22
z

1 =
-++

=
-+

=
))(()(

 (18.52) 

ceea ce era de demonstrat. 
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Având în vedere similitudinea dintre pendulul fizic şi pendulul matematic 

echivalent, micile oscilaţii ale acestuia pot fi tratate în modul descris în cap.13.3.5. 
Pentru pulsaţia acestor oscilaţii se poate scrie relaţia: 

 
T

2

J

mga

l

g
p

z

p
===  (18.53) 

Din aceasta se poate extrage relaţia: 

 
2

2

z
4

mgaT
J

p
=  (18.54) 

care este utilă la determinarea pe cale experimentală a momentului de inerţie al 
unui corp de formă oarecare. 
 

Problema 18.1. O placă dreptunghiulară se roteşte în jurul unei axe verticale 
fixă, suprapusă uneia dintre laturi (fig.18.8), fiind lansată din poziţia iniţială cu o 
viteză dată. Mişcării de rotaţie i se opune o rezistenţă datorată frecării de pivotare 
din articulaţia inferioară. Să se determine legea de mişcare şi să se calculeze 
reacţiunile. 

Date: G, h, b, m, D, 0w , 00 =q  

Cerute: max),(),( qqw tt , 2211 VHVHN ,,,,  

Rezolvare: Termenii din sistemul de ecuaţii (18.15) au 
în această aplicaţie următoarele expresii: 
a) elementele masice: 

 
2

b
x

g

G
m C ==  (18.55) 

b) momentele de inerţie: 

 0J
g4

Gbh
J

g3

Gb
J yzxz

2

z ===  (18.56) 

c) forţele exterioare: 

 GF0FF zyx -=== ååå  (18.57) 

pzyx MM
2

Gb
M0M -=== ååå (18.58) 

d) reacţiunile: 

 NRVRHR z11y11x1 ===  (18.59) 

 0RVRHR z22y22x2 ===  (18.60) 

Momentul de frecare de pivotare se calculează 
conform celor arătate în Statică, cu relaţia: 

 DN
3

1
RN

3

2
M p mm ==  (18.61) 

în care R şi D sunt raza şi respectiv diametrul axului din lagărul inferior (fig.18.9). 
Cu aceste precizări, cele 6 ecuaţii scalare ale sistemul general (18.15) vor lua 

forma următoare: 
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 (18.62) 

Ţinând cont că qe &&= , din ecuaţiile (3) şi (6) se stabileşte ecuaţia diferenţială: 

 .const
b

gD
20 =-=-=

m
eq&&  (18.63) 

în care s-a notat prin 0e  valoarea constantă a acceleraţiei unghiulare. Se integrează 
această ecuaţie de două ori în raport cu timpul: 

 10 Ct +-== eqw &  (18.64) 21
2

0 CtCt
2

1
++-= eq  (18.65) 

Constantele de integrare 1C  şi 2C  se determină din condiţiile iniţiale: 

 
î
í
ì

=

=
®

î
í
ì

=

=
®=

0C

C

0
0t

1

02

0

00
w

q

wq )( &
 (18.66) 

Legea de mişcare va consta în final din ecuaţiile: 

 t00 eww -=  (18.67) 2
00 t

2

1
t ewq -=  (18.68) 

Punând condiţia de oprire 0=w  se determină unghiul maxim de rotaţie: 

 
gD2

b

2

22
0

0

2
0

m
w

e
w

q ==max  (18.69) 

h2

Gb

g4

Gb
H

h2

Gb

g4

Gb
H

g4

Gb
VV 2

2
2

121 --=+-=== wwe  (18.70) 

În aceste relaţii se recunosc componentele statice şi dinamice ale reacţiunilor din 
legături; cele dinamice au în componenţa lor  parametrii unghiulari w  şi e . 
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18.3   Mişcarea de rotaţie faţă de un punct fix 
 

18.3.1   Sistemul de ecuaţii 
 

Punctul fix al corpului este o articulaţie 
sferică; cele două sisteme de referinţă,fix şi mobil, 
se aleg cu originea în acelaşi punct (fig.18.10). Tot 
în acest punct este aplicată şi unica reacţiune R , 

necunoscută atât ca mărime cât şi ca direcţie. 
Teorema impulsului şi teorema momentului 

cinetic au în acest caz expresiile vectoriale: 

 RF
dt

Hd
+= å  (18.71) 

 å= O
O M

dt

Kd
 (18.72) 

Reacţiunea R  apare numai în teorema impulsului şi, în consecinţă, poate fi 

determinată numai din relaţia respectivă. Studiul mişcării se va efectua utilizând 
teorema momentului cinetic. 

În cazul cel mai general momentul cinetic faţă de punctul fix O se calculează 
în modul arătat în cap.17.1.3, relaţia matriceală fiind: 
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 (18.73) 

Calculul se simplifică dacă axele sistemului de referinţă mobil Oxyz, solidar cu 

corpul, sunt direcţiile principale de inerţie ale acestuia. În acest caz momentele de 
inerţie axiale sunt momentele principale de inerţie iar momentele de inerţie 
centrifugale sunt nule. Relaţia de mai sus devine: 
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 (18.74) 

Reamintind că în raport cu sistemul de referinţă mobil toate momentele de inerţie 
sunt constante, expresia momentului cinetic în acest sistem devine: 
 kJjJiJK z3y2x1O www ++=  (18.75) 

Pentru derivata absolută a momentului cinetic se utilizează relaţia: 

 O
OO K
t

K

dt

Kd
´+

¶
¶

= w  (18.76) 
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O
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wwwwww +++= &&&  (18.77) 
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Din relaţia (18.72) se obţine sistemul de ecuaţii diferenţiale scalare: 
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 (18.78) 

cunoscute în Mecanică drept ecuaţiile lui Euler pentru solidul rigid cu punct fix. 

Prin integrarea acestui sistem se obţine într-o primă etapă viteza unghiulară w  prin 

proiecţiile ei pe axe, respectiv zyx www ,, . 

În Cinematică (cap.10.5) s-a arătat că sistemul de referinţă mobil poate fi 
poziţionat faţă de sistemul de referinţă fix prin unghiurile lui Euler (fig.18.11). 

Aceste unghiuri sunt: y –unghiul de precesie, q – unghiul 

de nutaţie, j  – unghiul rotaţiei proprii. Dreapta ON  este 

intersecţia dintre planurile 11yOx  şi Oxy. Legătura între 
derivatele acestor unghiuri şi proiecţiile vitezei unghiulare 
este dată de relaţiile: 
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ì
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jqjqyw
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&&

&&

cos

sincossin

cossinsin

z
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x

 (18.79) 

S-a format un al doilea sistem de ecuaţii diferenţiale ale cărui necunoscute sunt 
unghiurile de poziţie menţionate. În general, efectuarea acestei duble integrări pe 
cale analitică este dificilă, fiind posibilă doar în câteva cazuri particulare. 
Integrarea poate fi efectuată folosind procedurile analizei numerice. 

Reactiunea R  se determină din relaţia (18.71) în care impulsul este: 
 )( CC rmvmH ´== w  (18.80) 

Pentru derivata impulsului se utilizează relaţia: 

 )( Cr
t

H
H

t

H

dt

Hd
´´+

¶
¶

=´+
¶
¶

= www  (18.81) 

Derivata locală a impulsului se calculează cu relaţia: 

 )()( CCC rmrrm
t

H
´=´+´=

¶
¶

eww &&  (18.82) 

deoarece în sistemul mobil .constrC =  Din relaţia (18.71) se izolează reacţiunea: 

 åå -=-´´+´= FamFrrmR CCC )]()[( wwe  (18.83) 

Proiecţiile pe axe ale reacţiunii se obţin detaliind această relaţie: 
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18.3.2   Giroscopul 
 

Una dintre cele mai importante aplicaţii ale mişcării solidului rigid cu un 
punct fix o constitue giroscopul, un dispozitiv care intră în compunerea aparatelor 
de control al poziţiei şi de reglare a mişcării. Constructiv, giroscopul poate fi 
asimilat unui disc care are o rotaţie rapidă în jurul unei axe mobile. 

Din punct de vedere funcţional se deosebeşte: 
– giroscopul centrat, la care centrul de masă al discului coincide cu punctul 

fix ( );OC º  

– giroscopul necentrat, la care centrul de masă se află pe axa de rotaţie 
proprie a discului, axă care trece prin punctul fix ( OC ¹ ). 

 
a) giroscopul centrat (fig.18.12) 

Axa de rotaţie Oz este şi axă de simetrie; 
axele Ox şi Oz se află în planul discului şi sunt 
direcţii principale de inerţie, astfel că: 
 JJJJJJ z321 >>º==  (18.85) 

Prin construcţie axele de rotaţie sunt concurente 
într-un punct fix care coincide cu centrul de 

masă al discului, disc aflat în mişcare de rotaţie 
proprie faţă de axa Oz. Singura forţă exterioară 
este greutatea proprie a discului; este evident că 

0GMO =)( , astfel că: 

 0MMM zyx === ååå  (18.86) 

Ecuaţiile generale (18.78) iau în acest caz forma: 
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 (18.87) 

Din ultima ecuaţie, ţinând cont că 0J3 ¹ , rezultă 0zz ==we &  şi, în consecinţă: 

 0z const ww == .  (18.88) 

Se deduce că dacă se impune discului o viteză iniţială 0w , în absenţa oricărei 
rezistenţe, rotaţia acestuia continuă la infinit. Introducând notaţia: 

 0
3

J

JJ
p w

-
=  (18.89) 

celelalte două ecuaţii pot fi prelucrate în modul următor: 

 0p
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S-a obţinut o ecuaţie diferenţială de ordinul II, omogenă şi cu coeficienţi constanţi, 
care se integrează în modul arătat în cap.14.2; soluţia acesteia este de forma: 
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 ptCptC 21x sincos +=w  (18.91) 

în care 1C  şi 2C  sunt constante de integrare dependente de condiţiile iniţiale. 

Pentru yw  soluţia se obţine din prima ecuaţie: 

 ptCptCptpCptpC
p

1

p

1
2121xy cossin)cossin( -=+--=-= ww &  (18.92) 

Amândouă soluţiile reprezintă nişte variaţii armonice de pulsaţie p ale vitezelor 

unghiulare faţă de axele Cx şi Cy aflate în planul discului şi mobile odată cu acesta. 
Proprietăţile giroscopului pot fi puse în evidenţă studiind în acest context 

variaţiile unghiurilor lui Euler y, q, j. În fig.18.12 s-a reprezentat numai unghiul q 

făcut de axa de rotaţie a giroscopului cu direcţia fixă 1Cz . 

Constantele de integrare 1C  şi 2C  din relaţiile de mai sus se pun sub forma: 

 00120011 CC jqwjqw cossinsinsin -==  (18.93) 

în care 1w , 0q , 0j  sunt nişte constante a căror semnificaţie va fi pusă în evidenţă în 
continuare. Cu aceste înlocuiri relaţiile (18.91) şi (18.92) devin: 

 )sin(sin)sincoscos(sinsin ptptpt 0010001x -=+= jqwjjqww  (18.94) 

 )cos(sin)coscossin(sinsin ptptpt 0010001y -=-= jqwjjqww  (18.95) 

Sistemul de ecuaţii (18.79) ia forma: 
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 (18.96) 

Se constată cu uşurinţă că acest sistem de ecuaţii diferenţiale are soluţiile: 
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 (18.97) 

Făcând înlocuirile în primele două ecuaţii se obţine câte o identitate. Constantele 

0y , 0j , 0q  sunt valorile iniţiale ale unghiurilor lui Euler. 
Din ultima ecuaţie (18.96) se obţine: 
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wwqw
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=®=-  (18.98) 

Se observă că 1w  şi p sunt pulsaţiile mişcărilor oscilatorii ale giroscopului 

corespunzătoare unghiurilor de poziţie y şi respectiv j. Ţinând cont şi de relaţia 
(18.89), perioadele acestor oscilaţii vor fi: 
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Relaţia .const0 ==qq  pune în evidenţă stabilitatea axei de rotaţie a 

giroscopului; aşezând axa de rotaţie sub un unghi iniţial  faţă de o direcţie fixă din 
spaţiu, ea va rămâne în această poziţie oricare ar fi perturbaţiile suportului exterior. 
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Deoarece viteza unghiulară 0w  şi momentul de inerţie 3J  al giroscopului sunt 

mari, timpul de revenire în poziţia iniţială (ilustrat prin valoarea mică a perioadelor 
T şi 1T ) este foarte scurt, deplasarea axei de rotaţie fiind anihilată aproape simultan 
cu mişcarea perturbatoare. Pe această proprietate deosebit de importantă se bazează 
construcţia aparatelor de control şi reglare poziţională precum şi de orientare 

terestră utilizate în navigaţie. 
 

b) Giroscopul necentrat (fig.18.13) 

Axa de rotaţie Oz este şi axă de simetrie, 
astfel că: 
 0JJJJ yzxz3z ===  (18.101) 

Spre deosebire de giroscopul centrat, axele Ox şi 
Oy nu sunt direcţii principale de inerţie; pentru 
momentele de inerţie axiale şi centrifugale faţă de 
acestea se porneşte de la cele calculate în raport cu 
axele Cx’ şi Cy’ aflate în planul discului şi paralele 
cu Ox şi Oy. Notând hOC =  se utilizează relaţiile 
de variaţie ale momentelor faţă de axe paralele: 

 2
xy

2
yx mhJmhJJJ =+==  (18.102) 

Momentul de inerţie principal J este calculat, ca şi 
la giroscopul centrat, faţă de o axă oarecare din 
planul discului; rămâne valabilă observaţia că 

JJ3 >> . 

Forţele care acţionează asupra giroscopului sunt greutatea proprie G  şi 
reacţiunea R  din articulaţia sferică. Aşa cum s-a arătat în cap.18.3.1, reacţiunea 
poate fi calculată utilizând relaţiile provenite din aplicarea teoremei impulsului, 
după determinarea parametrilor pozitionali şi cinematici, respectiv a unghiurilor lui 
Euler jqy ,,  şi a derivatelor acestora în raport cu timpul. Se reaminteşte că 

legătura între aceşti parametri şi viteza unghiulară w a giroscopului la nivel de 

proiecţii este dată de relaţiile: 
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În cele ce urmează, pentru sistematizarea calculelor, se vor utiliza pe cât 
posibil formele matriceale ale relaţiilor vectoriale; în acest context, sistemul de mai 
sus poate fi pus sub forma: 
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 (18.104) 

Proiecţiile pe axe ale vitezei unghiulare au în acest studiu un rol intermediar. 
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Pentru stabilirea ecuaţiilor diferenţiale ale mişcării giroscopului necentrat se 
porneşte de la relaţia generală a teoremei momentului cinetic, respectiv: 

 O
O M

dt

Kd
=  (18.105) 

Ţinând cont de valorile momentelor de inerţie, momentul cinetic se 
calculează în modul următor: 
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 kJjJJiJJK zzyyxyxyxyxxO wwwww ++-+-= )()(  (18.107) 

Pentru derivata absolută a momentului cinetic se utilizează relaţia generală: 

 O
OO K
t

K

dt

Kd
´+

¶
¶

= w  (18.108) 

Proiecţiile pe axe ale derivatei locale tKO ¶¶  se obţin pe baza relaţiei (18.106): 
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Proiecţiile pe axe ale produsului vectorial: 
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se pot calcula introducând forma matriceală asociată vitezei unghiulare: 
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Momentul greutăţii G  faţă de punctul O este dat de produsul vectorial: 

 GOCMO ´=  (18.112) 

Se observă că vectorul acestui moment este perpendicular pe planul format de 
axele 1Oz  şi Oz, având în consecinţă direcţia liniei nodurilor ON (fig.18.13). 

Modulul acestui moment este: 

 qq sinsin GhOCGMO =×=  (18.113) 

Proiecţiile acestui moment pe axele sistemului Oxyz, dispuse matriceal, sunt: 
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Se fac în continuare înlocuirile în relaţia (18.105): 
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Din această ecuaţie matriceală se poate explicita vectorul care conţine derivatele în 
raport cu timpul ale proiecţiilor vitezei unghiulare, prin înmulţirea la stânga a 
întregii ecuaţii cu inversa matricii de inerţie. 
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Sistemul de ecuaţii diferenţiale se obţine derivând în raport cu timpul 
ecuaţiile (18.103): 
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Prin prelucrarea acestuia se pot explicita derivatele de ordinul II ale unghiurilor lui 

Euler: 
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Integrarea acestui sistem de ecuaţii diferenţiale pentru determinarea legii de 
mişcare a giroscopului se poate face numai pe cale numerică. Relaţiile de mai sus 
sunt necesare în algoritmul care conţine funcţiile derivatelor. 
 

Problema 18.2  În condiţiile analizei 
teoretice de mai sus, să se alcătuiască un program 
MATLAB pentru studiul unui giroscop necentrat 
suspendat (fig.18.14). 

Date: m, R, h, 000000 jqyjqy &&& ,,,,,  

Cerute: )(),(),( ttt jqy  

Rezolvare: Momentele de inerţie sunt: 
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În fig.18.15 sunt reprezentate unghiurile 
lui Euler într-o poziţie oarecare. Faţă de 
expunerea precedentă modificarea apare 
la momentul greutăţii în raport cu O: 
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Pentru alcătuirea programului se 
defineşte un vector coloană al necunoscu-

telor: 

 ];;;;;[ jqyjqy &&&=z  (18.121) 

cu valorile iniţiale: 

 ];;;;;[ 000000 jqyjqy &&&=z0  (18.122) 

Se formează deasemenea vectorul 
coloană al derivatelor: 

 ];;;;;[ jqyjqy &&&&&&&&&=dery  (18.123) 

Programul MATLAB va avea următoarea configuraţie: 
 
program.m 
 

% GIROSCOPUL NECENTRAT SUSPENDAT 
clear; close all; 
% DATE GENERALE 
global J Jinv  Mgh 

m=0.6;  R=0.15; h=0.5; g=9.81; 
Mgh=m*g*h; 

% MATRICEA DE INERTIE 
Jx=m*R^2/4+m*h^2; 

Jy=Jx; Jz=m*R^2/2; 
Jxy=m*h^2; Jyx=Jxy; 
Jxz=0; Jzx=0; Jyz=0; Jzy=0; 
J=[Jx -Jxy -Jxz; -Jyx Jy -Jyz; -Jzx -Jzy Jz]; 
Jinv=inv(J); 
tmin=0; tmax=2; 
interval=[tmin, tmax]; 
% POZITIA INITIALA 
psi0=0; teta0=pi/4; fi0=0; 
psip0=1.8; tetap0=0.3; fip0=15; 
z0=[psi0; teta0; fi0; psip0; tetap0; fip0]; 

% INTEGRAREA NUMERICA 
[t,z]=ode45('giroscop',interval,z0); 
psi=z(:,1); teta=z(:,2); fi=z(:,3); 
% EXTRAGEREA SI VIZUALIZAREA 

% REZULTATELOR 
psip=z(:,4); tetap=z(:,5); fip=z(:,6); 
r=h*sin(teta); 
polar(psi+pi/2,r); 

giroscop.m 

function dery=giroscop(t,z) 
global J  Jinv  Mgh 
psi=z(1);  teta=z(2);  fi=z(3); 
psip=z(4);  tetap=z(5);  fip=z(6); 

steta=sin(teta); cteta=cos(teta); 
sfi=sin(fi); cfi=cos(fi); 

rot=[steta*sfi, cfi, 0; steta*cfi, -sfi, 0; cfi, 0, 1]; 
eulerp=[psip; tetap; fip]; 

om=rot*eulerp; 
KO=J*om; 
omx=om(1); omy=om(2); omz=om(3); 
omas=[0 -omz omy; omz 0 -omx; -omy omx 0]; 
MO=[-Mgh*steta*cfi; Mgh*steta*sfi; 0]; 
omp=Jinv*(MO-omas*KO); 
omxp=omp(1); omyp=omp(2); omzp=omp(3); 
if steta<0.0001 steta=0.0001; end; 
psipp=(omxp*sfi+omyp*cfi-psip*tetap*cteta)/steta; 
tetapp=omxp*cfi-omyp*sfi-psip*fip*steta; 
fipp=(omxp*sfi+omyp*cfi)*cteta-omzp*steta-psip*tetap; 
dery=[psip; tetap; fip; psipp; tetapp; fipp]; 

 

După efectuarea integrării se reprezintă grafic, în coordonate polare, 
traiectoria punctului C – centrul de masă al giroscopului, proiectată pe planul 

11yOx . Raza polară şi unghiul de poziţie ale acestei proiecţii faţă de axa 1Ox   sunt 

respectiv qsinhr =  şi 2/py + . Diagrama respectivă este prezentată în fig.18.16. 
Se poate observa tendinţa de stabilizare a giroscopului în poziţia verticală. 
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18.3.3   Efectul giroscopic 

 

Fenomenul analizat în continuare poate fi mai uşor înţeles dacă se face 
referinţă la giroscopul centrat. El se manifestă nu numai la giroscopul propriuzis ci 
şi la orice alt ansamblu în care există corpuri în mişcare de rotaţie care 
funcţionează la turaţii mari, cum sunt, de exemplu, rotoarele turbinelor sau ale 
electromotoarelor, roţile boghiurilor de cale ferată sau ale unor vehicule. 

Discul din fig.18.17 se roteşte cu 
viteza unghiulară 0w  în jurul axei Oz. În 
conformitate cu cele arătate în capitolul 
precedent referitor la giroscopul centrat, în 
absenţa vreunei perturbaţii această axă este 
stabilă. Se presupune că iniţial axa de rotaţie 
coincide cu direcţia fixă 1Oz . Vectorul 

momentului cinetic: 

 0zO JK w=  (18.124) 

este coliniar cu axa de rotaţie. 
Dacă asupra axei de rotaţie se aplică o forţă perturbatoare F , paralelă cu 

axa fixă 1Oy , momentul OM  al acestei forţe va fi coliniar cu axa 1Ox . Aparent, 

sub acţiunea forţei F  axa de rotaţie Oz ar trebui să se rotească în jurul axei 1Ox . 

Conform teoremei momentului cinetic se poate scrie: 

 dtMKdM
dt

Kd
OOO

O =®=  (18.125) 
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Se observă că variaţia OKd  a momentului cinetic are aceeaşi direcţie cu momentul 

OM . Noul moment cinetic al discului se obţine făcând însumarea vectorială: 

 OOO KdKK +='
 (18.126) 

Direcţia acestui vector este conţinută în planul 11zOx ; deoarece vectorul moment 

cinetic este coliniar cu axa în jurul căreia se efectuează rotaţia discului, se deduce 
că această axă a suferit o deplasare în planul menţionat, trecând din poziţia Oz  în 
poziţia Oz’. Se constată că, contrar aparenţei, rotaţia acestei axe a avut loc nu în 
jurul axei 1Ox  ci în jurul axei 1Oy . Această deplasare a axei de rotaţie într-un plan 

perpendicular pe direcţia forţei perturbatoare poartă numele de efect giroscopic. 

Dacă prin construcţie deplasarea axei 
de rotaţie este împiedicată, tendinţa de 
deplasare menţionată se va manifesta 
printr-un cuplu de forţe ),( FF -  de 

moment gM  numit cuplu giroscopic; 

acesta va acţiona asupra lagărelor laterale 
ale discului încărcându-l pe unul şi 
descărcându-l pe celălalt. Componentele 

1V  şi 2V  ale reacţiunilor din lagăre, 
aplicate axului discului, se modifică cores-

punzător cu forţele acestui cuplu (fig.18.18). 
 

18.4   Mişcarea plan-paralelă 

 

Pentru simplificarea tratării, sistemul 
de referinţă mobil ataşat corpului se alege 
cu originea în centrul de masă al acestuia 
(fig.18.19). Cei trei parametri poziţionali 
sunt în acest caz: 
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Sistemul de forţe aplicat corpului, în care 
de această dată se vor include şi reacţiunile, 
se reduce în centrul de masă. 

Teorema impulsului se aplică considerând mişcarea corpului faţă de sistemul 
de referinţă fix; teorema momentului cinetic se aplică considerând mişcarea 
acestuia faţă de sistemul de referinţă mobil. Relaţiile generale sunt: 

 å=== 1C1C1 FrmamH &&&
 (18.128) 

 å= CC MK
&

 (18.129) 

Din teorema impulsului rezultă un prim set de ecuaţii diferenţiale: 
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Pentru definirea momentul cinetic CK  se observă că viteza şi acceleraţia 

unghiulară sunt perpendiculare pe planul mişcării, respectiv kk qww &==  şi 

kk qee &&== . Se obţine relaţiile: 
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 kJjJiJK zyzxzC www +--=  (18.132) 

Deoarece momentul cinetic s-a calculat cu proiecţiile sale în sistemul de referinţă 
mobil, pentru derivata acestuia în raport cu timpul se utilizează relaţia: 
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Termenii acesteia sunt: 
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În final, din relaţia (18.129) se obţine un al doilea sistem de ecuaţii diferenţiale: 
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În cazul frecvent al unei plăci plane 
solicitată doar de forţe coplanare cu ea (fig.18.20): 
 0MM0F CyCx1z === ååå  (18.137) 

Dacă direcţiile Cx şi Cy sunt şi direcţii principale 
de inerţie (axe de simetrie), 0JJ yzxz == . 

Sistemul de ecuaţii corespunzător va fi: 
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Problema 18.3 – Să se studieze 
mişcarea unei roţi pe un plan înclinat în 
ipoteza unei rostogoliri fără alunecare şi cu 
alunecare, considerând că aceasta porneşte 
din repaus. 

Date: G, R, a, m, s 

Cerute: q,C1x  

Rezolvare: Se observă că .constRy C1 ==  

şi în consecinţă 0y C1 =&& . Asupra roţii 
acţionează forţele reprezentate în fig.18.21. 
Se fac înlocuirile în sistemul (18.138) şi se 
obţin ecuaţiile: 
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În cazul rostogolirii fără alunecare NFf m£ . Se observă că IAIO1 =  şi în 

consecinţă qRx C1 = , egalitate valabilă  şi la nivelul derivatelor q&&&& Rx C1 = . 

Prelucrând sistemul de mai sus se obţin ecuaţiile: 
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Integrând fiecare ecuaţie de două ori şi punând condiţiile iniţiale specifice pornirii 
din repaus, se găsesc legile de mişcare: 
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Centrul de masă al roţii va avea o deplasare rectilinie uniform variată; mişcarea în 
jurul acestuia va fi o rotaţie uniform variată. 

În cazul rostogoliri cu alunecare, forţa de frecare dintre roată şi planul 
înclinat este NFf m= iar între cei doi parametri poziţionali nu există nicio 

corelaţie. Din acelaşi sistem general (18.139) se obţin ecuaţiile: 

 )cos(sin ama -= gx C1&&  (18.144) amq cos)(
R

s

R

g2
-=&&  (18.145) 

Integrând aceste ecuaţii şi punând aceleaşi condiţii iniţiale, se găsesc legile de 
mişcare: 

 )cos(sin ama -=
2

tg
x

2

C1  (18.146) amq cos)(
R

s

R

gt2

-=  (18.147) 
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19.   DINAMICA SISTEMELOR DE CORPURI 
 

19.1 Generalităţi 
 

Se reaminteşte că un sistem de corpuri reprezintă un ansamblu de solide 
rigide aflate în interacţiune mecanică; sub acţiunea forţelor şi momentelor extrioare 
sistemul capătă o mişcare bine determinată. 

Un prim obiectiv al analizei dinamice constă în stabilirea ecuaţiilor 
diferenţiale ale mişcării sistemului ţinând cont atât de solicitările exterioare cât şi 
de relaţiile cinematice interne dintre corpurile acestuia; este evident că ecuaţiile 
diferenţiale menţionate conţin acceleraţiile sistemului. Prin integrarea acestor 
ecuaţii se poate determina în continuare legea de mişcare la nivelul vitezelor şi 
deplasărilor. Un al doilea obiectiv se referă la determinarea reacţiunilor dinamice 
interioare şi exterioare. 

Numărul gradelor de libertate ale unui sistem este egal cu cel al parametrilor 
poziţionali independenţi; de regulă aceşti parametri se referă la corpul sau corpurile 
care pun în mişcare sistemul. Parametrii poziţionali ai celorlalte corpuri se exprimă 
în funcţie de aceştia. Această corelaţie se extinde şi la ceilalţi parametri cinematici, 
respectiv la viteze şi acceleraţii, liniare sau unghiulare. În cap.12.3 s-a prezentat 

modul de efectuare a analizei cinematice, respectiv de alcătuire a tabelului 
cinematic care precede analiza dinamică a oricărui sistem. 

Stabilirea ecuaţiilor diferenţiale menţionate mai sus este echivalentă 
determinării în primul rând a acceleraţiilor corespunzătoare parametrilor poziţionali 
independenţi; pe baza relaţiilor cinematice se pot calcula apoi şi celelalte 
acceleraţii. Reacţiunile dinamice aplicate corpurilor vor depinde evident de 
acceleraţiile acestora. 

Pentru studiul sistemelor, ca şi în dinamica punctului material (cap.13.3.1), 
se pot utiliza următoarele metode: 

– metoda impulsului, având la bază teorema impulsului şi teorema momentu-

lui cinetic; prin utilizarea metodei se determină atât acceleraţiile sistemului cât şi 
reacţiunile dinamice; 

– metoda energiei, bazată pe teorema energiei cinetice. Prin această metodă 
se pot determina numai acceleraţiile sistemului; după determinarea acestora, pentru 
calculul reacţiunilor dinamice se apelează la metoda impulsului. 

Elementul comun ambelor metode este tabelul cinematic. La alcătuirea 
acestuia se au în vedere următoarele aspecte: 

– se stabileşte mai întâi corpul principal al sistemului; în general acesta este 
corpul sau elementul care pune sistemul în mişcare. Parametrii cinematici ai 
acestuia (poziţia, viteza, acceleraţia) vor fi parametri principali. Dacă sistemul are 
două sau mai multe grade de libertate va exista câte un set de parametri principali 
pentru fiecare din acestea. 

– numărul de linii al tabelului este de regulă egal cu numărul de corpuri al 
sistemului. Aplicaţiile curente pentru însuşirea metodei conţin corpuri cu mişcări 
de rotaţie, de translaţie şi plan paralele; pentru acestea din urmă se prevăd două 
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linii – una corespunzătoare translaţiei centrului de masă şi alta corespunzătoare 
rotaţiei în jurul acestuia. 

– tabelul conţine, în afara elementelor de identificare, trei coloane pentru 
parametrii cinematici (poziţia, viteza, acceleraţia) liniari sau, după caz, unghiulari. 

– pe baza modului de transmitere a mişcării se stabilesc relaţiile de legătură 
dintre parametrii cinematici ai corpurilor secundare şi parametrii consideraţi 
principali. Dacă sistemul porneşte din repaus, condiţiile iniţiale sunt nule şi relaţiile 
corespunzătoare unui corp au aceeaşi formă. 
 

19.2   Metoda impulsului 

 

Metoda este analogă din punct de vedere procedural metodei izolării 
corpurilor din Statică (cap.7.2), ecuaţiile de echilibru fiind înlocuite însă cu 
ecuaţiile provenite din utilizarea teoremelor generale – teorema impulsului şi 
teorema momentului cinetic. După alcătuirea tabelului cinematic, conform celor 
arătate mai sus, se parcurg următoarele etape: 

– se izolează corpurile sistemului utilizând reprezentări grafice simplificate 
care conţine numai elementele geometrice esenţiale; 

– se reprezintă forţele şi momentele date, direct aplicate, precum şi 

reacţiunile interioare şi exterioare dintre corpurile sistemului; 
– se scriu ecuaţiile provenite din aplicarea celor două teoreme pentru fiecare 

din corpurile sistemului; numărul acestor ecuaţii depinde de forţele aplicate; 
– dacă în sistem există frecare, se adaugă relaţiile de definiţie ale forţelor şi 

momentelor de frecare corespunzătoare; 
– se prelucrează sistemul general de ecuaţii obţinut astfel încât prin 

substituţii succesive să se obţină una sau mai multe ecuaţii care să conţină drept 
necunoscute numai acceleraţiile corpurilor; 

– acceleraţiile secundare se înlocuiesc prin expresiile corespunzătoare din 
tabelul cinematic; după înlocuire ecuaţiile reduse vor conţine numai acceleraţiile 
principale; 

– se determină valorile acceleraţiilor principale; 

– se calculează  acceleraţiile secundare; 
– se calculează reacţiunile. 
În cazul frecvent al sistemelor cu mişcări plane, acţionate de forţe coplanare, 

ecuaţiile generale provenite din cele două teoreme au formele: 
 å= Fam C  (19.1) å= CC MJ e  (19.2) 

În legătură cu utilizarea concretă a acestor relaţii se pot face câteva observaţii: 
– pentru un corp care are numai mişcare de translaţie se scriu numai ecuaţii 

de forma (19.1); 
– pentru un corp care execută o mişcare de rotaţie în jurul unei articulaţii 

fixe, articulaţie care coincide cu centrul de masă, termenul din partea stângă a 
ecuaţiei (19.1) este nul ( 0aC = ); 

– în membrul din parte dreaptă al fiecărei ecuaţii se vor considera pozitive 
forţele şi momentele care acţionează în sensul aceleraţiei respective. 
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Problema 19.1 Sistemul din fig.19.1 

se pune în mişcare sub acţiunea greutăţii, 
pornind din repaus. Să se determine 
acceleraţia sistemului şi reacţiunile. 

Date: G, r, 41/=m , gGr4J 2
3 /=  

Cerute: 1a , reacţiunile. 

Rezolvare: Momentul de inerţie al 
corpului 2 faţă de centrul său de masă se 
calculează cu relaţia: 

 
g

Gr

4

9

2

Rm
J

22
22

2 ==  (19.3) 

Pentru alcătuirea tabelului cinematic se 
evidenţiază relaţiile dintre viteze: 

 rvr2r3v2r3vv 343223212 ×=×=×=×== wwww /  (19.4) 

Tabelul cinematic va avea în consecinţă componenţa ilustrată în tab.19.1. 
Tabelul 19.1 

Nr. Mişc. Deplasări Viteze Acceleraţii 

1 T 
1y  1v  1a  

2 
T 

12 vv =  12 vv =  12 aa =  

R r3y2 12 /=q  r3v2 12 /=w  r3a2 12 /=e  

3 R ry13 /=q  rv13 /=w  ra13 /=e  

4 T 
14 yy =  14 vv =  14 aa =  

 
Schemele de încărcare pentru corpurile sistemului sunt date în fig.19.2. 

Aplicând teoremele generale se obţine următorul sistem de ecuaţii: 
 

Corp 1: 

111 TGam -=   (1) 

Corp 2: 

32122 TTTG2am --+= (2) 

2r3TTJ 3222 /)( ×-=e  (3) 

Corp 3: 

4TH0 -=  (4) 

3TG3V0 --=  (5) 

rTr2TJ 4333 -=e  (6) 

 

Corp 4: 

f444 FTam -=  (7) 

GN0 -=  (8) 

NFf m=   (9) 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

Fig.19.1 
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G 

G 

2G 

3G 

 

  

 

 

3r/2 

r 
2r 

m 

1 

2 

3 

4 

 

G 

N 

 

 

 

G 

 

 

2G 

  

   

3G 

 H 

 

V  



375 

Se elimină din sistem reacţiunile 1T , 2T , 3T  şi 4T  şi se obţine o relaţie care 
conţine numai acceleraţiile şi forţele date: 

 GG3amJ
r

1
J

r3

2
amam 4433222211 mee -=++++  (19.5) 

Se exprimă masele în funcţie de greutăţi şi acceleraţiile secundare în funcţie de 1a , 

conform tabelului cinematic şi datelor problemei. Rezultă în final acceleraţia 
principală: 

 g
36

11
a1 =  (19.6) 

şi acceleraţiile secundare: 

 
r

g

36

11
a

r

1

r

g

54

11
a

r3

2
g

36

11
aaa 1312142 ======= ee  (19.7) 

Reacţiunile se calculează în modul următor: 

G6940G
36

25
amGT 111 ,==-=  

G0421G
24

25
J

r3

2
amamG3

2

1
T 2222112 ,)( ==---= e  

G3471G
72

97
J

r3

2
amamG3

2

1
T 2222113 ,)( ==+--= e  (19.8) 

G5560G
9

5
GamHT 444 ,==+== m  

G3474G
72

313
TG3V 3 ,==+=  

La sistemele care se pun în mişcare 
numai sub acţiunea greutăţii, pornind 
din repaus, acceleraţia este constantă 
şi reprezintă o cotă subunitară din 
acceleraţia gravitaţională. O valoare 
negativă a acesteia indică mişcarea în 
sens opus celui considerat iniţial. 

Problema 19.2 În fig.19.3 este dat 
un sistem cu două grade de libertate. 
Sistemul se pune în mişcare sub 
acţiunea greutăţilor proprii, pornind 
din repaus. Corpul 5 se rostogoleşte 
fără alunecare pe suprefaţa orizontală. 
Să se calculeze acceleraţiile corpurilor 
sistemului şi reacţiunile dintre ele. 
Date: G, r, 41/=m , 20rs /=  

gGr4JJ 2
43 /==  

Cerute: 43 ee , , reacţiunile. 
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Rezolvare: Momentul de inerţie al corpului 5 faţă de centrul său de masă se 
calculează cu relaţia: 

 
g

Gr

4

9

2

Rm
J

22
55

5 ==  (19.9) 

Drept parametri principali se aleg unghiurile 3q  şi 4q  şi derivatele lor. În funcţie 
de aceştia se stabilesc parametrii secundari în tab.19.2.  

Tabelul 19.2 

Nr. Mişc. Deplasări Viteze Acceleraţii 

1 T 
341 r2r2y qq +=  341 r2r2v ww +=  341 r2r2a ee +=  

2 T 
342 rr2y qq -=  342 rr2v ww -=  342 rr2a ee -=  

3 
T 

43 r2y q=  43 r2v w=  43 r2a e=  

R 
3q  3w  3e  

4 R 
4q  4w  4e  

5 
T 

45 ry q=  45 rv w=  45 ra e=  

R 32 45 /qq =  32 45 /ww =  32 45 /ee =  

 

Schemele de încărcare ale corpurilor sunt prezentate în fig.19.4. 

Ecuaţiile care se obţin în baza teoremelor generale sunt următoarele: 
 

Corp 1: 

111 TGam -=  (1) 

Corp 2: 

222 TGam -=  (2) 

Corp 3: 

32133 TTTG3am -++=    (3) 

rTr2TJ 2133 ×-×=e   (4) 

Corp 4: 

HT0 4 -=  (5) 

3TG3V0 --=  (6) 

rTr2TJ 4344 ×-×=e  (7) 

 

Corp 5: 

f455 FTam -=  (8) 

G2N0 -=  (9) 

rf55 M
2

r3
FJ -×=e  (10) 

NsMr =   (11) 

NF f m£  

Din ecuaţiile (1), (2) şi (3) se izolează reacţiunile 1T , 2T  si 3T  iar din ecuaţiile 

(8)¸(11) se determină reacţiunea 4T . Expresiile acestora se înlocuiesc apoi în 
ecuaţiile (4) şi (7); rezultă un sistem de două ecuaţii în care apar drept necunoscute 

numai acceleraţiile sistemului: 

 

 
 

 

 
 

 

 

Fig.19.4 
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ï
ï
î

ïï
í

ì

-=+++++

=+-

G
r3

s4
G10J

r3

2
amJ

r

1
am2am2am2

GJ
r

1
amam2

555544332211

332211

ee

e
 (19.10) 

Se înlocuiesc acceleraţiile secundare în funcţie de 3e  şi 4e , conform tabelului 

cinematic, precum şi elementele masice în funcţie de datele enunţului; se rezolvă 
sistemul obţinut în raport cu aceste acceleraţii unghiulare: 

 

ï
ï
î

ïï
í

ì

==

==
®

ï
ï
î

ïï
í

ì

=+

=+

r

g
3740

r

g

1195

437

r

g
030

r

g

10755

321

r

g

15

149
227

r

g
92

4

3

34

34

,

,

e

e

ee

ee
 (19.11) 

Acceleraţiile secundare sunt următoarele: 

rg2440rgg3740ga

g7310gag7010gag7910ga

3585
874

51195
437

5

1195
874

310755
7545

210755
9508

1

/,/,

,,,

====

======

e
 (19.12) 

Se calculează în continuare reacţiunile: 
G2N =  

Gr10sNMr ,==  

G30r3MJ2F r55f ,/)( =+×= e  

G2990amGT 222 ,=-=  (19.13) 

G3151amamamG5T 3322113 ,=---=  

G0481FamT f554 ,=+=  

Se poate observa că în cazul rostogolirii fără alunecare forţa de frecare este mai 
mică decât valoarea limită a acesteia G50NFf ,max == m . 

 

19.3   Metoda energiei cinetice 

 

Această metodă permite o determinare mai rapidă a acceleraţiei sistemului; 
ea se aplică numai sistemelor de corpuri cu un singur grad de libertate (de 
menţionat că în Mecanica Analitică există o metodă echivalentă pentru sistemele 
cu mai multe grade de libertate care utlizează ecuaţiile lui Lagrange). 

Metoda se bazează pe teorema energiei cinetice pusă sub forma: 

 
dt

dL

dt

dE
dLdE =®=  (19.14) 

În această relaţie E reprezintă energia cinetică totală a sistemului care se obţine 
însumând energiile cinetice ale corpurilor componente la un moment t oarecare, 
după pornirea din repaus. Se reaminteşte că relaţiile uzuale de calcul pentru 
translaţie şi rotaţie sunt: 

 2
Ctr mv

2

1
E =  (19.15) 2

Crot J
2

1
E w=  (19.16) 
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Lucrul mecanic L se calculează pentru forţele motoare şi rezistente aplicate 
corpurilor sistemului în intervalul de timp 0 – t. Considerând deplasări finite ale 
corpurilor, relaţiile uzuale de calcul pentru lucrul mecanic al unei forţe concentrate 

şi al unui moment sunt: 
 yFL ×=  (19.17) q×= ML  (19.18) 

în care y este deplasarea liniară a punctului de aplicaţie al forţei pe direcţia ei de 
acţiune iar q  este unghiul de rotaţie în plan produs de momentul respectiv. Se 
reaminteşte că în cazul forţelor de greutate lucrul mecanic depinde numai de 
diferenţa de nivel între poziţiile respective. Este util să se precizeze că  nu se 

calculează lucrul mecanic pentru următoarele forţe: 
– forţele aplicate în puncte fixe; 
– forţele aplicate în centrele instantanee de rotaţie; 
– forţele perpendiculare pe direcţiile deplasărilor; 
– forţele de legătură (reacţiunile) dintre corpurile sistemului (lucrurile  meca-

nic al reacţiunilor egale şi direct opuse se compensează reciproc). 
După alcătuirea tabelului cinematic, ca şi în cazul metodei impulsului, se 

izolează corpurile sistemului şi se introduc forţele date şi reacţiunile din legături. În 
continuare se fac următoarele operaţii: 

– se calculează energiile cinetice ale fiecărui corp din sistem; vitezele liniare 
şi unghiulare ale corpurilor se înlocuiesc cu expresiile lor din tabelul cinematic; 

– se calculează energia cinetică totală a sistemului; 
– se calculează lucrul mecanic total al forţelor din sistem ţinând cont de ob-

servaţiile de mai sus; deplasările liniare şi unghiulare se înlocuiesc prin expresiile 
corespunzătoare din tabelul cinematic; 

– se egalează derivatele în raport cu timpul ale energiei cinetice totale şi al 

lucrului mecanic; din expresia obţinută se calculează acceleraţia principală; 
– se calculează acceleraţiile secundare; 
– se calculează reacţiunile utilizând relaţiile metodei impulsului. 

 

Problema 19.3  Să se aplice metoda energiei pentru calculul acceleraţiei 
principale 1a  de la problema 19.1. 

Rezolvare: Cu vitezele din tab.19.1 se calculează următoarele energii cinetice: 

2
1

2
111 v

g

G

2

1
vm

2

1
E ==  (19.19) 

2
1

2
1

2
2
1

2
22

2
222 v

g

G

2

3

r3

v2

g

Gr

4

9

2

1
v

g

G2

2

1
J

2

1
vm

2

1
E =÷

ø

ö
ç
è

æ+=+= w  (19.20) 

2
1

2
1

2
2
333 v

g

G
2

r

v

g

Gr4

2

1
J

2

1
E =÷

ø

ö
ç
è

æ== w  (19.21) 

2
1

2
444 v

g

G

2

1
vm

2

1
E ==  (19.22) 

Energia cinetică totală se obţine făcând însumarea acestor energii cinetice parţiale: 
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 2
14321 v

g

G

2

9
EEEEE =+++=  (19.23) 

Se calculează în continuare lucrul mecanic al forţelor din sistem: 

 11114f21 Gy
4

11
Gy

4

1
Gy2GyyFGy2GyL =-+=-+=  (19.24) 

Cu observaţia că 11 vy =&  şi 11 av =& , se egalează derivatele acestor expresii: 

 g
36

11
aGv

4

11
av2

g

G

2

9

dt

dL

dt

dE
1111 =®=®=  (19.25) 

S-a obţinut pentru acceleraţia principală un rezultat identic cu cel determinat prin 
metoda impulsului, rel.(19.6). 

Problema 19.4  Să se determine 
acceleraţia sistemului din fig.19.5. 

Date: G, r, 41/=m , 310rs /= , °= 30a  

gGr3JJ 2
32 /== , Gr4M =  

Cerute: 1e , reacţiunile 

Rezolvare: Momentul de inerţie al corpului 1 

se calculează cu relaţia: 

 
g

Gr

8

9

2

rm
J

22
11

1 ==  (19.26) 

Mărimile 111 ewq ,,  ale corpului 

motor 1 se aleg drept parametri principali. Pentru alcătuirea tabelului cinematic 
sunt utile câteva relaţii între viteze: 

r2vr3r2vr2r3v 3332232112 ×=×=×==×= wwwww /  (19.27) 

Tabelul cinematic este da tab.19.3.  

Tabelul 19.3 

Nr. Mişc. Deplasări Viteze Acceleraţii 

1 R 
1q  1w  1e  

2 R 23 12 /qq =  23 12 /ww =  23 12 /ee =  

3 
T 

13 r2y q=  13 r2v w=  13 r2a e=  

R 
13 qq =  13 ww =  13 ee =  

Energiile cinetice ale corpurilor sunt următoarele: 

2
1

22
1

2
2
111 r

g

G

16

9

g

Gr

8

9

2

1
J

2

1
E www ===  (19.28) 

2
1

2
2

1
2

2
222 r

g

G

8

27

2

3

g

Gr3

2

1
J

2

1
E w

w
w =÷

ø

ö
ç
è

æ==  (19.29) 

( ) 2
1

22
1

2
2

1
2
33

2
333 r

g

G

2

7

g

Gr3

2

1
r2

g

G

2

1
J

2

1
vm

2

1
E wwww =+=+=  (19.30) 

Energia cinetică totală a sistemului este: 
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 2
1

2
321 r

g

G

16

119
EEEE w=++=  (19.31) 

Izolarea şi încărcarea corpurilor este prezentată în fig.19.6. 

Lucrul mecanic total se va calcula cu relaţia: 

 113r31 r2
r2

s
GMMyGML qaaqqaq ×+-=-×-= )cos(sinsin  (19.32) 

în care acosGsNsMr == . Cu datele problemei rezultă: 

 1Gr
20

129
L q=  (19.33) 

Se egalează în continuare derivatele în raport cu timpul ale energiei cinetice şi 

lucrului mecanic. Ţinând cont că 11 wq =&  şi 11 ew =&  se calculează acceleraţia 
unghiulară a corpului motor 1: 

r

g
4340

r

g

595

258
Gr

20

129
2r

g

G

16

119

dt

dL

dt

dE
1111

2 ,==®=×®= ewew  (19.34) 

Reacţiunile se pot determina în continuare calculând acceleraţiile secundare 
din tab.19.3 şi rezolvând sistemul de ecuaţii provenit din utilizarea metodei 

impulsului. 

Corp 1: 

1H0 =  

2GTV0 11 /-+=  

2r3TMJ 111 /×-=e  

 

Corp 2: 

acos22 TH0 -=  

asin212 TTGV0 ---=  

r2TrTJ 2122 ×-×=e  

 

Corp 3: 

asinGFTam f233 -+=  

acosGN0 -=  

rf233 Mr2FrTJ -×-×=e  

NsMr =  

NF f m£  

Algoritmul pentru calculul acestora va conţine relaţiile următoare: 
1) r32JMT 111 /)( ×-= e  

2) r2JrTT 2212 /)( e-=  

3) 0H1 =  

4) 11 T2GV -= /  

 

5) acos22 TH =  

6) asin212 TTGV ++=  

7) acosGN =  

8) NsMr =  

9) 233f TamGF -+= asin  

  

 
 

 

 
 

 

 

 
Fig.19.6
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20.   CIOCNIRI ŞI PERCUŢII 

 

20.1   Generalităţi 
 

Prin ciocnire se înţelege contactul brusc a două sau mai multe corpuri, însoţit 
de variaţia instantanee a vitezelor acestora. Contactul menţionat se petrece într-un 

interval de timp 0t ¹D  foarte scurt. În celelalte mişcări studiate până acum în 
Mecanică viteza v  a oricărui corp şi, implicit, impulsul acestuia vmH = , au o 

variaţie fără discontinuităţi. La ciocnire, în intervalul de timp tD , viteza îşi 
modifică brusc atributele – mărimea, direcţia sau, după caz, şi sensul. 

Studiul ciocnirilor poate fi efectuat numai dacă se renunţe la ipoteza 
rigidităţii corpurilor, ipoteză luată în considerare în Mecanică în toate celelalte 
aspecte ale mişcării, şi se admite pe durata ciocnirii că acestea sunt deformabile 

atât elastic cât şi plastic. 
Asupra corpurilor supuse ciocnirii, şi numai pe 

durata acesteia, iau naştere şi acţionează nişte forţe foarte 
mari, numite forţe percutante. În comparaţie cu acestea, 
toate celelalte forţe (de greutate, de frecare, etc.) sunt 
neglijabile şi nu se iau în considerare. Forţele percutante 
au variaţii foarte rapide în intervalul ttt -=D ' , în care t 

reprezintă momentul în care corpurile care se ciocnesc 
intră în contact iar 't  este momentul când acestea se 
desprind (fig.20.1). Intervalul tD  este foarte mic, astfel că se poate considera că nu 
are loc o variaţie a poziţiei corpurilor pe durata ciocnirii. 

Legat de forţele percutante se defineşte noţiunea de percuţie: 

 ò=
't

t
dtFP  (20.1) 

Se observă că vectorul percuţiei este coliniar şi are acelaşi sens cu vectorul forţei 
percutante. În mod practic, în studiul ciocnirilor în locul forţelor percutante se vor 
introduce percuţiile respective. Modulul percuţiei || P  este numeric egal cu aria de 

sub diagrama de variaţie a forţei percutante |)(| tF . 

Intervalul de timp în are are loc ciocnirea poate fi divizat în două faze, 
respectiv faza de comprimare t-t  şi faza de destindere 't-t  în care t  reprezintă 
momentul când forţa percutantă atinge valoarea maximă. În consecinţă şi percuţia 
poate fi divizată corespunzător acestor faze: 

 dc

t

t
PPdtFdtFP +=+= òò

'

t
t

 (20.2) 

Legat de comportamentul corpurilor în timpul ciocnirii se defineşte coeficientul: 

 
||

||

c

d

P

P
k =  (20.3) 

numit coeficient de restituire sau coeficient de elasticitate la ciocnire. Pentru o 

combinaţie de materiale dată acest coeficient este considerat constant. 

 

 

 

 
 

 

 
Fig.20.1 
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Coeficientul de restituire se determină experimental şi are o valoare pozitivă 
subunitară. Se deosebesc următoarele situaţii: 

– ciocnirea perfect elastică ( 1k = ) în care percuţiile în cele două faze sunt 
egale; după ciocnire corpurile se desprind; 

– ciocnirea perfect plastică ( 0k = ) în care percuţia în faza de destindere 
este nulă; după ciocnire corpurile rămăn în contact; 

– ciocnirea elasto-plastică sau naturală ( 1k0 << ) în care percuţia din faza 
de destindere este mai mică decât cea din faza de comprimare datorită unei pierderi 
energetice la deformarea corpurilor. 

Pentru un corp oarecare supus unei forţe percutante 
F se poate scrie: 

 vdmdtF
dt

vd
mamF =®==  (20.4) 

Se face înlocuirea în relaţia (20.1): 

 

HHHvmvm

vvmvdmdtFP
v

v

t

t

D=-=-=

=-=== òò
''

)'(
''

 (20.5) 

S-au notat prin v  şi 'v  vitezele corpului la momentele t şi t’. Se demonstrează 
astfel că percuţia este egală cu variaţia impulsului în timpul ciocnirii (fig.20.2). 

Între corpurile participante la ciocnire apar 
percuţii interioare; asupra acestora se pot aplica şi 
percuţii exterioare din partea unor corpuri care nu 

aparţin ansamblului format de acestea. În exemplul 
din fig.20.3, sfera 1 loveşte sfera 2 lipită de un 
perete. Percuţiile 12P  şi 21P  sunt interioare iar 2P  

este exterioară. Pentru percuţiile interioare se 
aplică principiul acţiunii şi reacţiunii, acestea fiind 
egale şi direct opuse;  în cazul de faţă |||| 2112 PP = . 

 

20.2   Teoremele generale în studiul ciocnirilor 

 
a)Teorema impulsului.  

Din relaţia (20.5) aplicată unui singur punct material se reţine: 
 Pvmvm =-'  (20.6) 

Pentru un sistem de puncte materiale participante simultan la o ciocnire: 

 åååå +=- intextiiii PPvmvm '  (20.7) 

Dar, aşa cum s-a arătat mai sus, percuţiile interioare sunt egale şi direct opuse astfel 
că pe ansamblul sistemului suma percuţiilor interioare este nulă. Se deduce relaţia: 
 å=-=D extPHHH '  (20.8) 

care arată că variaţia impulsului total în timpul ciocnirii este egală cu suma 
percuţiilor exterioare. Relaţia de mai sus îşi păstrează valabilitatea şi în cazul 
ciocnirii a două sau mai multe corpuri cu dimensiuni finite. În absenţa percuţiilor 
exterioare HH ='  şi impulsul total al sistemului se conservă. 
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b) Teorema momentului cinetic 
Ţinând cont de observaţia că în timpul ciocnirii nu are loc o variaţie a 

poziţiei, termenii relaţiei (20.6) se pot înmulţi vectorial la stânga cu vectorul de 
poziţie r  al punctului material faţă de un reper O: 

 Prvmrvmr ´=´+´ '  (20.9) 

Făcând însumarea pentru toate punctele materiale ale unui sistem se obţine: 
 åååå ´+´=´-´ )()()()'( intextiiiiii PrPrvmrvmr  (20.10) 

Şi în acest caz se poate observa că suma momentelor percuţiilor interioare este nulă 
astfel că relaţia de mai sus va lua forma: 
 å=-=D )(' extOOOO PMKKK  (20.11) 

Această relaţie indică faptul că variaţia momentului cinetic în timpul ciocnirii este 
egală cu suma momentelor percuţiilor exterioare faţă de reperul considerat. Relaţia 
este valabilă şi în cazul ciocnirii unui sistem de corpuri. 

În absenţa percuţiilor exterioare OO KK ='  şi momentul cinetic se conservă. 
c) Teorema energiei cinetice. 
Pentru un punct material de rang i dintr-un sistem relaţia (20.6) devine: 
 å+=- ijiiii PPvvm )'(  (20.12) 

în care iP  este percuţie exterioară iar ijP  sunt percuţii interioare. Se înmulţeşte 

această relaţie scalar cu 'iv : 

 å ×+×=×- )'('')'( iijiiiiii vPvPvvvm  (20.13) 

Se poate verifica uşor că: 

 2
ii

2
i

2
iiii vv

2

1
v

2

1
v

2

1
vvv )'()()'(')'( -+-=×-  (20.14) 

Se face înlocuirea în rel.(20.13) şi se face însumarea pentru întregul sistem: 

 åååååå ×+×=-+- )'(')'()()'( iijii
2

iii
2

ii
2

ii vPvPvvm
2

1
vm

2

1
vm

2

1
 (20.15) 

Termenii din partea stângă au următoarea semnificaţie: 

å= 2
ii vm

2

1
E )'(' – energia cinetică a sistemului după ciocnire; 

å= 2
ii vm

2

1
E )( – energia cinetică a sistemului înainte de ciocnire; 

å -= 2
iiip vvm

2

1
E )'( – energia cinetică corespunzătoare vitezelor pierdute. 

Relaţia (20.15) devine: 
 ååå ×+×=+- )'('' iijiip vPvPEEE  (20.16) 

Dacă nu există percuţii exterioare ( 0Pi = ) şi după ciocnire punctele materiale 

respective rămân în contact ( jiij PP -=  şi '' ji vv = ), atunci partea din dreapta a 

acestei relaţii este nulă. În acest caz din expresia de mai sus se obţine: 
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 pEEE =- '  (20.17) 

Această relaţie este cunoscută în Mecanică sub numele de teorema lui Carnot; 

conform acesteia pierderea de energie cinetică în timpul ciocnirii este egală cu 
energia cinetică a vitezelor pierdute. 

Trebuie menţionat că relaţia (20.17) se 
aplică sistemelor de corpuri cu legături rigide 
(neelastice) şi fără frecare. Fie, de exemplu, două 
discuri coaxiale cu momentele de inerţie 1J  şi 2J  

care se rotesc cu viteze unghiulare 1w  şi 2w   

diferite (fig.20.4). Ele se cuplează brusc printr-un 
procedeu oarecare; după cuplare ele se vor roti cu 
aceeaşi viteză unghiulară w . Făcând înlocuirile în 
relaţia (20.17) se obţine: 

2
22

2
11

2
21

2
22

2
11 J

2

1
J

2

1
JJ

2

1
J

2

1
J

2

1
)()()( wwwwwww -+-=+-+  (20.18) 

Din această ecuaţie se poate calcula viteza unghiulară finală: 

 
21

2211

JJ

JJ

+
+

=
ww

w  (20.19) 

Rezultatul obţinut pune în evidenţă şi conservarea momentului cinetic total în 
absenţa percuţiilor exterioare. 
 

20.3   Ciocnirea centrica a două sfere 

 

Se considera două sfere a căror deplasare înainte şi după ciocnire are loc 
după linia care uneşte centrele lor geometrice (fig.20.5). Forţa percutantă şi, 
implicit, percuţia au direcţia normalei la suprafeţele în contact, aflându-se în 
consecinţă pe linia centrelor. Sub acţiunea forţei percutante are loc în faza de 
comprimare o deformare locală a celor două sfere, o parte din energia lor cinetică 
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se transformă în energie potenţială. La sfârşitul fazei de comprimare sferele au 
aceeaşi viteză tv .  În faza de destindere energie potenţială acumulată este 
retransformată în energiei cinetică şi sferele capătă viteze diferite. 

În acest context se poate aprecia că valoarea coeficientul de restituire k arată 
cât din energia potenţială acumulată în faza de comprimare este retransformată în 
timpul fazei de destindere. 

Considerând cunoscute masele celor două sfere, vitezele lor înainte de 
ciocnire şi coeficientul de restituire, se calculează vitezele acestora după ciocnire. 
În acest scop, pentru fiecare sferă se aplică relaţia vectorială (20.6) proiectată pe 
linia centrelor, atât în faza de comprimare cât şi în cea de destindere: 

 
î
í
ì

=-

-=-

c222

c111

Pvmvm

Pvmvm

t

t
 (20.20) 

î
í
ì

=-

-=-

c222

d1x1

Pvmvm

Pvmvm

t

t

'

'
 (20.21) 

Din aceste sisteme de ecuaţii se obţine: 

 
21

2211

21

2211

mm

vmvm

mm

vmvm
v

+
+

=
+
+

=
''

t  (20.22) 

 
21

2121
c

mm

vvmm
P

+
-

=
)(

 (20.23) 
21

1221
d

mm

vvmm
P

+
-

=
)''(

 (20.24) 

Din egalitatea (20.22) se obţine: 
 22112211 vmvmvmvm '' +=+  (20.25) 

Această relaţie confirmă că în absenţa percuţiilor exterioare impulsul total al 
sistemului format din cele două sfere se conservă. Din definiţia (20.3) a 
coeficientului de restituire se deduce: 

 
21

12

c

d

vv

vv

P

P
k

-
-

==
''

 (20.26) 

În continuare, din sistemul format de ecuaţiile (20.25) şi (20.26) se calculează: 

 

2

1

21
11

m

m
1

k1vv
vv

+

+-
-=

))((
'  (20.27) 

1

2

21
22

m

m
1

k1vv
vv

+

+-
+=

))((
'  (20.28) 

Dacă cele două sfere sunt identice şi perfect elastice ),( 1kmm 21 == , are loc un 

schimb de viteze, rezultând 21 vv ='  şi 12 vv =' . 

În cazul general al unei ciocniri naturale )( 1k0 << , numai o parte din 

energia cinetică este recuperată. Pierderea de energie cinetică este: 

 ÷
ø

ö
ç
è

æ +-÷
ø

ö
ç
è

æ +=-=D 2
22

2
11

2
22

2
11 vm

2

1
vm

2

1
vm

2

1
vm

2

1
EEE '''  (20.29) 

Înlocuind în această relaţie expresiile vitezelor după ciocnire se găseşte: 

 2
21

2

21

21 vvk1
mm

mm

2

1
E ))((

)(
--

+
=D  (20.30) 

Dacă ciocnirea este perfect elastică )( 1k =  se obţine 0E =D  şi întreaga 
energie cinetică este recuperată; la polul opus, dacă ciocnirea este plastică )( 0k =
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pierderea de energie cinetică este: 

 2
21

21

21 vv
mm

mm

2

1
E )(

)(
-

+
=D  (2.31) 

Dacă în expresiile (20.27) şi (20.28) se introduce 0k =  se obţine tvvv 21 == '' ; 

cele două sfere nu se desprind, deplasându-se în continuare cu viteza de la sfârşitul 
fazei de comprimare. Energie cinetică pierdută se regăseşte în lucrul mecanic de 
deformare plastică şi în căldura degajată. 

Problema 20.1 Se consideră două 
pendule matematice identice având 
fiecare masa m şi lungimea firului l (din 

punctul de suspendare până în centrul 
sferei); cele două sfere sunt perfect 
elastice (fig.20.6). Pendulul 1 este lansat 

din poziţia 1a  fără viteză iniţială spre 
pendulul 2 aflat în repaus. Să se studieze 
mişcarea acestora după ciocnire. 
Date: m, l, 1a , 0v2 = , 1k = ; 

Cerute: 1v , 1v' , 2v' , 2a ; 

Rezolvare: Pentru calculul vitezei iniţiale 1v  se aplică pendulului 1 teorema 

energiei cinetice între poziţia de lansare A şi poziţia verticală B, observând că 
singura forţa care dă lucru mecanic este greutatea sferei: 

)cos()cos( 111
2
1ABAB 1gl2v1mglmv

2

1
LEE aa -=®-=®=- (20.32) 

Pentru calculul vitezelor după ciocnire se folosesc relaţiile (20.27) şi (20.28) 
particularizate cu datele din enunţ; se obţine 0v 1 =' şi 12 vv =' . Sfera 1 se opreşte 
iar sfera 2 este expulzată cu viteza dinainte de ciocnire a sferei 1. Pentru pendulul 2 
se aplică în continuare teorema energiei cinetice între poziţiile B şi C: 

122
2
2CBBC 1mglmv

2

1
LEE aaa coscos)cos(' =®--=-®=-  (20.33) 

Rezultă ca pendulul 2 se va deplasa cu un unghi egal cu cel de la care a fost lansat 

pendulul 1. În continuare procesul se reia în sens invers şi, în absenţa oricărei 
rezistenţe, poate continua la infinit. 

Este interesant de remarcat cazul în care un 
număr oarecare de pendule identice sunt aşezate în 
linie şi cu sferele în contact (fig.20.7). Dacă unul 

din pendulele exterioare este lansat către pendulul 
vecin va avea loc o ciocnire în lanţ şi percuţiile se 
vor transmite de la o sferă la alta. Se constată însă 
că numai pendulul aflat la cealaltă extremitate a 
şirului se va deplasa în modul expus mai sus în 
timp ce pendulele interioare vor rămâne pe loc. Şi 
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în acest caz, în absenţa vreunei rezistenţe din partea mediului, procesul poate 
continua la infinit. 

 

20.4   Ciocnirea oblică a două sfere 

 

Ca şi în cazul ciocnirii centrice, contactul dintre cele două sfere va avea loc 
după linia care uneşte centrele geometrice ale acestora (fig.20.8). Forţele 
percutante (egale şi direct opuse) şi percuţiile corespunzătoare acestora vor acţiona 
după linia centrelor. În cazul ciocnirii oblice, pe lângă calcularea mărimii vitezelor  

după ciocnire, se determină şi direcţiile acestora, respectiv direcţiile de deplasare 
ale sferelor. În acest scop, direcţiile vitezelor înainte şi după ciocnire se raportează 
la linia centrelor. 

Vitezele celor două sfere, înainte şi după ciocnire (momentele t şi t’) se 

descompun pe direcţia liniei centrelor şi perpendicular pe aceasta (fig.20.9); 
proiecţiile acestora (normale şi respectiv tangenţiale în raport cu suprafeţele 
sferelor) au expresiile: 

 

ï
ï
î

ï
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ì
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=
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 (20.34)  
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vv
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'cos''

a

a

a

a

 (20.35) 

Deoarece percuţiile acţionează după linia centrelor, vor fi afectate numai 
componentele normale ale vitezelor celor două sfere, componentele tangenţiale 
rămânând nemodificate, astfel că: 
 t1t1 vv ='  (20.36) t2t2 vv ='  (20.37) 

În consecinţă sunt valabile relaţiile stabilite în capitolul precedent cu deosebirea că 
ele se aplică numai vitezelor normale: 

 n22n11n22n11 vmvmvmvm '' +=+  (20.38)  
n2n1

n1n2

vv

vv
k

-
-

=
''

 (20.39) 

Din aceste ecuaţii rezultă: 
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2

1

n2n1
n1n1

m

m
1

k1vv
vv

+
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))((
'  (20.40) 

1

2

n2n1
n2n2

m

m
1

k1vv
vv

+

+-
+=

))((
'  (20.41) 

Vitezele totale după ciocnire se vor calcula cu relaţiile: 

 
2

t1
2

n11 vvv )'()'(' +=  (20.42)  
2

t2
2

n22 vvv )'()'(' +=  (20.43) 

Pentru direcţiile acestor viteze se calculează funcţiile trigonometrice: 

 
n1

t1
1

v

v

'

'
'tg =a  (20.44) 

n2

t2
2

v

v

'

'
'tg =a  (20.45) 

 

20.5   Ciocnirea unei sfere cu o suprafaţă fixă 

 

Suprafaţa fixă se poate considera ca 
aparţinând unui corp de masă infinită ( ¥=M ) 

şi viteză nulă ( 0V = ). Cunoscând viteza v a 

sferei şi unghiul de incidenţă a  faţă de normala 
comună la suprafeţele în contact (fig.20.10), se 
determină viteza 'v  a sferei după ciocnire şi 
unghiul de ricoşare b. Viteza sferei înainte şi 
după ciocnire se descompune în componentele 
normală şi tangenţială: 
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 (20.46) 

Forţa percutantă şi respectiv percuţia aplicată sferei are direcţia normalei la  
cele două suprafeţe. În consecinţă ea va afecta numai componenta normală a 
vitezei sferei, cea tangenţială rămânând nemodificată ( asin' vvv tt == ). Relaţia de 
conservare a impulsului în timpul ciocnirii: 

 nnnn MVmvMVmv '' +=+  (20.47) 

conduce la o nedeterminare )'( 0MVMV nn ×¥== . Relaţie de definire a coeficien-

tului de restituire ia forma: 

 acos'
'''

vkvkv
v

v

Vv

vV
k nn

n

n

nn

nn -=-=®-=
-
-

=  (20.48) 

Semnul minus indică schimbarea sensului componentei normale după ciocnire. 
Viteza sferei după ciocnire şi unghiul de ricoşare se pot calcula în modul următor: 

 aa 2222
t

2
n kvvvv sincos)'()'(' +=+=  (20.49) 

 a
a

a
b tg

cos

sin

'

'
tg

k

1

vk

v

kv

v

v

v

n

t

n

t -=
-

=
-

==  (20.50) 

Semnul minus indică faptul că unghiul b este de cealaltă parte a normalei faţă de a. 
Examinând aceste relaţii se pot face următoarele observaţii: 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

Fig.20.10 
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– dacă ciocnirea este perfect elastică )( 1k =  se obţine vv ='  şi |||| ab =  – sfera 

va ricoşa cu aceeaşi viteză, unghiul de ricoşare fiind egal cu cel de incidenţă; 
– dacă ciocnirea este perfect plastică )( 0k =  se obţine tvvv == asin'  şi 

2/|| pb = – sfera nu va ricoşa ci va aluneca în lungul suprafeţei. 
Relaţia (20.48) poate servi la determinarea experimentală a 

coeficientului de restituire k pentru o combinaţie de materiale. O 
sferă dintr-un anumit material se lasă să cadă vertical peste o placă 
confecţionată din celălalt material (fig.20.11). Printr-un procedeu 

oarecare se măsoară atât înălţimea h de la care cade sfera precum şi 
înălţimea 'h   la care aceasta ricoşează. Particularizând în acest caz 
relaţia (13.88) de mişcare pe verticală a unui punct material în 
mediu nerezistent, din relaţia (20.48) se deduce: 

 
h

h

gh2

gh2

v

v
k

''

||

|'|
===  (20.51) 

 

20.6   Ciocnirea unei sfere cu un corp rotitor 

 
Sfera 1 loveşte corpul 2 care se poate 

roti în jurul unei articulaţii fixe O (pentru 

exemplificare, fără a reduce din generalitate, 
în fig.20.12 s-a ales cazul unei bare). 

Percuţiile P  care apar în punctul de impact 
sunt percuţii interioare sistemului format de 
cele două corpuri şi au direcţia normalei 
comune la suprafeţele în contact; în afara 
acestora, în articulaţia fixă apare şi percuţia 
exterioară OP , având o direcţie necunoscută.  

Conform teoremelor studiate în cap.20.2, pentru corpurile participante la 
ciocnire sunt valabile relaţiile generale: 
 å=- extPHH '  (20.52) å=- )(' extOOO PMKK  (20.53) 

Pentru determinarea vitezelor corpurilor după ciocnire, este indicat să se aplice 
teorema momentului cinetic relativ la centrul articulaţiei, faţă de care momentul 
percuţiei exterioare este nul şi momentul cinetic se conseră. Observând că vectorii 
momentelor cinetice ale celor două corpuri sunt perpendiculari pe planul mişcării, 
relaţia (20.53) se detaliază în modul următor: 

 )()()(')('' 2
O

1
O

2
O

1
OOO KKKKKK +=+®=  (20.54) 

O a doua relaţie necesară este dată de definiţia coeficientului de restituire, cu 
precizarea că vitezele din această relaţie aparţin punctelor de contact între corpuri: 
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=
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 (20.55) 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

Fig.20.11 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

Fig.20.12 

 

 

  

h 

1 
2 

O 

  

 

v 

w 



390 

În exemplul din fig.20.12 se consideră că sfera are masa m şi viteza iniţială v 

iar bara are momentul de inerţie OJ  şi viteza unghiulară w; ciocnirea este normală 
la distanţa h de articulaţia O. Relaţiile de mai sus iau forma următoare: 

 ww OO JmvhJhmv +=+ ''  (20.56)
hv

vh
k

w
w
-
-

=
''
 (20.57) 

S-a format un sistem de două ecuaţii din care se pot calcula vitezele 'v  şi 'w : 

 

O

2

J

mh
1

k1hv
vv

+

+-
-=

))((
'

w
 (20.58)

2
O

mh

J
1

k1hv

+

+-
+=

))((
'

w
ww  (20.59) 

Analiza efectuată mai sus poate fi aplicată la orice combinaţie de corpuri 
dintre care cel puţin unul are mişcare de rotaţie faţă de un punct fix. Ea poate fi 
particularizată şi în cazul unor ciocniri oblice, cu precizarea că în relaţia (20.55) se 
introduc componentele vitezelor după direcţia normalei la suprafeţele în contact. 

Problema 20.2  O bară articulată la o extremitate este lăsată să cadă fără 
viteză iniţială din poziţia orizontală; ajungând în poziţie verticală ea loveşte un 
corp aflat pe o suprafaţă orizontală cu frecare. Se cere să se determine unghiul cu 
care se roteşte bara după ciocnire şi distanţa parcursă de corpul lovit (fig.20.13). 
Date: kmlm 21 ,,,, m ;   Cerute: a, d 

Rezolvare: Se aplică teorema energiei cinetice la bara 1 între poziţiile A şi B: 

 ABAB LEE =-  (20.60) 

Cu datele problemei, observând că 0EA = şi momentul de inerţie al barei faţă de 

articulaţia din punctul O este 3lmJ 2
11 /= , se obţine: 

 2
1

2
12

11B
6

lm
J

2

1
E ww ==  (20.61) 

Lucrul mecanic al greutăţii barei este: 

 gm
2

1

2

l
GL 11AB ==  (20.62) 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

Fig.20.13 
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Se introduc aceste valori în (20.60) rezulând viteza unghiulară a barei şi viteza 
punctului de impact: 

 
l

g3
1 =w   (20.63) l3lv 111 ww ==  (20.64) 

Relaţia generală de conservare a momentului cinetic în timpul ciocnirii este: 

 )()()(')(' 2
O

1
O

2
O

1
O KKKK +=+  (20.65) 

Se observă că 0v2 =  şi în consecinţă 0K 2
O =)( ; relaţia precedentă devine: 

 112211 JlvmJ ww =+ ''  (20.66) 

Cea de a doua relaţie necesară este: 

 
l
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k

1

12
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w
w '''' -

=
-
-

=  (20.67) 

Rezolvând sistemul format din aceste ecuaţii se obţin vitezele după ciocnire: 

 1
21

21
2

21

2
211

1
m3m

km3m

lmJ

lkmJ
w

w
w

+
-

=
+

-
=

)(
'  (20.68) 

 l
m3m

k1m
l

lmJ

k1J
v 1

21

1
12

21

1
2 ww ×

+
+

=×
+

+
=

)()(
'   (20.69) 

Se observă că pentru 21 km3m =  bara se opreşte iar pentru 21 km3m <  bara 

ricoşează înapoi. 
Pentru calculul unghiului a la care bara se opreşte se aplică teorema energiei 

cinetice între poziţiile B şi C, observând că 0EC = : 

 )cos(' aw --=-®=- 1
2

l
gmJ

2

1
LEE 1

2
11BCBC  (20.70) 

 2
1

g

l

3

1
1 'cos wa -=  (20.71) 

Pentru calculul distanţei d se aplică aceeaşi teoremă pentru corpul 2 între poziţiile 
B şi D, cu observaţia că 0ED = : 

2
22

2
22BDBD v

g2

1
dgdmvm

2

1
LEE ''

m
m =®-=-®=-  (20.72) 

 


