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Proba oralé se finalizeaza cu o singura notd, dar este structurata in doua parti:

e Prima parte este interviul in care candidatul se prezinta, fiind vizate urmatoarele aspecte: studii
absolvite, tematica proiectului de diploma, loc de munca, domenii de interes, motivatie /
determinare pentru a urma acest program de master;

e a doua parte a probei orale consta intr-0 discutie pe tematica de concurs “Elemente generale de
metoda elementelor finite”, al carui cuprins este prezentat in continuare.

Dupa prezentarea cuprinsului, tematica concursului de admitere este detaliata in continuare pe
scurt, dar suficient pentru prezentarea la examen.
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Tematica concursului de admitere

1. Rolul si locul metodei elementelor finite in mecanica generala

Domeniul mecanicii poate fi impartit in trei parti importante:
- Teoretica
Mecanica | - Aplicata
- Numerica
Mecanica teoretici — se ocupa cu studiul legilor si a principiilor mecanice fundamentale.
Mecanica aplicata — se ocupa cu transferul cunostintelor mecanicii teoretice la aplicatiile stiintifice si ingineresti, Tn
special cu privire la constructia modelelor matematice ale fenomenelor fizice.
Mecanica numericd — rezolvd problemele specifice prin simulare, folosind metode numerice implementate pe
calculatoare digitale.
Domeniile mecanicii numerice pot fi definite n functie de scara fizica a concentrarii atentiei dupa cum urmeaza:
- Nanomecanica
si micromecanica

- Mecanica solidelor

Mecanica numerici - Mecanica mediilor si structurilor
continue - Mecanica fluidelor
- Multifizica

- Mecanica sistemelor




Nanomecanica se ocupa cu fenomene la nivel molecular si atomic al materiei. Micromecanica se ocupa cu nivelul
cristalografic si granular al materiei.

Mecanica mediilor continue studiaza corpurile la nivel macroscopic, folosind modele continue in care microstructura
este omogenizata prin mediere fenomenologica.

Mecanica numerica a solidelor si structurilor a cépatat atribute de stiintd aplicatd, in care mecanica numerica a
structurilor pune accentul pe aplicatiile tehnologice la analiza si proiectarea structurilor.

Mecanica fluidelor se ocupa cu problemele ce presupun echilibrul si miscarea lichidelor si gazelor.

Multifizica este un domeniu mai nou ce include sisteme mecanice care depasesc granitele clasice ale mecanicii
solidelor si fluidelor, precum cazul interactiunii fluidelor cu structurile metalice, problemele de schimbare de faza cum ar fi
topirea ghetii, solidificarea metalelor, etc.

Sistemele reprezinta obiecte mecanice naturale sau artificiale care au o functionare distinctibild (avioane, cladiri,
masini, utilaje, poduri, motoare, roboti, etc.).

Problemele de mecanica a mediilor continue pot fi clasificate, dupa cum se arata in continuare:

Liniare
Probleme de statica
Probleme de mecanica a Neliniare
mediilor continue
Probleme de dinamica

In dinamicd, dependenta de timp este consideratd explicitd, deoarece calculul fortelor de inertie se face pe baza
derivatelor in raport cu timpul.

Tn cazul problemelor de statica fortele de inertie sunt ignorate, timpul ne-intervenind in cazul acestor probleme.

Analiza statica liniara se ocupa cu probleme de staticd in care “raspunsul” este liniar in sensul “cauza-efect”. De
exemplu, daca forta aplicata se dubleaza, deplasarile si tensiunile interne din corpul studiat de asemenea se dubleaza.

O clasificare finald a analizei statice in mecanica numerica a solidelor si structurilor se bazeaza pe metode discrete
prin care modelele matematice ale mediilor continue sunt discretizate Tn spatiu, apoi sunt convertite Tn modele discrete cu
un numar finit de grade de libertate.

Metoda elementelor finite (MEF)
Metoda elementelor de frontiera
Metoda diferentelor finite

Metoda volumelor finite

Metoda spectrala

Metoda retelei libere

Metode de discretizare spatiala

Cea mai folosita metoda, atat pentru probleme liniare cat si pentru cele neliniare, este metoda elementelor finite, care,
reprezintd in momentul de fatd cel mai eficient instrument pentru calculul structurilor ingineresti, indiferent de forma si de
material. Aplicarea ei 1n practica nu se poate face insa decat prin intermediul calculatoarelor electronice.

2. Caracterul aproximativ al metodei elementelor finite. Principiul rezolvirii aproximative

Metoda elementelor finite este o metoda generala de rezolvare aproximativa a ecuatiilor diferentiale sau integrale ce
descriu fenomenele sau sistemele fizice cu o infinitate de grade de libertate, impreuna cu conditiile lor la limita, reducandu-
se la un sistem de ecuatii algebrice, respectiv la un sistem cu numdr finit de grade de libertate. Altfel spus, reprezinta o
metoda ce transforma studiul unor domenii finite cu o infinitate de subdomenii in studiul aproximativ al acelorasi domenii
finite dar cu un numar finit de subdomenii (elemente finite), pentru care se pot aplica scheme de calcul numeric cunoscute

(Fig.1).

a) b)
Fig.1. Transformarile suferite de geometria unui carlig de tracriune in cazul modelarii utilizind metoda elementelor finite
a —numar infinit de grade de libertate; b —numdr finit de grade de libertate



Ca exemplu simplu, dar sugestiv in ceea ce priveste utilizarea metodelor aproximative de calcul in locul calculului
exact, este cel al calculului aproximativ pentru aria unui obiect circular, prezentat in cele ce urmeaza, Tmpreund cu
principalii pasi necesari calculului aproximativ.
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Fig.2. Calculul aproximativ al ariei unui obiect circular

e Pas 1: Discretizare-Impdrtirea obiectului (a discului) in ,, elemente finite”
Constd in Tmpartirea discului Tntr-un numar finit de elemente triunghiulare (8 elemente Tn cazul de fatd) (a se vedea
figura 2).
e Pas 2: Aproximarea locali a solutiilor
Consta in aproximarea ariei unui sector de disc ca fiind egala cu aria unui element finit triunghiular generat de trei
noduri ,,i”, ,,j” si ,,K”.
Astfel, pentru un element finit | (Fig. 1.2), aria acestuia are expresia:
1 .o a 2 .o o 1 _, .
A ==-2-R-sih—-R-cos—=R“-sih—-cos—==-R*-sina (1)
2 2 2 2 2 2

n care, in functie de numarul de elemente n, unghiul o are expresia:

21
== 2
5 @
Rezulta expresia ariei unui element triunghiular 1
1 2 . 27
A ==-R°-sin— 3
=3 - ©

e Pas 3: Asamblarea ecuariilor elementelor

Constd in Tnsumarea ariilor tuturor elementelor pentru intregul domeniu studiat.
Aria totala, a intregului obiect discretizat, se calculeaza cu relatia:

4 1 27
=>» A ==—-R“-n-sin— 4
A |§:1 =5 . 4)

e Pas 4: Obyinerea solutiei

Pentru cazul studiat, cand n=8, rezulta:

8
P =D A :%~R2~8-sin%:2,8284271~ R? (5)
1=1



e Pas 5: Analiza soluriei

20
Cand n=20, rezulta: Ayy = > A :%- R?-20-sin 2—’5 =3,09017-R?
1=1

30
Cand n=30, rezulta: Agy = > A _1 R?.30.5in %X~ 31186754 R?
=2 30

in cazul limitd cand n — oo, aria A devine:
. 1 .27
A=||m(—-R2~n~sm—J (6)
N—o0 2 n
Dar, pentru un numar de elemente foarte mare, caz in care valoarea unghiului o este mica, pentru valori |o] < 0,182 rad
= 10,4° se poate scrie aproximatia:

Sina;a—%-agza @)

rezulta expresia ariei totale:

1 2n

A=E.R2.n.?=n.R2 (8)

care coincide, in acest caz, cu formula exacta a ariei cercului.

Tn functie de numarul de elemente folosit pentru discretizare, Tn tabelul urmitor sunt prezentate valorile pentru aria
calculata cu aproximatie (An), eroarea absolutd () a ariei calculate cu aproximatie (An) fatd de valoarea exacta (teoretica)
(Ay), respectiv valorile pentru eroarea relativa (ey).

Aria aproximativa Eroare Eroare Eroare relativa

n 1, 27 absoluta relativa CA-A, 100
n Aﬂ=ZA| :ER nsin—le=A - A, ] CA-A e =—71—
1=1 r=—— ,~

n

A [%]

8 2,8284271-R? 0,3131.R? 0,0996 9,96

20 3,09017-R? 0,0514-R? 0,0163 1,63

30 3,1186754-R? 0,0229-R? 0,0072 0,72
—>0 3,1415927-R? 0 0 0

Se observa si din tabel ca cu cat numarul de elemente va fi mai mare, cu atat precizia solutiilor va fi mai mare iar
erorile de calcul vor fi mai mici, asa dupa cum este ilustrat calitativ si Tn figura 3. Cu alte cuvinte, solutia aproximativa
converge catre valoarea exactd pe masura ce creste numarul de elemente folosit pentru discretizare.

A

Eroare

0 Nr. de elemente

Fig.3. Variaria erorilor de calcul aproximativ in functie
de numarul de elemente folosite pentru discretizare

Caracterul aproximativ al metodei elementelor finite este datorat faptului cd geometria reald a obiectului studiat este
intotdeauna inlocuitd cu o retea de elemente finite, care urmareste forma reald, dar nu o poate reda cu exactitate decat
numai in cazul anumitor geometrii particulare, marimile necunoscute ale problemei fiind calculate numai Tn nodurile
structurii.



3. Notiunea de model, modelare si discretizare in metoda elementelor finite
Tipuri de elemente finite

Metoda elementelor finite poate fi extinsd in orice domeniu care descrie un fenomen cu ajutorul unor ecuatii
diferentiale, ea dezvoltindu-se in mod deosebit in domeniile urmatoare: analiza structurald, analiza termic3, analiza
fluidelor, cAmpuri electrice, cAmpuri magnetice, etc.

Utilizatorul metodei elementelor finite este pus in situatia rezolvarii unei anumite probleme si nu neaparat in cea a
realizarii unui program pentru rezolvarea problemei utilizind metoda elementelor finite. Utilizatorul trebuie sa stie daca
problema se preteazd rezolvarii utilizdind metoda elementelor finite si sa foloseascd un program adecvat problemei
respective, impundndu-se cunoasterea performantelor programului si a modului de lucru.

Programul de calcul, aplicat problemei, nu rezolva problema ci doar un model al problemei, pe care, de obicei, il face
utilizatorul. Modelarea, in cadrul metodei elementelor finite, reprezinta activitatea de simplificare a structurii studiate si
Tncadrarea acesteia intr-una dintre categoriile corespunzitoare, precum cea a barelor, a placilor sau a blocurilor, ludndu-se
in considerare incarcdrile si reazemele. Modelarea corectd a structurii este dependentd de experienta operatorului, de
inspiratia acestuia si de cunoasterea bazelor teoretice ale metodei elementelor finite.

Principalii pasi in procesul de modelare utilizand metoda elementelor finite sunt:
crearea modelului
alegerea unui software potrivit pentru rezolvarea modelului
validarea modelului
rularea software-ului pentru obyinerea rezultatelor
verificarea rezultatelor

VVYVYVYVYYV

Crearea modelului

Tn cazul unor situatii “non-standard” este mai dificil de creat un model si este important si existe o strategie
convenabila de stabilire a acestuia. Astfel, cea mai utilizata strategie in faza de inceput a modelarii este aceea de a intocmi
0 lista cu iesiri pentru modelul analizat. Tn acest context, 0 iesire inseamna orice trasdtura caracteristica sau factor care
influenteaza modelul si care trebuie luat n considerare. Lista de iesiri este utilizatd mai ales in procesul de validare a
modelului.

Fig.4. Structura de rezistenfa a unui acoperis de hala

De exemplu, pentru o structurd de rezistentd a acoperisului unei hale (Fig.4), iesirile in crearea modelului analitic

includ intrebarile si raspunsurile la aceste intrebari cu privire la urmatoarele aspecte:

- Care sunt obiectivele analizei?

- Ce conditii de sustinere trebuiesc impuse?

- Nodurile trebuiesc tratate ca articulatii sau ca fiind rigide (preiau si moment incovoietor)?

- Cum interactioneazd structura de rezistentd analizatd cu alte parti ale ansamblului acoperisului sau cu peretii
verticali? Este rezonabila aplicarea principiului substructurarii si tratarea structurii de rezistenta a acoperisului ca un
sistem plan separat?

- De ce natura vor fi incércérile: statice, dinamice, influentate de vant, influentate de ninsoare, etc.?

- Vor exista si efecte de ordin secundar considerabile (incovoierea elementelor, flambajul sau torsiunea acestora,
etc.)?

Aceasti listd poate fi marita pe masura ce se doreste 0 dezvoltare a modelului.

Fig.5. Modelul discretizat al structurii de rezistenzd a acoperisului de hala

Tn figura 5 este prezentat modelul analitic pentru acoperisul halei. Acest model trebuie si contini informatii cu privire



- software-ul utilizat pentru analiza structurii;

- tipul elementului utilizat pentru modelare si principalele caracteristici ale acestuia;

- dimensiunile geometrice ale structurii si ale fiecarui element in parte;

- numerotarea nodurilor si a elementelor;

- proprietatile materialului din care sunt realizate elementele (liniar-elastic, neliniar, etc.);
- conditiile pentru fixare;

- precizarea incarcarilor.

Toate aceste informatii sunt deosebit de importante pentru a conduce la rezultate bune ale modelarii utilizind metoda
elementelor finite.

Abateri, erori, incertitudini, verificare, validare model

Analiza presupune asumarea unor abateri intre “valoarea tintd” a unei variabile si valoarea cu care se lucreaza efectiv.
Valoarea tinta a unei variabile reprezintd valoarea doritd sau valoarea teoreticd a respectivei variabile. Cand variabila are o
valoare reald, abaterea (diferenta dintre valoarea cu care se opereaza efectiv si valoarea tintd) este denumita eroare. Cand
valoarea tintd nu are o valoare reald, abaterea este denumita incertitudine. De exemplu, pentru numarul =, exista in
principiu o valoare reala exactd, dar valoarea folosita intotdeauna in analiza este cu eroare, asa cum pentru modulul lui
Young al unui material nu existd o valoare reald certd si de aceea In acest caz se opereazd cu valori ce presupun
incertitudini fata de valoarea folosita.

Termenii “verificare” si “validare” sunt utilizati in urmatoarele situatii:

- verificare: atunci cand abaterile considerate sunt n special erori;

- validare: atunci cand abaterile considerate sunt in special incertitudini.

Alegerea unui software potrivit pentru rezolvarea modelului

Aceasta etapa din cadrul modelarii utilizand metoda elementelor finite este foarte importantd deoarece presupune
alegerea unui software corespunzitor care sa permitd tratarea si rezolvarea modelului analitic elaborat. Daca software-ul
ales pentru utilizare este nou pentru un utilizator, se recomanda efectuarea unui exercitiu de verificare folosind un “test de
judecata”.

Validarea modelului

Atunci cand modelul este caracterizat de un grad ridicat de incertitudine este important si se efectueze un exercitiu de
validare. Intrebarea pentru aceastd procedurd de validare este urmitoarea: “poate modelul sd reprezinte adecvat structura
reald?”. Pentru a da raspuns la aceastd intrebare este necesard parcurgerea si evaluarea listei cu cerinte si a listei cu
asumdrile facute in etapa de creare a modelului.

Verificarea rezultatelor

Prin definitie, modelul analitic generat este ideal, fiind diferit de modelul real datorita erorilor datelor (care pot fi
corectate) si datorita erorilor de rotunjire (care nu pot fi complet corectate). in aceasta etapa de verificare se pune intrebarea
daca erorile solutiilor sunt la un nivel acceptabil?

Verificarea rezultatelor se poate face prin:

- controlul rezultatelor utilizand reprezentarile grafice;

- controlul echilibrului total (de exemplu: suma reactiunilor trebuie sa fie egala cu suma incarcarilor aplicate);

- controlul echilibrului local (daca este accesibil);

- verificarea daca restrictiile Tn punctele de sprijin au fost corect aplicate (prin vizualizarea deformatiilor in nodurile

Cu restrictii);

- verificarea simetriei si a comportarii simetrice (daca este cazul);

- controlul formei generale a rezultatelor (se urmareste dacd deformata structurii si distributia tensiunilor n

elementele acesteia este in conformitate cu asteptérile);

- crearea unui model de control (verificare) si compararea rezultatelor acestuia cu principalele rezultate ale

modelului n sine (verificarea si compararea, dacd este posibil, atat a deformatiilor cat si a tensiunilor din
elemente).

Modele de control

Tn mod normal, modelul de control este o versiune simplificati a modelului analitic in sine, dar, in situatii critice,
pentru sigurantd, se impune o etapd de verificare a rezultatelor analizei ceea ce presupune o reanalizare completa a
modelului de control folosind un software diferit si compararea rezultatelor obtinute in cele doud cazuri.

Modelul de control poate fi calculat analitic ,,pe hartie” sau poate fi analizat simplificat pe calculator. Daca modelul de
control este o versiune simplificatd a modelului principal rezultatele obtinute nu vor fi identice. In aceasta situatie este
indispensabila capacitatea operatorului de a aprecia si de a justifica gradul de diferenta dintre cele doud seturi de rezultate.
Tn caz contrar, modelul de control poate avea o valoare mult limitata.
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modelul de control:

1) Cele doua rezultate au valori apropiate si sunt ambele corecte in esenti. Aceasta este situatia dorita, dar nu este
usor de intélnit in practica aceasta situatie.

2) Cele doui rezultate au valori diferite semnificativ. In aceastd situatie se impune stabilirea ratiunii diferentelor.
Cauzele acestor diferente pot fi mai multe. Astfel, fie rezultatele modelului principal pot avea erori, fie modelul de
control poate sa fie conceptual gresit sau sa furnizeze rezultate cu erori de calcul.

3) Cele doud rezultate sunt similare, dar ambele sunt cu eroare avand marime similard din diferite motive, actionand
compensatoriu.

4) Cele doua rezultate sunt similare, avand modelul principal corect iar modelul de control bazat pe informatii false
datorate unor erori aritmetice sau bazat pe considerente eronate care au efect compensator.

Tn lista de mai sus situatiile 3) si 4) reprezinta corelatii false. Astfel de situatii sunt foarte intalnite in practici. in
situatia 4) concluziile desprinse pot conduce la rezultate eronate. In general, operatorii au o viziune optimista, iar atunci
cand constata ci rezultatele obtinute din modelul principal si cel de control sunt apropiate, se grabesc sa accepte aceasta ca
o dovada privind acuratetea rezolvarii problemelor. O simpla corelatie aparent favorabila nu trebuie sa constituie niciodata
un prilej de automultumire Tn ceea ce priveste completa verificare a rezultatelor. Operatorii cu experientd trateaza cu
suspiciune toate rezultatele obtinute si abia apoi trec la concluzii.

Schema generala de rezolvare a unei probleme utilizind
metoda elementelor finite

Schema generala a procesului complex de rezolvare a unei probleme, utilizind metoda elementelor finite, continand si
principalele stadii si etape ale modelarii, este prezentata in figura 6, iar in figura 7 este prezentat un exemplu de
transformare a unui sistem fizic, prin idealizare, Tntr-un model discretizat. Este vorba despre structura de rezistenta, de tip
grindd cu zadbrele, a unui acoperis. Trecerea la sistemul discretizat se face prin idealizare, considerand unele ipoteze
simplificatoare precum: legaturile dintre
barele grinzii cu zabrele din sistemul fizic i IDEALIZARE i \ DISCRI:_FIZAREE iREZOLVARE NUMERICAi
sunt considerate a fi articulatii cilindrice si ‘
sunt nlocuite cu noduri in sistemul

discretizat, neglijandu-se fortele de frecare

din articulatii; barele grinzii sunt Tnlocuite SISTEM Y, | MODEL Y ,| MODEL Y, | SoLuri
de elemente finite ce au aria sectiunii ZAY MATEMATIC DISCRETIZAT DISCRETE
transversale constantd intre cele doud A A A

noduri de capat, care, in cazul de fata chiar Erori de rezolvare

coincid cu barele reale; greutatea
acoperisului este redusd la noduri si se
considera ca actioneazd numai in nodurile
de la partea superioara a grinzii cu zabrele;
etc.

Erori de discretizare + rezolvare

Erori de modelare + discretizare + rezolvare

Fig.6. Rezolvarea unei probleme utilizand metoda elementelor finite

- acoperis
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Fig.7. Exemplu de trecere prin idealizare de la un sistem fizic la un model discretizat



Modelarea matematicd (idealizare) reprezintd un proces prin care inginerul realizeaza prin studiu trecerea de la un
sistem fizic propriuzis la un model matematic al aceluiasi sistem, constituind unul dintre cei mai importanti pasi Tn practica
inginereasca pentru rezolvarea unei probleme utilizind metoda elementelor finite. Acest proces poartd si denumirea de
idealizare deoarece modelul matematic realizat este caracterizat de o serie de abstractizari si idealizari fatd de realitatea
fizicd. Generic, termenul de model reprezintd un ,instrument” simbolic construit pentru a simula si a estima aspecte cu
privire la comportarea unui sistem.

Rezolvarea unei probleme utilizdnd metoda elementelor finite presupune o abordare mai complexa care inseamna
lucrul pe mai multe nivele intre care existd legaturi, asa cum se aratd si in figura 8, in care este prezentat nivelul sistemului
(ansamblului) analizat si nivelul componentelor (a elementelor finite), omitdndu-se alte nivele intermediare ale
substructurii.

([ NIVELUL SISTEMULUI ANALIZAT ||

,(ldealizare si discretizare)

/
/

1
SISTEM v Modelul
FIZIC sistemului SOLUTH
discretizat

(ELEMENTULUI FINIT)

MODEL mMoge:]”t'l L Ecuatiil
MATEMATIC componentutu componentului
discretizat

" NIVELUL COMPONENTULUI

Fig.8. Principiul rezolvarii unei probleme utilizind metoda elementelor finite

Nivelul sistemului analizat (a structurii Tn ansamblu) contine sistemul fizic al structurii si modelul sistemului
discretizat. Modelul sistemului discretizat este compus din elemente pentru care calculele se fac in sistemul propriu al
fiecarui element in parte, deci la ,,nivelul componentului” care contine asadar modelul componentului discretizat, conform
unui model matematic specific fiecarui tip consacrat de element finit, care genereaza ecuatiile componentului, iar acestea,
prin rezolvare, conduc la obtinerea solutiilor numerice pentru intreg sistemul analizat, la nivelul acestuia, prin asamblarea
ecuatiilor tuturor componentelor. Solutiile pot fi: deplasari, tensiuni, deformatii, etc.

Discretizarea cu elemente finite

Discretizarea _structurii_reale constd in inlocuirea structurii date, care este continud, cu o structurd discreta,
discontinua si idealizatd, compusa din sub-regiuni mici, numite elemente finite, care pot fi:
- unidimensionale (bare);
- bidimensionale (placi);
- tridimensionale (blocuri).
Elementele finite ale ansamblului se considera a fi legate intre ele numai in anumite puncte numite noduri. Un element finit
poate fi privit ca o “piesd” de sine-statatoare, care interactioneaza cu celelalte elemente numai prin intermediul nodurilor.
Tn tabelele urmitoare sunt prezentate clasificari pentru principalele elemente finite utilizate.




Tabel 1. Principalele tipuri de elemente finite

Elemente finite Liniare Parabolice

Unidimensionale —

/

Bidimensionale D A

o,
5 >

L/
Tridimensionale

Tabel 2. Exemple de transformare ale componentelor de baza apartinnd sistemului fizic Th elemente finite

Componentul Numele modelului Discretizarea cu
sistemului fizic matematic al elemente finite
(al structurii) componentului (model discretizat)
/ bara
grinda
tub, teava

lonjeron, traversa, banda

placa triunghiulara

placa patrulatera

bloc 3D
(tetraedric)

bloc 3D
(paralelipipedic)

QD& 44\
o AN NN




In figurile urmitoare sunt prezentate trei exemple de utilizare a elementelor finite unidimensionale (Fig.9),
bidimensionale (Fig.10) si tridimensionale (Fig.11) pentru generarea modelului discretizat si pentru rezolvare utilizand
metoda elementelor finite.

F

4a L
9,5 tio0
4q 1ata 1he

A

s /1] N\

alalalalalga

Fig.9. Exemplu de utilizare a elementelor finite unidimensionale pentru generarea modelului discretizat Tn cazul unui sistem compus
din bare plane articulate

24 23 26 27
. P 27 30
T 28 | 29
s I I I I =6 |i7 “Jis 19 =20 21 22 23 24
3 r o SR 12|13 16 |17 zo|z1 24 lzs
a 5 AR 11 1al1s 1g]l19 a2z )23 26
a T =2 o Fi1 2 M3 a s
1 § 1 a|s g |9
2 | 3 6 | 7 10
8a -

Fig.10. Exemplu de utilizare a elementelor finite bidimensionale pentru generarea modelului discretizat pentru o problema
din categoria placilor plane

il T

R
@\*jﬁ'ﬁ%ﬂ‘

;

Fig.11. Exemplu de utilizare a elementelor finite tridimensionale pentru generarea modelului discretizat pentru o problema
din categoria blocurilor 3D
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4. Clasificarea generali a structurilor in metoda elementelor finite

Toate structurile ingineresti sunt tridimensionale, dar pot fi facute adesea aproximatii satisficatoare care sa conduci la

tratarea acestora ca fiind unidimensionale sau bidimensionale, in functie de geometria structurii si de incarcarile la care
aceasta este supusa.

Structuri unidimensionale ,, I1D”

| Sunt caracterizate prin faptul cd una dintre dimensiuni este semnificativ mai mare decdt celelalte doud dimensiuni.

Acestea pot fi impartite Tn doud categorii:

1. BARA (,TRUSS”): la care incircarea si constructia geometrici sunt ambele orientate dupd o aceeasi axa

longitudinala. Tn figura 12 este prezentat un astfel de exemplu la care atat geometria cat si incarcarea sunt orientate dupa
directia longitudinala (axa X).

Fig.12. Exemplu de structurd unidimensionala de tip bara

2. GRINDA (,BEAM™): la care geometria este unidimensionald dar incircarea este tridimensionald. Pentru grinzile
»zvelte”, la care L>10-h si L>10-b, se presupune ca planul sectiunii transversale raimane perpendicular pe axa neutrd (axa
longitudinald). Un exemplu de astfel de structura de tip grinda este prezentat in figura 13, la care se observa ca geometria

este unidimensionala, orientata dupa directia X, iar incarcarile sunt sub forma unor forte F orientate dupa directia X si z,
respectiv un moment de torsiune dupa directia X.

Fig.13. Exemplu de structura unidimensionald de tip grinda

7 ri bidimension 2D”

Tn general, sunt caracterizate prin faptul cd una dintre dimensiuni este semnificativ mai mica decat celelalte doud
dimensiuni.

Acestea pot fi impartite Tn patru categorii:

1. PLACI PLANE: la care a treia dimensiune este fie foarte mica, fie foarte mare in comparatie cu primele dou,

geometria este pland iar incarcarile sunt in acelasi plan cu planul constructiei geometrice. Pentru studiul in cazul acestor
structuri existd doud moduri distincte de abordare:

11



a) Cazul stdrii plane de deformatie (deformatii plane): la care se considera ca deformatiile dupa a treia directie sunt
foarte mici si neglijabile. In figura 14 este prezentat un astfel de exemplu, in care se observd ci pentru structura
studiatd, dimensiunea L dupi directia z este mult mai mare decéat dimensiunile dupa axele X si y. Pentru studiu, este
suficient sd se considere o ,.felie” de grosime |, toate deformatiile dupa directia z neglijandu-se.

Fig.14. Exemplu de structura bidimensionald de tip placa plana in stare pland de deformatie

b) Cazul starii plane de tensiune (tensiuni plane): la care se considera ca tensiunile dupi a treia directie sunt foarte
mici si neglijabile. In figura 15 este prezentat un astfel de exemplu, la care, sub actiunea incarcarilor externe,
tensiunile care apar sunt situate Tn acelasi plan xy, toate tensiunile dupa directia z neglijanduse.

¥

|

Fig.15. Exemplu de structura bidimensionald de tip placa plana in stare plana de tensiune

2. TALER (PLACA PLANA SUBTIRE): la care a treia dimensiune este foarte mici in comparatie cu primele dous,
geometria este plana (platd) iar incarcarile nu sunt coplanare cu planul geometric (Fig.15).

Fig.15. Exemplu de structura bidimensionala de tip taler
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3. COAJA (PLACA CURBA) (,shell”): la care grosimea g este fie foarte mica, fie foarte mare in comparatie cu
dimensiunile structurii, geometria este curbatd, iar incarcdrile sunt Tnafara ,panzei” constructiei geometrice (inafara
planului tangent la structurd) (Fig.16).

Fig.16. Exemplu de structura bidimensionald de tip coaja

4. PLACA AXIAL SIMETRICA: la care geometria este generatd prin miscarea de revolutie a unei sectiuni 2D, de
grosime foarte mica g, Tn jurul unei axe (axay), supusa la incarcare exterioara nesimetrica (Fig.17).

Fig.17. Exemplu de placa axial simetrica

5. Sarcini exterioare pentru metoda elementelor finite

Sarcinile exterioare ce solicita structurile n cazul problemelor ce se rezolva utilizind metoda elementelor finite pot fi
de doua feluri:
» concentrate (punctuale)
> distribuite

1. Sarcini concentrate sau punctuale (Fig.18):

a) Forte concentrate (Fx, Fy, F)
b) Cupluri concentrate (My, My, M,)

Fig.18. Sarcini concentrate

2. Sarcini distribuite:

a) Sarcini distribuite pe o linie, [N/mm] (Fig.19), cum sunt cele ce apar in calculul
barelor, vectorul fortelor avand expresia:

13



q, -dx

{dQ, }=1q, -dy ©)
g, -dz
g .
Y oy
YYYYYYYYYYYYYY @ (e) @
. ! N
< " —

y
77 s
X

Fig.19. Sarcini distribuite pe o linie

Fortele reduse Tn nodurile i si j au expresia:

QI(_I) — QI(_J) — q7
b) Sarcini distribuite pe o suprafasi, [N/mm?] (Fig.20), ce apar in cazul problemelor bidimensionale sau
tridimensionale. Considerand dS elementul de suprafata pe care actioneaza sarcina distribuitd, expresia vectorului fortelor

este:

(10)

py -dS
{dRs}= py -dS (11)
p, -dS

v

Fig.20. Sarcini distribuite pe o suprafata

Un exemplu 1l constituie placa de grosime constanta din figura 21:
b

N 6 9 12 bis
A N 4 12 15
@Q@’@@Q@i4 Py
a ceo e grosimel ... P v
TN s = [OP2 NG [OZ NGO §
Y ‘ ¥ @ @@ _ b3
- 1 4 7 10 13
X

Fig.21. Exemplu de problema pentru care sarcinile sunt distribuite pe o suprafasa

Fortele reduse Tn nodurile 13, 14 si 15, au expresiile:

13 15 Y14 Y- Yo =Y
ps( ):plszps( ):P15:p-t- 142 13:p-t- 152 14 (12)

Ps(14) _ Py =p-t- Yia—Y13 Y15 —Yia ) _ p,t,Yls — Y13 (13)
2 2 2
c) Sarcini distribuite pe volum, [N/mm?] (Fig.22), ce apar in cazul problemelor tridimensionale, ca de exemplu: fortele
de inertie sau fortele gravitationale. Asupra unui element de volum dV actioneaza fortele:
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X -dv

{dQ, }=1Y -dv
Z-dv

(14)

in care X, Y, si Z reprezintd componentele dupa cele trei directii ale sarcinilor distribuite pe volum.

z

v AR

: A=t
& P B e e Ty v
R ampac

x| dy dx ;//Jl J'L v

Fig.22. Sarcini distribuite pe volum

6. Deplasari in cadrul metodei elementelor finite

Deplasirile ce pot sa apara in cazul problemelor ce se rezolva prin modelare utilizind metoda elementelor finite pot fi
de doua feluri:
» liniare
» unghiulare (de rotarie)

1. Deplasari liniare, avand componentele u, v, w, care descriu modificarea pozitiei unui punct in raport cu un sistem
de axe (Fig.23). Vectorul deplasarilor liniare pentru descrierea deplasarii unui punct oarecare este:

u(x, y,z)
{af={ax.y, 2)} = v(x.y,2) (15)
w(x, Y, 2)

Fig.23. Deplasari liniare

Pentru un punct de coordonate precizate (Xo, Yo, Zo), vectorul deplasare este:

Ug U(Xo, Yo, 2o)
{8}: Vg = {A(Xo, Yo Zo)}: V(Xo Yo120) (16)
w, W(Xg, Yo:20)

iar modulul deplasdrii totale se calculeaza cu relatia:

§=vu? +v? +w? (17)

2. Deplasari unghiulare (de rotatie), care descriu modificarea orientarii sistemului de axe
n care este definitd pozitia unui punct (Fig. 1.24). Vectorul deplasarilor unghiulare este:

z
@ ¢:
Ox
fol=10, (18) Ve
0, Fig. 1.24. Deplasari unghiulare
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7. Sisteme de axe Tn metoda elementelor finite

1. Sistem de axe global —reprezintd un sistem de axe ortogonale XOY (in plan), sau OXYZ (in spatiu), ales arbitrar,
fata de care se poate face descrierea geometricd de ansamblu a unei structuri.

De exemplu, pentru o structurd pland de grinzi cu zabrele (Fig.25), este prezentat sistemul de axe global XOY, fata de
care sunt definite coordonatele globale (absolute) ale tuturor nodurilor structurii.

YA

O X

Fig.25. Sisteme de axe pentru o structurd de grinzi cu zabrele

2. Sistem de axe local —reprezintd un sistem de axe ortogonale xoy (in plan), sau oxyz (in spatiu), atribuit fiecarui
element al structurii Tn parte.

Tn figura 25 este prezentat un exemplu in care pentru elementul 3 axa ox a sistemului local coincide cu axa
longitudinald a acestui element, aducandu-se astfel o importantd contributie la simplificarea calculului deformatiei

elementului.

Tn sistemul global de axe se precizeaza numirul total de noduri si coordonatele fatd de originea acestui sistem pentru
fiecare nod. De asemenea, se identifica elementele structurii, numarul total al acestora, precizandu-se pentru fiecare
element Tn parte nodurile definitorii (i si j pentru elemente de tipul celor din figura 25) precum si aria sectiunii transversale

a fiecarui element in parte.
Lungimea fiecdrui element in parte poate fi calculata in sistemul de referinta global cu relatia:

Lij = (X} = X0)? +(Y} - Yp)? (19)

Orientarea unui sistem de referinta local fatd de sistemul de referinta global (Fig.26) se face utilizand cosinusurile
directoare ale axei locale ox fatd de axa globala OX, calculabile cu relatiile:
X=X

) I

20
_ (ﬂ ) Y-, ()
SIN o = COS E—a = =mMm

Cosa =

Fig.26. Orientarea unui sistem de referinta local fata de un sistem de referinta global
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8. Notiunea de grad de libertate in metoda elementelor finite

Prin definitie, gradele de libertate reprezintda numdarul coordonatelor independente necesare pentru a specifica
configuratia unui sistem.

Tn general, din punct de vedere geometric, pentru un punct in spatiu tridimensional pot exista
maximum sase grade de libertate: trei translayii dupa directiile x, y, z si trei rotiri dupa aceleasi
trei directii.

In continuare sunt prezentate cateva exemple de structuri care au puncte avand unul, doua,
trei sau sase grade de libertate.

1 grad de libertate

Tn figura 27 este prezentat un exemplu al unei structuri de tip arc elicoidal, avand constanta
elastica k, al carui capat liber, sub actiunea fortei F —orientata in lungul axei z, are un singur grad
de libertate, constand din deplasarea u in lungul axei z. Asadar, coordonata z a capatului liber al
arcului este singura coordonatd independenta necesara si suficientd pentru a specifica, conform
definitiei, configuratia acestui sistem.

2 grade de libertate

Tn figura 28 este prezentat exemplul unei structuri plane de bare articulate la care punctul M
(solicitat de forte orientate dupa directia X si Y) are doua grade de libertate: u si v (translatii dupa
directia X si Y).

o

Fig.28. Structurd plana de bare articulate

Tn figura 29 este prezentat exemplul unei plici plane solicitata de forte orientate dupa directiile X si Y, la care orice
punct M are doud grade de libertate (translatiile um si vm dupa cele doua axe X si Y).

J
5

FX
Wy,

=== -
M My,

et
VIS SIS IS III I

X

Fig.29. Structura de placd pland

3 grade de libertate

Tn figura 30 este prezentat exemplul unei structuri de tipul grinda plana, incastrati la unul dintre capete si solicitati la
celdlalt capat de un sistem plan de forte Fx si Fy orientate dupa cele doud directii X si Y si, in plus, de catre un moment
incovoietor orientat dupd axa Z —perpendiculara pe planul XOY. Cele trei grade de libertate, in cazul acestor structuri, sunt:
doua translatii u si v —dupa cele doua directii X si Y si rotirea 8-orientatd dupa axa Z.

Un alt exemplu la care nodurile structurii au tot trei grade de libertate (translatiile u, v, w, dupa axele X, Y, Z) este cel
al barelor spatiale articulate, prezentat n figura 31
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X

Fig.30. Structura de grinda plana Fig.31. Structura de bare spatiale articulate

6 grade de libertate

Tn figura 32 este prezentat exemplul unei structuri de tip grinda spatiala, incastratd la unul dintre capete, liberd la
celalalt capdt —in care exista posibilitatea incarcarii atat cu forte it si cu momente dupi toate cele trei directii. In acest caz,
capitul liber al grinzii are sase grade de libertate, constand din: trei translatii (u, v, w) si trei rotiri (&, &, &), dupa toate
cele trei directii X, Y, Z.

ko,
:
b
’ " BX
-
.
‘.,w
#g

Fig.32. Structura de grinda spatiala

Asadar, configuratia spatiald a oricarui sistem mecanic este descrisd prin intermediul gradelor de libertate, care mai
sunt denumite si coordonate generalizate.

Un model este continuu daca numarul gradelor de libertate al acestuia este infinit, iar dacd numarul gradelor de
libertate este finit modelul se numeste discret. Deoarece metoda elementelor finite este una de discretizare, numarul
gradelor de libertate pentru modelele din aceastd categorie este obligatoriu finit. Pentru modelarea matematica, gradele de
libertate ale unui model sunt continute intr-un vector coloand, notat cu {u}. Acest vector are denumirea generala de vector
al gradelor de libertate sau vector de stare. Acest vector, Tn cazul strict al aplicatiilor din domeniul structurilor mecanice,
este denumit vector al deplasarilor nodale.

In mecanica analitica, fiecare grad de libertate are un termen corespondent, conjugat, care reprezinti o forzd
generalizata. Aceste forte sunt continute intr-un vector al forgelor generalizate, notat cu {F}.

Derivand din cazul problemelor de bare, relatia dintre {u} si {F} este considerata ca fiind si Tn general liniara si
omogena, avand forma:

K] -{u}=1{F} (21)

n care [K] este universal definita ca matrice de rigiditate.
In tabelul urmator este prezentata semnificatia fizica a vectorilor {u} si {F} Tn cazul diferitelor aplicatii M.E.F., chiar
si a celor ne-mecanice.

Tip problema {u} {F}
Mecanica structurilor si a solidelor deplasare fortd mecanica
Conductibilitate termica temperatura flux termic
Curgere potentiala presiune viteza particulelor
Curgere generala vitezd flux
Electrostatica potential electric densitate de sarcina
Magnetostatica potential magnetic intensitate magnetica
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9. Notiuni elementare privind comportarea mecanica a materialelor

Pentru solidele deformabile, una dintre relatiile de baza ale metodei elementelor finite este legea lui Hooke, conform
careia eforturile o-sunt proportionale cu deformatiile specifice &

n care:
F
= 23
o A (23)
iar:
AL
=— 24
& L (24)

unde: F - reprezinta forta de intindere a epruvetei;
Ao — aria initiala a sectiunii transversale a epruvetei;
AL — alungirea epruvetei;
Lo — lungimea initiald a epruvetei;
E — modulul de elasticitate longitudinal (modulul lui Young).

Aceasta lege corespunde portiunii liniare din curba caracteristica trasata prin testul standard de solicitare la intindere
pentru o epruveta. In figura 1.33 este prezentata curba caracteristica in cazul otelurilor.

&

0

Fig.33. Curba caracteristicd in cazul ogelurilor

In tabelul urmator este prezentati semnificatia principalelor puncte si portiuni de pe curba caracteristici prezentati in
figura 33.

Puncte Semnificatie
0-A Zona de proportionalitate a curbei caracteristice (liniara)
B Ordonata acestui punct se numeste limita de elasticitate. Pana la acest
punct materialul Tsi reia dupa descarcare lungimea initiala Lo
C Limita de curgere
C-D Palier de curgere
E Ordonata acestui punct reprezinta rezistensa la rupere a materialului

Similara relatiei de mai sus este legea lui Hooke pentru solicitarea de rasucire, care este valabila tot pentru portiunea
liniard a unei curbe caracteristice a materialului la rasucire (foarte asemanatoare ca forma cu cea corespunzatoare solicitarii
de intindere):

=Gy (25)
n care: G — reprezinta modulul de elasticitate transversal;

7— efort unitar de rasucire;
y— lunecare specifica.

Existd putine materiale (otel, lemn) care ,,asculta legea lui Hooke” (au o portiune rectilinie a curbei caracteristice).
Pentru materiale precum: fonta, alama, cupru, beton,cauciuc, sol, etc., curba caracteristica are forma precum cea din figura
34.a.
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Fig.34. Curba caracteristica in cazul materialelor variabil-elastice

Pentru modelarea matematica a comportarii acestor materiale fie 1i se atribuie un modul de elasticitate conventional,
asimiland portiunea initiald a curbei caracteristice cu o dreapta sau chiar intreaga curba cu doud drepte (model biliniar —ca
n figura 34.b), fie se masoara panta tangentei la curba caracteristica in punctul corespunzator efortului unitar real:

_do

E-_°2
de

(26)

Importanta pentru caracterizarea comportarii mecanice a materialelor este clasificarea acestora dupa cum urmeaza
[Buzdugan]:

» Materiale elastice —la care deformatiile dispar o daté cu indepartarea sarcinilor care le-au produs.

» Materiale plastice —care se deformeaza si nu mai revin la dimensiunile initiale dupd indepértarea sarcinilor
(plastilina, aluatul).

» Materiale elastoplastice —care se deformeaza atat partial elastic cat si partial plastic, constituind marea majoritate a
materialelor utilizate Tn inginerie.
Tn functie de valorile constantelor elastice (E, G, v) dupa diferite directii din spatiu, materialele pot fi [Buzdugan]:
» Materiale izotrope —care au aceleasi constante elastice dupa toate directiile (otelul, cuprul, sticla, cauciucul, etc.).

» Materiale anizotrope —care au o comportare elastica diferita dupa diverse directii (lemn, roci sedimentare, etc.).
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10. Algoritm general de rezolvare a unei probleme prin analiza structurala cu elemente finite

TREBUIE
REZOLVATA O
PROBLEMA DE

ANALIZA
STRUCTURALA Anticiparea

comportarii fizice.

necesara
analiza cu

‘ Adoptarea unei
modalitati de
verificare daca
rezultatele modelarii
cu elemente finite
sunt rezonabile

Este

EF?

Solutionare pe cale
analitica sau
experimentala

Conceperea unui
model initial de

> .
analiza cu elemente

finite

Preprocesare:
pregatirea
modelului de
analiza cu
elemente finite

Conceperea unui
model revizuit de
analiza utilizand
anticiparile intuitive
ale modelului
curent de analiza
cu elemente finite

h J

Rezolvarea
ecuatiilor
modelului de
analiza cu
elemente finite

Y

probleme de analiza structurald utilizand metoda elementelor finite

[1]
[2]
[3]
[4]
[5]
[6]

[7]
[8]
[9]

v

NU’i

\/ Sunt rezonabile rezultatele obtinute?
Erorile estimate sunt mici?
Sunt mici diferentele dintre

rezultatele obtinute fata de cele

Postprocesare:
prezentarea
rezultatelor
analizei cu

elemente finite

PLATFORMA
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SOFTWARE
SPECIALIZAT

BIBLIOGRAFIE

Fig.35. Algoritm general de rezolvare a unei

Alamoreanu E., Metoda elementelor finite si elementelor de frontiera, U.P.B., 1995.

Biris S.St., Metoda elementelor finite — aplicayii in constructia de magini agricole, Editura Printech, Bucuresti, 1999.

Biris S.St., Metoda elementelor finite — concepte fundamentale, Editura Printech, Bucuresti, 2005.

Blumenfeld M., Introducere in metoda elementelor finite, Editura Tehnica, Bucuresti, 1995.

Buzdugan Gh., Rezistensa materialelor, Editura Academiei R.S.R., Bucuresti, 1986.

Constantinescu I.N., Munteanu M.Gh., Golumbovici D.C., Calcule de rezistenza structurilor de magini si utilaje, Editura

Tehnicd, Bucuresti, 1984.

Faur N., Elemente finite — fundamente, Editura Politehnica, Timisoara, 2002,
Sorohan St., Metoda elementelor finite in ingineria mecanicd. Programe si aplicayii, Partea |, U.P.B., 1996.
Zienkiewicz O.C., The Finite Element Method in Engineering Science, McGraw-Hill, London, 1975.

21



