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1. INTRODUCERE
1.1 Obiectul si diviziunile Mecanicii clasice

Mecanica, in acceptiunea clasica a notiunii, se defineste drept stiinta care
studiazi legile generale ale miscarii corpurilor materiale. In contextul stintelor
ingineresti miscarea mecanicd, prin care se infelege schimbarea in timp a pozitiei
unui corp in raport cu un sistem de referintd, se efectueaza cu viteze “naturale”,
neglijabile in comparatie cu viteza de propagare a luminii.

La baza Mecanicii clasice stau notiunile si principiile formulate in 1687 de
Isaac Newton; din acest motiv ea mai este numita si Mecanica newtoniana. Fara
a intra in amanunte se aminteste existenta Mecanicii relativiste, fundamentata de
Albert Einstein, s1 a Mecanicii cuantice, dezvoltata de fizicieni celebri ai
ultimului secol; acestea au insa un alt context teoretic si aplicativ.

Ca obiect de studiu in Tnvatamantul tehnic, Mecanica este prima dintre
disciplinele teoretice generale care familiarizeaza viitorul specialist cu modelarea
matematica a proceselor in care intervine miscarea mecanica.

Din punct de vedere didactic Mecanica clasica studiatd in Tnvatdmantul
tehnic superior se structureaza traditional in trei parti mari, definite foarte succint
dupa cum urmeaza:

- Statica — studiaza sistemele de forte si conditiile de echilibru ale
corpurilor;

- Cinematica — studiaza miscarea corpurilor fard a lua in considerare
fortele;

- Dinamica — studiaza miscarea corpurilor sub actiunea fortelor.

Separat de aceste trei par{i se studiazd si o a patra — Mecanica Analitica, care
completeaza Mecanica clasica cu principii 1 metode noi, intr-o tratare globala.

Structurarea pe capitole a fiecarei parti este proprie fiecarui autor in
intentia unei cat mai bune sistematizari.

1.2 Notiuni fundamentale si derivate

In Mecanicd se opereazi cu o multime de notiuni prin care se definesc
proprietatile materiei si proceselor care se efectueaza cu aceasta; marimile fizice
asociate acestor notiuni caracterizeaza cantitativ aceste proprietdti iar intre
simbolurile prin care sunt nominalizate pot fi stabilite relafii matematice de
interdependenta.

Notiunile fundamentale corespund unor proprietati obiective generale,
perceptibile direct sau experimental; ele sunt ireductibile in sensul ca nu pot fi
exprimate in functiec de alte notiuni predefinite. Spre deosebire de acestea
notiunile derivate se pot defini unele in functie de altele iar prin reductie, direct
in functie de notiunile fundamentale.



Notiunile fundamentale sunt urmatoarele:

- Spatiul — notiune care corespunde spatiului fizic propriu-zis in care se pot
pozitiona si dimensiona corpurile materiale. In Mecanica clasicd spatiul este
tridimensional, infinit, omogen s1 izotrop, proprietati care corespund modelului
spatiului euclidian. La nivelul deplasarilor in spatiul terestru sistemele de
referinta pentru descrierea miscarilor absolute se aleg In raport cu Pamantul.

- Timpul — notiune prin care se indicd durata s1 succesiunea proceselor
materiale. In Mecanica clasica timpul este unidimensional, infinit, omogen si
ireversibil. Pentru orice proces originea timpului se stabileste arbitrar.

- Masa — notiune care reflecta proprietatea materiei de a fi inerta, respectiv
de a-s1 conserva starea de miscare in cazul absentei sau echilibrului fortelor; in
vorbirea curentd se acceptd ca masa unui corp masoard cantitatea de materie
continutd in acesta. Trebuie mentionat ca pentru orice corp material care nu isi
modifica starea de agregare in timpul procesului masa ramane constanta oriunde
s-ar face determinarea acesteia.

- Forta — notiune prin care se exprima si se evalueaza interactiunea dintre
corpuri.

Notiunile derivate sunt in numar foarte mare si vor fi definite pe masura
introducerii lor.

1.3 Modele teoretice utilizate in Mecanica.

Marea diversitate a corpurilor materiale existente in natura a facut necesara
gruparea acestora n baza unor proprietati comune cu scopul stabilirii unui numar
redus de modele teoretice; studiul efectuat asupra unui model trebuie sa fie
valabil pentru toate corpurile care au proprietatile acestuia.

Diferitele criterii de departajare au condus la aparitia unor “Mecanici”
specifice. De exemplu, diferentierea corpurilor dupa starea de agregare a materiei
a generat Mecanica solidelor si Mecanica fluidelor (lichide sau gazoase). In mod
analog se poate vorbi de Mecanica mediilor continue (elastice) sau de Mecanica
mediilor discontinue (granulare), etc.

Prin mediu continuu (numit uneori si continuum material) se intelege un
corp 1n care fiecare element de volum din configuratia sa, oricat de mic ar fi,
poseda masa. Se face abstractie de discontinuitatea la nivel molecular.

Mediile continue solide pot fi nedeformabile, elastice sau plastice, dupa
cum predomind una sau alta dintre caracteristicile de deformare ale materialului.

Notiunea de corp solid rigid cu care se opereaza in Mecanica se refera la
un mediu continuu nedeformabil, intelegdnd prin aceasta ca distanta intre oricare
doud puncte ale sale este invariabild. In marea lor majoritate corpurile solide
rigide sunt s1 omogene, densitatea lor fiind constanta pe tot domeniul ocupat de
corp.

In Mecanica teoretici se admite ci toate corpurile materiale (cu exceptia
firelor si a membranelor) sunt solide rigide, ipoteza adecvata studierii miscarii
mecanice a acestora.
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Critertul uzual pentru stabilirea modelelor teoretice se refera la raportul
dintre cele trei dimensiuni ale corpului solid rigid (lungimea, latimea si
grosimea).

Modelele sunt urmatoarele:

- punctul material — toate cele trei dimensiuni sunt neglijabile; in fapt este
vorba de o particuld materiala reductibild la un punct geometric;

- linia materiala — doua dimensiuni (latimea si grosimea) sunt neglijabile
fata de a treia (lungimea); include bara (rigidd) si firul (flexibil, inextensibil);

- suprafata materiala — o dimensiune (grosimea) este neglijabila in raport
cu celelalte doud; include placa (rigida) si membrana (flexibila, inextensibild);

- volumul material sau corpul material propriu-zis — nici una dintre cele
trei dimensiuni nu este neglijabila.

Trebuie facutd observatia ca in anumite conditii un corp cu dimensiuni
neneglijabile poate fi tratat ca un punct material. Atunci cand fortele aplicate
corpului sunt concurente in centrul sau de masa sau miscarea lui este o translatie,
el poate fi redus la un punct material avand masa corpului si pozitia centrului sdu
de masa.

In Mecanici se opereaza si cu ansambluri de corpuri cu rol functional bine
determinat, numite sisteme. Se deosebesc:

- sistemul de puncte materiale — multime finitd de puncte materiale aflate
in interactiune mecanica,

- sistemul de corpuri — contine un numar oarecare de corpuri apartinand
diferitelor modele enumerate mai sus, aflate de asemenea in interactiune
mecanica.

1.4 Principiile fundamentale ale Mecanicii

In lucrarea sa deveniti celebra “Principiile matematice ale filozofiei
naturale”, aparutd in 1687, Isaac Newton a formulat pentru prima oara intr-o
formd concisa principiile fundamentale ale Mecanicii pe care, intuindu-le
importanta, le-a denumit legi. Ele provin din observarea directa si verificarea
experimentald a comportarii corpurilor in naturd. In baza acestor principii insi a
putut firealizata intreaga modelare a proceselor care fac obiectul Mecanicii.

Respectand esenta formularii newtoniene, aceste legi se pot enunta astfel:

Legea | (principiul inertiei): Orice corp isi pastreaza starea de repaus sau
de miscare rectilinie §i uniforma daca nu intervin forte care sa modifice aceasta
stare.

Legea Il (principiul actiunii fortei): Forta aplicata unui punct material ii
imprima acestuia o acceleratie proportionala cu marimea fortei, pe directia §i in
sensul ei de actiune.

Legea III ( principiul actiunii si reactiunii): La orice actiune corespunde o
reactiune egala si direct opusa,; sau actiunile reciproce a doua corpuri sunt egale
si de sens contrar.
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La aceste trei principii Newton a adaugat si un al patrulea — principiul
paralelogramului, conform caruia actiunea simultana a doua forte concurente
poate fi inlocuita prin cea a unei singure forte avand mariea, directia si sensul
diagonalei paralelogramului construit cu cele doua forte drept laturi. Nu l-a
numit insa lege observand probabil ca se aplica nu numai fortelor ci si celorlalte
marimi vectoriale.

Legea II, numitd si legea fundamentald a Dinamicii, are i o exprimare
matematica:

ma=F (1.1)
unde intervine si masa m care in Mecanica clasica este constanta.

1.5 Marimi fizice. Unitati de masura.

Notiunilor fundamentale si derivate definite mai Tnainte le sunt asociate
marimi fizice prin intermediul carora acestea pot fi exprimate cantitativ,
clasificate, ordonate, comparate. Pentru evaluarea cantitativd a fiecarei marimi
fizice se utilizeaza cate o unitate de masura.

Intre marimile fizice exista legaturi de interdependenta descrise prin relatii
matematice, astfel incat unele pot fi deduse in functie de altele. Si in acest caz se
pot pune in evidentd niste marimi fizice fundamentale care sunt ireductibile la
alte marimi fizice; toate celelalte sunt marimi fizice derivate. Corespunzator
acestora exista wunmitati de masura fundamentale 1 respectiv unitati de masura
derivate.

In sistemul international de unititi de masura (SI) se considerd drept
marimi fizice fundamentale /ungimea, masa, timpul, iar unitatile lor de masura
sunt respectiv metrul (m), kilogramul (kg), secunda (s). Se poate observa ca forta,
desi a fost definita ca notiune fundamentala, nu este inclusa intre marimile fizice
fundamentale; relatia (1.1) permite exprimarea ei in functie de alte marimi
reductibile la acestea.

Legatura intre unitdtile de masurd derivate si cele fundamentale o fac
ecuatiile dimensionale cu forma generala:

lumd |= "M PT” (1.2)
unde L, M si T corespund unitatilor fundamentale aratate mai sus iar «, £ si ¥
sunt exponenti pozitivi, negativi sau nuli.

In tabelul 1.1 sunt prezentate marimile fundamentale si mirimile derivate
principale utilizate in Mecanicd”. Este evident ci pentru mdirimile fizice cu
caracter vectorial, unitatile de masura se refera la scalarul lor, respectiv modulul
acestora sau, dupa caz, la proiectiile lor. Acele unitdti de masura care provin din
numele unor personalitati stiintifice se noteaza cu majuscule.

Multiplii si submultiplii zecimali ai unitatilor de masura se noteaza prin
prefixe atasate simbolurilor acestor unitati (tab.1.2); si in acest caz se utilizeaza
majuscule pentru simbolurile superioare, respectiv mega, giga, tera.

") Se face precizarea ci toate notatiile si definirile utilizate in cadrul acestei lucrari sunt in
conformitate cu prevederile standardului STAS 1814-64, valabil pe teritoriul Romaniei.



Tabelul 1.1
Marimea Notatial ,. Ecuqz ‘| Unitatea de méasurd | Simbol Echiva-
dimensionala lenta
lungimea [ L metrul m
masa m M kilogramul kg
timpul t T secunda S
aria A L? metrul patrat m’
volumul V L’ metrul cub m’
densitatea 0 L>M kilogram pe metru cub| kg/m’
ZeO?:zZZ;?eI J L*M kilogram metru patrat| kg m?
viteza v LT metrul pe secunda m/s
acceleratia a LT? me trul pe secundd la m/s?
patrat
forta F LMT™* Newton N | kg m/s?
%ﬁgfnml M, 0 L*MT™ Newton metru Nm
impulsul H LMT! kzlograija metri pe kg m/s
secunda
momentul = L2MT! kilogram metru patrat| kg
cinetic 0 pe secund m?/s
percutia P LMT! Newton secunda Ns | kgm/s
enersid, LB L | LMT? | Joule J | Nm
lucrul mecanic
puterea P L°MT> Watt w J/s
presiunea p L'MT? | Pascal Pa N/m?
[frecventa f T Hertz Hz s
unghiul plan  |a, f, ... — radian rad
ZZZZO;M laré 0] T radian pe secunda rad/s 5!
acceleratia _ 5 radian pe secunda ) 5
unghiulara ¢ T la patrat rad/s >
Tabelul 1.2
Factor de : Factor de :
multiplicare Prefix Simbol multiplicare Prefix Simbol
10" tera T 10" deci d
10° giga G 102 centi C
10° mega M 107 mili m
10° kilo k 10° micro i
10° hecto h 10”° nano n
10 deca da 107" pico p




2. ELEMENTE DE ALGEBRA SI ANALIZA VECTORIALA

In cele ce urmeazi se intentioneaza revederea succintd a principalelor
operatiuni din algebra si analiza vectoriald, strict necesare in tratarea atat
teoretica cat si sub aspect aplicativ a problematicii care face obiectul de studiu al
Mecanicii. Se are in vedere o anumita rigurozitate in precizarea unor aspecte de
detaliu, necesara in special la elaborarea algoritmelor de calcul programabile.

2.1 Marimi scalare si marimi vectoriale

Pentru caracterizarea unei marimi scalare este suficientd o determinare
cantitativa printr-un numar real de unitati de masura. Simbolizarea unei marimi
scalare este alfanumerica. Se includ 1n aceasta categorie /ungimea unui segment
(0), masa (m), timpul (¢t), lucrul mecanic (L), energia cinetica (E) si potentiala
(V), momentul de inertie mecanic (J), etc.

Atributele unei marimi vectoriale sunt modulul, directia sisensul de
actiune. In Mecanicd, pe langd simbolizarea cunoscutd (V) se utilizeazd mai
frecvent o simbolizare, devenitd traditionald, constind dintr-o bara asezata
deasupra notatiei alfanumerice a marimii respective (7 ), neexistand posibilitatea
unor confuzii. Citeva exemple de marimi vectoriale sunt: forfa (F ), momentul
fortei fati de un punct (M), vectorul de pozitie (7 ), viteza (v ) si acceleratia
(a ) ale unui punct, viteza unghiulara (@ ) si acceleratia unghiulara (&) ale
unui corp, impulsul (H ) si momentul cinetic (K, ), etc. Elementele de grafici
caracteristice unui vector oarecare a sunt reprezentate in fig. 2.1.
dir @ Modulul vectorului, notat |a|, este un scalar

pozitiv s1 caracterizeazd dimensional marimea
vectoriala respectiva. Directia vectorului este
reprezentatd prin dreapta suport coliniard cu
B vectorul continand, evident, si punctul de aplicatie
/ A al acestuia; pe aceastd dreaptd sensul pozitiv se
Fig.2.1 atribuie prin versorul # atasat.

Pozitia dreptei suport si, implicit, cea a vectorului in raport cu o directie

fixa de referinta (de obicei axa Ox) se indica prin unghiul de pozitie o dintre
sensurile pozitive ale acestor directii; unghiul de pozitie este un unghi orientat,

pozitiv in sens trigonometric. Sensul vectorului se raporteazd la versorul u« ; un
vector —a va avea sens contrar lui u .

2.2 Definiri grafo-analitice ale vectorilor

Operatiunile cu marimi vectoriale pot fi mai usor urmarite, atat in tratarea
teoreticd cat si In aplicatii, apeland la reprezentari grafice, nefiind obligatorie
insd desenarea la scara a vectorilor.



2.2.1 Proiectia unui vector pe o axa

Se considera o dreaptd oarecare A si un vector a necoplanar cu aceasta
(fig. 2.2). Prin punctul 4 de aplicatie al vectorului se construieste dreapta A ,H A

1ar din varful B se duce BB’ LA, . Se duc apo1 perpendicularele comune A4, si
B'B, . Lungimea segmentului 4,B,, notata a, , reprezintd proiectia vectorului a
pe directia A . Astfel, cu observatia ca u, = versorA si ‘ u A‘ =1, se poate scrie:

a, =prya=|a|cosa=|a||u,|cosa=a-i, (2.1)

Se remarca faptul ca
proiectia oricarui vector pe o
dreapta este o marime scalara
si se obtine inmulfind scalar
vectorul respectiv cu versorul
directiei pe care se face
proiectarea. Semnul proiectiei
depinde de unghiul de pozitie
o al vectorului cu A. Astfel,
daca 0<a<rz/2, ay>0 iar

pentru 7/2<a <7, a, <O0.

Proiectia este nula in cazul

unui vector perpendicular pe A (fig.2.3). Un vector se proiecteaza in adevarata
mérime pe propria lui directie de actiune sau pe o paraleld la aceasta. In acest
caz, daca u este versorul directiei vectorului, se poate scrie:

a=au (2.2)
deoarece a=a-u=a(u-u)=a-1. Proiectia a = J_r‘ c_l‘ este negativa daca a si

U au sensuri opuse, respectiv in cazul unui vector —a .

a
a T o ar a
—— i H :—».
| o a: o |

ay <0 ay =0 dpy >0

Fig.2.3

2.2.2 Proiectii pe axele de coordonate

In raport cu un sistem de referintd cartezian directia unui vector este
determinatd prin unghiurile directoare «, /3,y formate de dreapta suport a

vectorului cu axele de coordonate (fig. 2.4).



Fig. 2.5

Proiectiile unui vector a pe aceste
axe vor f1 date de relatiile:

ax:praxa:a-z:‘a‘cosa

a, :proyc_z:ﬁ-}:‘cﬂcosﬂ (2.3)

in care i,j,k sunt versorii axelor de
coordonate. Intre unghiurile directoare
exista relatia:
2 2 2. _
cos’a +cos ff +cos'y =1 (2.4)
in baza careia se poate scrie:
‘c_z‘:\/a£+a§+a22 (2.5)
Daca in locul unghiurilor directoare

directia vectorului se defineste prin
unghiurile 8 si y (fig.2.5), proiectiile

vectorului @ pe axele de coordonate se
pot calcula cu relatiile:

a, :‘ cﬂcosy/ cosé
a, = ‘ a ‘cosw sin @ (2.6)

azz‘c_z‘sinl//

2.2.3 Expresia analitica a unui vector

Un vector oarecare poate fi
descompus dupa trei directii care nu
sunt coplanare. In fig. 2.6 este
ilustratd situatia 1n care aceste
directii sunt paralele cu axele de
coordonate. In baza regulii para-
lelogramului se poate scrie:

a=a+a;=a;+a,+a; (2.7)

Vectorii a;,a,,a; reprezintd

componentele vectorului a dupa
directiile axelor de coordonate.
Aceste componente se proiecteaza
fiecare pe cate o axa in adevarata
marime, ceea ce rezultd fiind tocmai

ay,a,,a,, respectiv  proiectiile

vectorului a .
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Legatura intre proiectii s1 componente se face prin intermediul versorilor
i, j, k ,1n baza relatiei (2.2):
_ P - - = ,
aj=ayl a,=a,j az=ak 2.7)
Inlocuind in (2.7) se obtine:
a=ayi+a,j+ak (2.8)
relatie care defineste analitic vectorul a . Inlocuind in cele de mai sus vectorul a
prin versorul # se constatd cu usurintd ca proiectiile pe axe ale versorului sunt
tocmai cosinusurile sale directoare:

ﬁ:cosaf+c0sﬁ}+cosyl€ (2.9) y
Dacd un vector este continut intr-un plan, de B a
exemplu in xOy (fig. 2.7), atunci a_ =0 si relatiile “» az
de mai sus iau forma simplificata [ 5 a i
a, =|a|cosa ay:‘ﬁ‘sina (2.10) | |
—_[2, 2 : —>
‘a‘z a, +a, (2.11) 0 a, )
d=a,+a=ai+a,; (2.12) Fig. 2.7

Mentionam ca relatiile (2.3), (2.6) si (2.10) mai pot fi scrise inlocuind ‘ a ‘

prin proiectia a. O astfel de scriere a proiectiilor este necesara atunci cand pentru
acel vector este cunoscutd numai directia de actiune, marimea si sensul urmand
sa rezulte din calcule. O valoare negativa pentru a arata ca sensul de actiune al
vectorului este invers celui considerat initial.

2.3 Operatiuni elementare cu vectori concurenti

In cazul unor vectori concurenti reprezentind mirimi fizice de aceeasi
naturd (ca de exemplu un sistem de forte actionand simultan asupra unui punct
material) se pune problema reducerii acestora, respectiv a gasirii unui singur
vector rezultant, echivalent ca efect sistemului de vectori dat. Se determina
atributelor vectorului rezultant, respectiv modulul, directia si sensul acestuia.

Suma ¢=a+b urmeazi regula paralelo-
gramului (fig. 2.8) conform careia vectorul rezultant
are marimea si directia diagonalei paralelogramului
construit cu cei doi vectori ca laturi. Este usor de
constatat geometric ca:

‘E‘:\/az +b? + 2abcos(a— )
asina +bsin 3 (2.13) 4

tgy = .
& i cosa+b cos 3 Fig. 2.8

Diferenta ¢ =a —b =a +(—b) urmeazi aceeasi reguld (fig. 2.9), relatiile
de calcul devenind:



‘E‘z\/a2+b2—2ab cos@— f3)

asina —bsin
tgy = p

(2.14)

acosa —bcosf

Vectorul ¢ poate fi reprezentat si prin

unirea varfurilor vectorilor a si b5 1in
Fig. 2.9 modul aratat in fig. 2.9.

In cazul unui sistem format din mai mult de doi vectori, pentru gisirea
rezultantei se poate aplica succesiv regula paralelogramului. Mai eficienta este in
acest caz regula poligonului care constd in construirea unei linii poligonale
(pland sau tridimensionald) ale carei laturi sunt construite din vectori paraleli i
egali cu cei ai sistemului dat; vectorul rezultant uneste punctul de aplicatie al
primului vector al poligonului cu varful ultimului. In fig.2.10 s-a exemplificat
metoda pentru cazul a trei vectori coplanari.

In cazula n vectori concurenti vectorul rezultant este:

— n

R=a,+a,+...+a,=>a, (2.15)
i=1

Se inmulfeste scalar aceasta relatie cu u, — versorul unei axe A oarecare:

J— n

R, =@, Uy +a, Uy +...+a, i, = >(a i)
i=1

In baza relatiei (2.1) se poate scrie:

— n
PrA R =prya; +prya, +...+prya, = D pra a; (2.16)
i=1

Aceasta relatie exprima teorema proiectiilor care se enunta astfel: proiectia pe o
axa a rezultantei unui sistem de vectori concurenfi este egala cu suma
proiectiilor acestor vectori pe axa respectiva.

Aplicand aceasta teorema relativ la axele de coordonate se obtine:

X =2a;, =>a;cosq,
i=1 i=1
n n
Y=2a;,=2a;cosf (2.17)
i=1 i=1
Z=>a; =7 a;cosy,
¢ i=1 i=1
Fig. 2.10 Vectorul rezultantei:
R=Xi+Yj+Zk (2.18)
are modulul s1 unghiurile directoare date de relatiile:
[R|=vx?+7?+272 (2.19)
X Y Z
COStp =7— cosfp =r— COSyp =— (2.20)

R & R
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Pentru sistemul de vectori coplanari din fig. 2.10:

n n
X =) a;cosq; Y =>a;sing; (2.21)
i=1 i=1
1ar pentru vectorul rezultant se poate scrie:
e Y
R=Xi+Yj |R|=NX’+Y’ tgf=— (2.22)

2.4 inmultiri vectoriale
2.4.1 Inmultirea unui vector cu un scalar

Prin Tnmultirea unui vector cu un scalar se obtine un
vector coliniar cu acesta (fig.2.11): _
— a

b=Aa (2.23) b
Dacd a si b reprezinti mirimi avand aceeasi naturi fizica,
de exemplu doud forte, atunci scalarul A este un factor de
amplificare adimensional; dacd sunt diferite, de exemplu o fortd si un moment,
atunci A este un factor de transformare a carui unitate de masura depinde de
natura mérimilor respective. Daci A < 0, atunci @ si b au sensuri opuse. Cu
exprimarile analitice:

Fig. 2.11

a=aji+a,j+ak b=bi+b,j+bk (2.24)
este evidenta relatia:
b
P (2.25)
a, a, a,

care exprima faptul ca intre proiectiile pe axe ale vectorilor coliniari exista
acelasi raport de proportionalitate. Aceastd observatie va fi necesara in Statica la
stabilirea ecuatiei axei centrale a unui sistem de forte paralele. Relatia (2.2)
confirma totodata si legatura dintre un vector si versorul directiei pe care se afla.

2.4.2 Produsul scalar

a_w
Inmultirea scalard dintre doi vectori @ si b se ’& o |
exprima prin relatia: - —
s:c_z-l;:‘c_zHl;‘cosa (2.26) i , b
Fig. 2.12

in care a€(0,7) este unghiul dintere cei doi vectori

(fig.2.12). Pentru b = b , unde i = versorb , produsul scalar ia forma:

s=a-bu=b(a-u)=b-pr;a (2.27)
Produsul scalar este comutativ si distributiv fata de adunare, respectiv:
a-b=b-a (a+b)-c=a-c+b-C (2.28)

Produsul scalar este nul dacd cei doi vectori sunt perpendiculari unul pe celalalt.
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Inmultind scalar un vector cu el insusi se obtine:
a-a=|al’ =d’ (2.29)
Cu aceste observatii produsele scalare dintre versorii axelor de coordonate vor
avea valorile urmatoare:
ii=1 j-j=1 k-k=1I
i-j=0 j-k=0 k-i=0
Daca vectori sunt exprimati analitic, atunci inmultirea scalara ia forma
a-b=(aji+a,j+ak) (bi+b,j+bk)=anb +ab, +ab. (231
Vom intalni produsul scalar in Statica la reducerea sistemelor de forte si in
Dinamica la calculul lucrului mecanic al unei forte.

(2.30)

— 2.4.3 Produsul vectorial

I Considerand aceiasi vectori asi b (fig.

)E/O\\b 2.13), produsul vectorial se exprima prin relatia:
a A v=axb (2.32)

Vectorul rezultant are modulul:

7| =|a||p|sine (2.33)
Directia acestui vector este perpendiculara pe
directiile vectorilor @ si b , deci pe planul in care sunt continuti acestia. Sensul
vectorului v se determind aplicand regula surubului drept. Astfel, un surub drept

rotit in sensul de la a catre b , acoperind unghiul «, va avansa in sensul lui v .
Produsul vectorial nu este comutativ:

Fig. 2.13

bxa=—(axb)=—v (2.34)
Produsul este distributiv fatad de adunare, respectiv:
(@+b)xc=axc+bxc (2.35)

Un scalar care inmulteste un produs vectorial poate fi atasat oricaruia
dintre cei do1 vectori:

A@xb)=Aaxb=axAb (2.36)
Rezultatul Tnmultirii unui vector cu el insusi este nul:
axa=0 (2.37)

Produsele dintre versori vor avea urmatoarele rezultate:
ixi=0 fx}:/; z_'xl;:—}
Jxi=—k jxj=0 jxk=i (2.38)
l;xz_':} l;x}:—l_' kxk=0
Dacd @ si b sunt exprimati analitic, atunci:
V=(a,i+a,j+ak)x(bi+b,j+bk)= .39

=(a,b, —azby)2+(asz —axbz)}+(axby ~a,b)k
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Se verifica usor ca aceste relatii reprezinta dezvoltarea unui determinant:

i J k
v=axb=|a, a, a (2.40)
b, b, b,

dupa versorii din prima linie. Vom intalni produsul vectorial in Statica la calculul
momentului unei forte in raport cu un punct, in Cinematica la calculul vitezei si
acceleratiei In miscarea de rotatie, in Dinamica la calculul momentului cinetic.

2.4.4 Produsul mixt

Cu trei vectori @,b si ¢ se poate forma un produs mixt de forma:
s=(axb)-e (2.41)
avand ca rezultat o marime scalard. Acest produs nu este comutativ, astfel ca
rocada intre doi dintre vectorii produsului modifica semnul rezultatului:

(@xb)-c=—(bxa)-c=—(xb)-a=—(axc)-b etc. (2.42)
Un produs mixt este nul daca cei trei vectori sunt coplanari. Astfel:
(@xb)-c=v-c=0 (2.43)

deoarece v este perpendicular pe planul vectorilor @ si b si deci si pe C.
Produsul mixt mai este nul daca doi dintre vectori sunt coliniari sau paraleli;
considerand, de exemplu, coliniari vectorii @ si ¢ se poate scric ¢ =Aa si,
tinand cont de (2.37), va rezulta:
(@xb)-c=A@xb)-a=-A(@axa)-b=0 (2.44)
Dacd @, bsi C sunt exprimati analitic, produsul mixt se poate pune sub
forma unui determinant:

a, a, a,
s=(axb)-c=|b, b, b, (2.45)
Cy €y €

Rezultatul produsului mixt va fi egal cu valoarea determinantului.
Vom intalni produsul mixt in Statica la calculul momentelor fata de axe
precum si in unele demonstratii.

2.4.5 Produsul vectorial dublu

Cu vectorii @, b si ¢ se poate forma un produs vectorial dublu de forma:

V=ax(bx?) (2.46)
avand ca rezultat un vector. Acest produs mai poate fi pus si sub forma:
v=b(a-c)—c(a-b) (2.47)

Produsul dublu vectorial se utilizeazd in Cinematicd la calculul acceleratiilor
unui solid rigid.



14

2.5 Notiuni de baza in analiza vectoriala

Operatiunile de baza din analiza vectoriald sunt pe de o parte derivarea si
diferentierea marimilor vectoriale, precum si operatiunea inversa — integrarea,
respectiv gasirea functiei vectoriale cand se cunosc derivatele acesteia.

Regulile dupa care se fac aceste operatiuni sunt asemanatoare celor
intdlnite la functiile scalare; sunt necesare unele precizari legate de operatiunile
cu vectori descrise n paragraful precedent.

2.5.1 Derivata si diferentiala unei functii vectoriale

Se considera functia vectoriala v =V(f) avind ca variabild scalara

independentid parametrul f. In marea lor majoritate variatiile mérimilor
vectoriale ale Mecanicii sunt in raport cu timpul astfel ca simbolul considerat
pentru exemplificare nu este ales intamplator.

Daca functia v(f) este continua si netedd pe un interval cuprins intre ¢ si
t + At , derivata vectorului in raport cu ¢ se defineste prin relatia:
. V(e +A)-v(t) _ p AV _dv
At—0 At At—>0 At dt
Prin Av s-a notat variatia finitd a vectorului v corespunzatoare intervalului
respectiv. Daca si functia v' = 17’(2‘) este continua si netedd pe acelasi interval se

(2.48)

defineste asemanator si cea de a doua derivata a vectorului v . Astfel:
L, d o dY
== ( v r) _ -
dt dt
In Mecanica se utilizeaza in general derivate pana la ordinul I1.
Daca parametrul in raport cu care se face derivarea este timpul, atunci se

obisnuieste o marcare specifica a derivatelor:

. dv . d (o dV
y =— V:—(v):—2 (2.50)
dt dt dt
Aceeasi marcare se aplica si derivatelor marimilor scalare, de exemplu s, §, etc.
Presupunand ca functia vectoriala v este dependenta de ¢ printr-o variabila

scalard intermediard, v =v(6) s1 6=0(¢t), derivata in raport cu # urmeaza regula

(2.49)

de la functiile scalare
dv _dvdf _dv 0
dt  do dt  do
Daca vectorul v se raporteaza la un sistem de referinta fix, de exemplu Oxyz, 1n
expresia analitica

2.51)

17:vxz_'+vy;+vzl€ (2.52)

versorii i, j,k sunt constanti si derivare se aplica proiectiilor pe axe:
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rﬂ_dvx ;+dVy = dv,
dt dt dt dt

% dPv - dv, - dPv. -
=it itk
dt dt dt

Cazul in care versorii #, j,k apartin unui sistem de referinta mobil, fiind

(2.53)

prin urmare variabili in timp ca directie, va fi tratat separat in partea de
Cinematica.

Variatia finita Av a vectorului v, corespunzatoare unei variatii Az a
variabilei independente se poate scrie in functie de variatiile proiectiilor:

AV = Av,i+Av, j +Av_k (2.54)

Variatia infinitezimala, respectiv diferentiala vectorului v , corespunzatoare unei
variatii infinitezimale dt, se exprima printr-o relatie asemanatoare:
dv=dv.i+dv,j+dvk (2.55)

Daca vectorul v este o functic de doua variabile scalare independente,
respectiv:

V=V(m,t) = v (m,0)i +v,(m,t) j +v,(m,t)k (2.56)
si sistemul de referinta este fix, se pot calcula derivatele partiale de ordinul I:

ov avx - avy - 8\22 —
= i+ Jj+ k
om Om om om

oV _ vy, ovy J+ v: f

ot ot ot ot

In mod analog se calculeazi si derivatele de ordin superior. Diferentiala totala a

vectorului, corespunzatoare variatiilor infinitezimale dm si dt, are forma:

a5 = am+ % (2.58)
om ot

(2.57)

In acelasi mod se obtin derivatele partiale si diferentiala unui vector functie de
mai multe variabile scalare independente, necesare in Mecanica analitica.

2.5.2 Interpretari geometrice

In sistemul de referintd Oxyz din fig. 2.14 varful vectorului v =v(z) va

descrie o curba (C) in spatiu. Intre momentele ¢ si #+ At variatia AV va uni
varfurile vectorilor corespunzatori celor doud momente, respectiv punctele M si
M,;. La limita, cand At — 0, punctul M; tinde catre M iar dreapta MM, va deveni
tangenta la curba (C) in M. Vectorul derivatei v', definit prin relatia (2.48), va
avea deci directia tangentei la aceasta curbda si sensul in concordanta cu
deplasarea varfului vectorului pe curba. In fig. 2.15 este reprezentata situatia
frecventa in care curba (C) si vectorul v sunt coplanare in planul xOy.
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2.5.3 Reguli de derivare vectoriala

Regulile de derivare in cadrul unor operatiuni cu vectori sunt analoge celor
efectuate cu marimi scalare. In relatiile (2.59) sunt grupate cele mai frecvente
operatiuni de derivare in raport cu variabila ¢ intdlnite in Mecanica.

i(ml?):d—“ & —(za)—d—/Ia P
dt di dt dt
—(a b)—d—a b+ db i(axb)—d—axl;+c_zxﬁ
dt dt dt dt dt

- _ (2.59)
_—__dﬁx—'_ _de y dc
E[(axb)-c]—(—dt b] c+[a dt) c+(axb)- &

i[c_zx(Z;xE)]zd—ax(l;xE)+c_zx @XE +c‘zx(5xd—cj
dt dt dt dt

Regulile de diferentiere sunt analoge acestora, relatiile uzuale obtindndu-se
prin suprimarea termenului dz .

2.5.4 Integrarea functiilor vectoriale

Integrala nedefinita a functiei vectoriale v =v(¢) se exprima prin relatia:
[vat=v+C (2.60)

in care ¥ =V (¢) este functia primitivdi de determinat iar C este o constantd

vectoriala de integrare a carei expresie se calculeaza in functie de conditiile
concrete impuse.
Daca functia v(z) este integrabild pe un interval cuprins intre momentele

t, sit,, integrala definita a acestei functii va fi:

J"zvdtzﬁ(tz)—f(tl) 2.61)

h
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Considerand pentru vectorii v , V si C exprimari analitice corespunzatoare,
integrala nedefinita (2.60) devine:

j(vxz_'+vy}+vzl€) dt = fjvxdt+jjvydt+lgjvzl€ =
=V, i+V,j+V.hk+Cii+C,j+Ck

(2.62)

Rezulta relatiile scalare:
[viat=v.+c,  [var=v,+C,  [vdi=V,+C, (2.63)

In acelasi mod se deduc si relatiile scalare provenite din integrala definitd (2.61):

J';Z det = Vx (tZ)_ Vx (tl)

1

JZZ Vy dt = Vy (t2 )_ Vy (t]) (2.64)

J;tz Vzdt = Vz(lL )_ Vz(tl)

In cazul unei functii vectoriale de doud variabile independente v = v (m,7)

integrarea se poate efectua in raport cu oricare dintre acestea, cealalta
comportandu-se ca o constanta.

ol . _
= [vdm|= | Ay P (2.65)
ot ot
(m) (m)

Operatiunea de derivare in raport cu ¢ este independenta fatd de integrarea in

raport cu variabila m. Relatia aceasta este utila in Dinamica solidului rigid relativ
la teorele generale.

2.5.5 Reguli de integrare vectoriala

Facand abstractie de constantele de integrare, relativ la operatiunile cu
vectori se pot mentiona unele reguli de integrare, dupa cum urmeaza:

[(@+b)dt=[adt+[badt

[Aadi=2[adt  (A=const)

(@ -b)dt=|(ab, +a,b,+ab,)dt (2.66)
[(C-v)dt=C-[vat -
o _ (C =vector constant)
(Cxﬁ)dt:ijidt

o, t, _ t;
Vdt=[vdi+[Vdt (1;<t,<t;)
1 t2

g

Jt

Pentru integrarea unui singur vector relatiile (2.63) si (2.64) “transferd®’
operatiunile la nivelul proiectiilor, fiind valabile regulile generale de integrare ale
mdarimilor scalare.

b
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2.6 Relatii matriceale intre vectori
2.6.1 Generalitati

Din Analiza Matricealda se vor pune in evidentd numai acele aspecte care
sunt strict necesare operatiunilor cu vectori din Mecanica.

Prin definitie, o matrice este un sistem de date, numite elemente, dispuse
intr-un tabel dreptunghiular care are un anumit numar de linii si coloane.

In cadrul prezentei lucrari se introduc cateva conventii de notare si
reprezentare, considerate mai adecvate in context. Astfel, se convine ca o matrice
oarecare ajm,n} sd se simbolizeze prin caractere ingrosate — “bold”. Valorile

dintre acolade, date optional si in aceasta ordine, indica prin m numarul de linii
iar prin » numdrul de coloane al matricei. O matrice la care una dintre
dimensiuni, m sau n, este egala cu 1 se numeste tot vector; corespondenta nefiind,
dupi cum se va vedea, intdmplitoare. In general, elementele matricei se noteazi
prin aceleasi caractere ca §1 matricea, Tnsa neingrosate, insotite de indici de
pozitionare fie in cadrul matricei, fie in sistemul de referinta utilizat.

Pentru reprezentarea detaliatd a configuratiei unei matrice, incadrarea
elementelor acesteia se va face prin paranteze patrate. Determinantul unei
matrice are o configuratie identicd cu aceasta, incadrarea facandu-se insa prin
bare verticale. Pentru cazul frecvent in care m =n =3 se utilizeaza formele:

ayjp iy dys a;; ap dis
a=|a,, a,, 4, (2.67) Det(a) =|a,, a,, a,; (2.68)
Qs dzp ds; as| dzp ds;

Cateva din operatiunile cu matrice sunt reamintite in cele ce urmeaza.
Prin transpunerea unei matrice liniile acesteia devin coloane iar coloanele

devin linii; matricea transpusa se noteaza prin a,{n,m}. La nivel de elemente
a; ; devine a;;.in care i =1...m, j=1...n sunt indici de pozifionare in matrice.

Este evident ca printr-o dubla transpunere se revine la matricea initiala.
Doua matrice se pot insuma daca au aceeasi configuratie. Astfel:
a{m,n}+b{m,n} =c{m,n} (2.69)
Elementele matricei rezultante se obtin prin insumarea elementelor de acelasi
rang ale matricelor care se Tnsumeaza.
a; ;+ bl.’j =¢ (2.70)
Inmultirea a doua matrice este posibild dacd numirul de coloane al celei
dintai este egal cu numarul de linii al celei de a doua.
aim, p}+b{p,n} =c{m,n} (2.71)
Calculul elementelor matricei rezultante se face cu relatia generala:

P
Ci,j = kZ:lai,kbk’j (2.72)
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2.6.2 Expresia matriceala a unui vector

Unei marimi vectoriale dintr-un spatiu tridimensional cartezian i1 se poate
atasa o matrice coloana cu trei elemente care sunt proiectiile vectorului pe axele
de coordonate. Expresia analiticd a unui vector oarecare a a fost data in cap.
2.2.2 prin relatia (2.8), respectiv:

a =axf+ay]+azlz (2.73)
Matricea corespunzatoare acestuia va fi a{3,1} , avand dezvoltarea:
ax
a=|a, (2.74)
a

Transpusa vectorului, notata a,{1,3}, are aceleasi elemente dispuse 1nsa in linie:

ag=[a, a, a,] (2.75)
Este evidenta proprietatea ca dubla transpunere are ca rezultat vectorul dat:
(), =2 (2.76)

Pentru versorul unei directii oarecare din acelasi spatiu proiectiile pe axe
sunt cosinusurile directoare ale acesteia. Pornind de la relatia (2.9), respectiv:

il =cosai+cosf3 j+cosyk (2.77)
expresiile matriceale vor avea formele:
cosa
u=|cosf (2.78) u, =[cosa cosf cosy]| (2.79)
cosy

2.6.3 Operatiuni vectoriale sub forma matriceala

a) insumarea vectorilor concurenti
Plecand de la relatia (2.15) se poate scrie pentru rezultanta:

R=Xi+Yj+Zk=Ya, (2.80)
Forma matriceald concentratd echivalenta:
R =) a; (2.81)
se poate detalia la nivel de elemente prin relatia urmatoare:
X A, +ay, +...| | 2a;
R=\Y |=|a,tay, +..|=| Za (2.82)
Z ap, +a,. +... Y.a;.

Se regasesc expresiile din relatia (2.17).
b) inmultirea unui vector cu un scalar
Cu notatiile din cap.2.4.1 se poate scrie relatia:

b=Aa — b=Aa (2.81)
Aceasta se detaliaza in modul urmator:
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b, a, Aa,
b=1b,|=4|a,|=|4a, (2.82)
b, a, Aa,

¢) produsul scalar
Doud matrice se pot inmulfi intre ele daca numarul de coloane al celei
dintai este egal cu numarul de linii al celei de a doua. In consecinta:

a-b=b-a=s — s=a/{l3}-b{3,1}=b{1,3}-a{3,1} (2.83)
respectiv:
by
s=ab=[a, a, a.]'|b,|=a,b,+a,b,+a.b, (2.84)
b

z

S-a regasit rezultatul dat de relatia (2.31). Se observa ca, desi produsul scalar este
comutativ, inversarea ordinii de Iinmultire a vectorilor este insofitd de
transpunerea acestora.

Inmultind scalar un vector cu el insusi se obtine:

ax
aca=[a, a, a,]|a, :a§+a§+a§=‘cﬂ2 (2.85)
aZ
In cazul unui versor:
cosa

uu=[cosa cosf cosy]-|cosf |= cos’ a +cos? £+ cos’ y=1 (2.86)
cosy

d) produsul vectorial

Pentru efectuarea unui produs vectorial este necesar ca unul dintre vectori

sa fie pus sub forma unei matrice asociata antisimetrica. Notarea acesteia se va
face prin sublinierea simbolului vectorului respectiv:

0 -a, a,
a=| a, 0 -a, (2.87)
—a, a, 0
Produsul vectorial devine in aceasta situatie:
axb=v — a{33}-b{3,1} =v{31} (2.88)
Detaliind, se obtine:
v, 0 -a, a, ||b, a,b,—a.b,
v=ab — v, |=la 0 -a,||b |=|ab,—ab, (2.89)
v, —a, a, O b, a.b, —a,b,

Se regasesc rezultatele din relatia (2.39).
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S-a ardtat in cap.2.4.3 cd produsul vectorial nu este comutativ; proprietatea
se poate verifica si utilizand formele matriceale ale vectorilor.

bxa=-v — b{33}-a{3,1} =-v{3,1} (2.90)
0 —-b, b, ||a, —ayb, +a.b, v,

b-a=| b, 0 -b,||a,|=|—ab,+ab, |=—|v, |=-V (2.91)
—-b, b, 0 a, —a.b, +a,b, v,

Se poate verifica deasemenea ca produsul vectorial al unui vector cu el insusi
este nul.

axa=0 — a-a=(0 (2.92)
e) produsul mixt

Cu notatiile din cap.2.4.4 si tindnd cont de cele de mai sus, produsul mixt
se poate pune sub forma urmatoare:

(@xb)-c=s — s=(ab),c=b {13} -a,{3,3}-¢{3,1} (2.93)
Detaliind se obtine

0 a, -a,||c
s=bacc=[b, b, b.]-|-a, 0 a, ||c, (2.94)
a, —a, O c,
Efectuand calculul conform regulilor de inmultire matriceala se obtine:
s=a.b,c. +bcya, +cab, —cba, —acb, —bac, (2.95)
Se observa ca expresia obtinuta reprezintd dezvoltarea determinantului:
a, a, a,
s=|b. b, b, (2.96)
c, ¢, C

X y z
demonstrandu-se astfel relatia (2.45).
f) produsul vectorial dublu
Pornind de la forma matriceala a produsului vectorial simplu se poate scrie
pentru produsul vectorial dublu relatia:

ax(bxc)=v — a{3,3}-b{33}-¢{3,1}=v{3,1} (2.97)
Dezvoltand expresiile se obtine:
0 -a, a, 0 —b, by ||c v,
abe=| a, 0 -—a,|-| b, 0 =b ||c,|=|v,|=V (2.98)
—-a, a, O -b, b, 0 c, v,

Efectuand inmultirile s1 grupand corespunzdtor termenii se regaseste relatia
matriceala:

v=(a,c)b—(ab)c (2.99)
care demonstreaza valabilitatea relatier vectoriale (2.47), respectiv:
v=>b(a-c)-c(a-b) (2.100)



