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Partea II-a STATICA
3 REDUCEREA SISTEMELOR DE FORTE
3.1 Generalitati asupra fortelor
3.1.1 Efectul mecanic al fortei

Din punctul de vedere al Mecanicii efectul unei
forte se poate evalua prin miscarea sau tendinta de
miscare pe care aceasta o impune. Aplicata unui punct
material ea va determina o translatie dupa directia si in
sensul ei de actiune. Aplicatd unui corp solid rigid, pe
langa translatie, forta va determina si o rotatie in jurul

Fig. 3.1 unui punct sau al unei axe.

Legat de acest aspect trebuie mentionat caracterul de vector alunecator al
fortei. Astfel, o fortd aplicata intr-un punct al unui corp (fig. 3.1) poate fi
deplasatd pe suportul ei intr-un alt punct al corpului, fara ca prin aceasta efectul
asupra corpului sa se modifice.

3.1.2 Definirea analitica a fortei

Pornind de la relatiile generale (2.3), proiectiile unei forte oarecare pe
axele de coordonate ale unui sistem de referinta cartezian sunt:

Fx:‘F‘cosa Fy:‘F‘cosﬂ FZ:‘F‘cosy (3.1)

in care «, [, y sunt unghiurile directoare ale suportului fortei (fig. 2.4). In
conformitate cu rel. (2.6), aceleasi proiectii mai pot fi calculate si cu relatiile:

F, :‘ F‘coswcos@ F, :‘F‘cosy/sinﬁ F, :‘ F‘sint// (3.2)
Unghiurile @ si y au semnificatiile din fig.2.5. Expresia analiticd a fortei este:
F=Fi+F,j+Fk (33)
Daca o forta este coliniara cu un segment de
i dreapta marginit de punctele 4 s1 B (fig.

1 3.2), proiectiile fortei se pot calcula si in
" functie de coordonatele acestora, observand
asemanarea cu proiectiile segmentului 4B:
F. F F,

L=t -2 (34

Xp=Xq4 VBTVYa4 ZBTZ4
Lungimea segmentului 4B in functie de
coordonate este:

AB=J(x = x5)" +(vs—vp) +(z4—25) (3.5)

Fig. 3.2
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3.1.3 Momentul unei forte fata de un punct

Capacitatea fortei de a roti corpul asupra caruia este aplicatd in jurul unui
punct se evalueaza prin momentul fortei fata de punctul respectiv. Momentul se
defineste vectorial prin relatia

My, =7rxF (3.6)
in care 7 = OA reprezintd vectorul de pozitie al punctului de aplicatie al fortei F
in raport cu punctul fatd de care se calculeazd momentul, in cazul de fata O (fig.
3.3). Cu referire la cele aratate anterior referitor la produsul vectorial, pentru
momentul fortei se poate scrie

‘MO‘:‘FHF‘sina:Fb (3.7)

Perpendiculara b = OB dusa din punctul de calcul al momentului pe directia
fortei reprezinta bratul fortei fatd de punctul O.
Directia vectorului M, este _

o Mg
perpendiculard pe planul format de (}
vectorii 7 $1 F iar sensul se stabileste
prin regula surubului drept care, in
cazul de fata corespunde sensului in
care forta tinde sa roteasca corpul.

Cu expresiile analitice ale
vectorilor 1n sistemul de referinta
cartezian, momentul ia forma:

Mo=FxF =(xi+yj+zk)x(Fi+F,j+F.k)=M,i+M,j+M_k (3.8)

careia i1 corespunde determinantul:

Fig. 3.3

i j ok
Mp=|x y z (3.9)
F, F ) F,
Din dezvoltarea acestuia rezulta proiectiile:
M, = yF, -zF)

M, =zF, —xF, (3.10)

A .
MZ — xFy _ny Flg 3.4

Referitor la momentul fortei fatd de un punct se evidentiaza proprietatile:

a) Momentul nu se modifica daca forta aluneca pe suportul ei de actiune
(fig.3.4). Astfel:

M'OszxF:(FA+E)XF=FAXF+EXF=MO (3.11)

“

deoarece AB x F' =0, vectorii fiind coliniari. Se confirma caracterul de vector
alunecator al fortel afirmat mai inainte.



b) Momentul se modificd la schimbarea
punctului fatd de care se face calculul (fig. 3.5):

MO[ :]’_']XF:(F_O_O])XF:

=7FxF -00;xF = (3.12)

= MO — O_O] X F * MO
deoarece produsul OO;xF este in general
diferit de 0; se spune cd momentul unei forte este
un vector legat de punctul de calcul.

¢) momentul este nul dacd =0 sau r
este coliniar cu F ceea ce exprima faptul ci o
forta nu poate roti corpul in jurul punctului ei de

aplicatie sau 1n jurul unui punct aflat pe directia
eil de actiune.

3.1.4 Momentul unei forte fata de o axa

Momentul fatd de o axd exprima
capacitatea forter de a roti corpul in jurul axei
respective. Acest moment se defineste prin
proiectia pe directia axet a vectorului
momentului fortei calculat in raport cu un punct
oarecare de pe axd. Astfel, cu referire la fig.3.6:

My=pryMy=Mg, iiy=(FxF)-u, (3.13)

Spre deosebire de momentul fatd de un
punct, momentul fatd de o axa este, o marime
scalard. In cazul in care forta F si axa sunt
coplanare atunci momentul fatd de aceasta axa
este nul (cap.2.4.4). Concret, daca forta este
coliniara, paralela sau concurentd cu axa, ea nu
va putea roti corpul in jurul acesteia (fig. 3.7).

Trebuie remarcat faptul ca in relatia de
definire analiticd a momentului unei forte fata de
originea O a unui sistem de coordonate cartezian
(fig.3.8), respectiv

Mo=M,i+M,j+M_k, (3.14)

Y sproiectiile pe axe M., M,, M. ale vectorului
M/ N\ . _ M|, reprezinti chiar momentele acestei forte fata
7 de axele de coordonate Ox, Oy si Oz, deoarece

X y punctul O apartine simultan celor trei axe.
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3.1.5 Teorema momentelor

Sistemul de forte concurente aplicat din punctul 4 (fig.3.9) are rezultanta:

—_— —_— —_— —_— n —_—
R=F+F+..+F,=) F, (3.15)
i=1
Se inmulteste aceasta relatie vectorial la stdnga cu vectorul de pozitie » al
punctului 4 fata de un punct O. Se obtine:

n

FXR=FxF, +7xF,+...+7xF :i(FxF-)

JR— J— JR— J— JR— J— JR— J— n JR— J—
Mo(R)=My(F, )+ Mo (Fy)+..+ My (F,)=> M, (F) (3.16)
i=1
Se inmulteste scalar aceasta relatie cu versorul u, al unei axe care trece prin O:

My(R)i, = Mo(F) T, + My(F,) Ty +...+ My(F,) T, = Y [M,(F)7,]
i=l1
Tinand cont de (3.13) relatia devine:

n

MA(E):MA(E)+MA(E)+"°+MA(Fn):ZMA(E) (3.17)

Relatiile  (3.16) si (3.17)
exprimd  feorema  momentelor,
respectiv faptul cd momentul in
raport cu un punct sau o axa al
rezultantei unui sistem de forte
concurente este egal cu suma
momentelor acestor forte fata de
punctul sau axa respectiva.

In practica, aceasti teoremi
permite calcularea cu mai multa
usurintd a momentului unei forte
fatd de un punct sau o axa printr-o
descompunere convenabila a fortei
in componente.

3.1.6 Cuplul de forte

Prin cuplu de forte se intelege un ansamblu
de doua forte paralele, egale si de sens contrar (fig.

3.10). Cuplul, notat (F,—F), are ca efect rotirea
corpului asupra caruia actioneaza in jurul unei axe

oarecare, perpendiculard pe planul format de cele
doua forte.
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PFA(*F) PFA(F)

=

Fig.3.11
Fig.3.12

Se pot pune in evidenta urmatoarele proprietati :
a) Proiectia unui cuplu de forte pe orice axa este nula. Facand, de exemplu,
proiectarea pe directia A (fig. 3.11) rezulta:

prA(F,—F):prA(ﬁ)+prA(—F):F-EA +(—F)-L7A =0 (3.18)
b) Momentul unui cuplu de forte are aceeasi valoare oricare ar fi punctul
de calcul. Cu notatiile din fig. 3.12 se poate scrie:

Mo (F,~F)= My (F)+ M(~F) =y x F +7, x(~F) =
=(7y —7)xF = ABxF (3.19)
| Mo(F~F)| :\FH E\sma = Fd
Se constatd ca momentul cuplului depinde doar de distanta dintre
suporturile fortelor; pozitia punctului O nu intervine in relatia de mai sus, acesta

putand fi oriunde in spatiu. Spre deosebire de momentul unei singure forte,
momentul unui cuplu este un vector liber.

3.2 Reducerea fortelor concurente
3.2.1 Generalitati

In cazul unui sistem de forte avand toate acelasi punct de aplicatie,
operatiunea de reducere consta in gasirea unei singure forte aplicata in punctul
respectiv, echivalenta ca efect sistemului dat. Este evident ca aceasta forta este
tocmai rezultanta sistemului.

Daca sistemul de forte mentionat este aplicat unui punct material, efectul
acestuia va consta in deplasarea punctul pe directia si in sensul de actiune al
rezultantei.

Metodele pentru calculul rezultantei fortelor concurente, atit pe cale
graficd cat si analitica, sunt cele analizate in cap.2 pentru sistemele de vectori
concurenti.
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3.2.2 Calculul grafic

In general procedeele grafice au in prezent o valoare ilustrativa servind cel
mai adesea la stabilirea pe cale geometrica a unor relatii de calcul.

a) Metoda paralelogramului (fig. 3.13) se aplica in cazul a numai doua
forte concurente si, implicit, coplanare. In afara relatiilor generale (2.13) si
(2.14) se mai pot scrie si urmatoarele:

R=F+F, (3.20)

R=+Ff +F# + 2F,Fycosa (3.21)

R Fy F
== (3.22)
smg smy sinf
b) Metoda poligonului (fig. 3.14) se
utilizeazd pentru un numar mai mare de forte,
rezultanta calculandu-se in modul aratat in cap.
2.3. Incazul a n forte concurente,

n
R=F/+Fy+..+F, =) F (323)
i=1

c) Metoda paralelipipedului (fig.3.15) este
echivalenta in spatiu a metodei paralelogramului
si se aplicd in cazul a trei forfe concurente / R
necoplanare. Rezultanta este diagonala care 1,4 /F _— %
uneste punctul de aplicatie al fortelor cu varful
opus in paralelogramul format cu cele trei forte 4 3
drept muchii: !

R=F;+I;+F3 (3.24) Fig. 3.15

3.2.3 Calculul analitic

Rezultanta fortelor concurente se poate evalua analitic particularizand
corespunzator relatiile generale stabilite in cap. 2.2 s1 2.3.
Pornind de la definirea analitica a unei forte oarecare:

F;=Fyi+Fyy j+ Fik (3.25)
se poate scrie pentru rezultanta:
_ no__ n _ _ _ n _ n _ n .
R=YF = (Fyi+Fyj+F.k) :(Zﬂx] i +(ZFl-ij +[Zﬂ-x]k (3.26)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Rezultanta se defineste analitic prin:
R=Xi+Yj+Zk (3.27)
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Pentru proiectiile pe axe ale rezultantei se obtin relatiile:

n n n
X =) Fiy Y= F, Z=) F; (3.28)
i=1 i=1 i=1

Aceste relatii corespund teoremei proiectiilor (rel.2.17) aplicata in cazul fortelor,
respectiv: proiectiile pe axele de coordonate ale rezultantei unui sistem de forte
concurente sunt fiecare egala cu suma proiectiilor pe axa respectiva ale acestor

forte.
3.3 Reducerea sistemelor de forte oarecare.

3.3.1 Reducerea unei forte intr-un punct. Torsor.

Intr-un punct 4 al unui corp (fig. 3.16, a) se aplicd o fortd F . Pentru
evaluarea efectului acestei forfe intr-un punct oarecare O se procedeaza dupa cum

urmeazi. In punctul O se introduc doui forte egale si direct opuse, F si —F , al
caror efect asupra corpului este nul. Forta F din 4 si —F din O alcituiesc un
cuplu al carui efect asupra corpului se masoara, conform cap 3.1.6, prin
momentul M, (fig. 3.16, b). Dupa inlocuirea cuplului prin acest moment, in O

au ramas forfa F si momentul M, (fig. 3.16, c¢). Ansamblul acestor doud

marimi alcituieste forsorul de reducere al fortei F 1in raport cu punctul O.
Torsorul se noteaza

o (F)=(F.77,) s (F){% . (.29
o= X

Fig. 3.16
Se spune ci efectul fortei F aplicatd corpului in 4 se misoari in punctul O

prin torsorul de reducere compus din forta dati F , mutatd din 4 in O, si din
momentul acesteia in raport cu punctul O. Cele doua componente ale torsorului
exprima totodata tendinta de translatare a corpului dupa directia de actiune a
fortei precum si tendinta simultand de a-1 roti in jurul punctului O.

Dacd se schimbd punctul de reducere, de exemplu in O; (fig. 3.17),
procedand 1n acelasi mod ca mai sus, se gaseste un nou torsor, respectiv:



Forta F este evident aceeasi in O si in O; dar
momentul este diferit. Observand ca r, =7 - 00,

]\70 I(F—O_O])XFIFXF—O_O] xF =

e (3.31)

cu exceptia situatiei in care OO; si F ar fi

coliniare sau paralele.
3.3.2 Torsorul unui sistem de forte oarecare

Operatiunea de reducere
descrisd in paragraful precedent
poate fi efectuata pentru fiecare
dintre fortele unui sistem
oarecare (fig. 3.18):

(Fyll
T _ _
)l
T _ _
OV M, =F,xF, (3.32)
_ [F,
z-0(1711) — _ —
n:rann

Dupd reducere, in punctul O
actioneaza doua sisteme de
vectori concurenti. Prin insuma-
rea acestora rezultd torsorul
general de reducere al sistemului de forte dat:

n

R=
z =l (3.33)

M :ZMi :Z(Fz x F})
i=1 i=1

~.

Torsorul va consta din rezultanta R si momentul rezultant M, in raport cu

punctul de reducere.
Intr-un sistem de referintd cartezian cu originea in punctul O elementele
torsorului de reducere se pot calcula distinct:
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R=Xi+Yj+Zk
759 — . — _ (3.34)
Pentru o fortd oarecare F; se poate scrie:
Fo=xi+y;j+zk  F=Fi+Fy,j+F.k (3.35)
Ca si la fortele concurente, proiectiile pe axe ale rezultantei sunt:
n n n
X=YF, Y=YF, Z=YF, (3.36)
i=1 i=1 i=1
Momentul fortei F, fatd de punctul O este:
PGk
M;=ixF=|x; v z;|=Myi+M,;,j+M_k (3.37)
By Fy I

unde proiectiile pe axe ale momentului sunt minorii determinantului prin care se
calculeaza produsul vectorial de definitie. Astfel,

Mix = yiFiz _ZiFiy
Miy :ZiF;'x_xiF;'z (338)
Miz = xiF;’y _yiF;'x
Proiectiile pe axe ale momentului rezultant sunt:
n n n
Mo =Y M, My, =>M, My =>M, (3.39)
i=1 i=1 i=1

3.3.3 Variatia torsorului la schimbarea punctului de reducere. Invarianti.
Daca se repeta operatiunea de

reducere pentru un punct O; (fig. 3.19), se
va gasi torsorul:

AR (3.40)

Fortele sistemului, reduse in punctul O;,

vor avea aceeasi rezultanti R . In calculul
momentului rezultant vor intra 1insa

vectorii de pozitie r; astfel cd acesta va

avea o valoare diferitd de M.
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Observand ca r; =r;— 00 rezulta:
. n - . n . - no_ . - .
Mo =) [(; =001 x F]=) (5 x F;) =001 x Y F; =My -001 xR (3.41)
i=1 i=1 i=1
Egalitatea A, 0, =M, este posibild dacd vectorii 00; si R sunt coliniari,
respectiv atunci cand noul punct de reducere se afld chiar pe directia rezultantei.

Marimile care nu se modifica la schimbarea punctului de reducere se numesc
invarianti ai sistemului de forte. Acestia sunt:

a) Rezultanta R . Ca urmare a modului in care se face reducerea vor fi
invariabile atat directia cat si modulul rezultantei:

[R|=Vx? 477 +2° (3.42)

b) Produsul scalar R -M,, . Apeland la relatia (3.41) se evidentiaza ca,
oricare ar fi punctul Oy,

R-My =R-(Mp —00;xR)=R-My—R-(00;xR)=R-M,, (3.43)
produsul mixt din relatie fiind nul. Dacid R si M, sunt cunoscute prin dezvolta-
rile lor analitice (3.34), produsul scalar mentionat ia forma:

R-My=XMg, +YMy, +ZM,, (3.44)

care este numita si trinomul invariant.

¢) Proiectia My a momentului rezultant M, pe directia rezultantei R .
Se descompune momentul rezultant M, in componentele My pe directia rezul-

tantei s1 M 5, perpendicular pe aceasta (fig. 3.20).

Versorul directiei rezultantei se 7 T
exprima prin relatia: N 0
_ R R
=7 (345) —u b X
_ up O My
Tinand cont de (2.1), proiectia lu1 M, pe _
directia R va fi: Fig.3.20
EE— — R R-M
Mp=pr_-My=My tig =My = =—=2 3.46
R=P RO O “R (0] ‘ R ‘ ‘ R ‘ ( )

Rezultd ca proiectia My, determinatd ca raport al unor invarianti definiti mai
sus, este s1 ea un invariant. Intre componenta M, si proiectia M, exista,

evident, relatia M = M piip .
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3.3.4 Torsor minimal. Axa centrala.

Facand reducerea sistemului
in diferite puncte, torsorul va varia
" prin cea de a doua componenta a sa

— momentul M. Daci se face des-

compunerea din fig. 3.21, respectiv:
My=My+My  (3.47)

se constatd cd componenta M p este

constanta deoarece proiectia sa Mp

este un invariant al sistemului de
forte. In consecinti, variatia
momentului rezultant are loc prin
componenta sa M, perpendiculard

x Fig. 3.21

pe directia rezultantei.
Daci facand reducerea intr-un punct vom gasi M, =0 , atunci momentul
rezultant va avea o valoare minima, respectiv M, =M j . Torsorul de reducere
astfel obtinut poartd numele de torsor minimal.
7 {E (3.48)
" M min M R .

Scalarul momentului minim se calculeaza cu relatia:

R-M, XMy +YMp, +ZM,,

‘ R ‘ \/ X2 +v?+27°
Intr-un punct oarecare P(x,y,z) in care ficand reducerea sistemului de forte

dat se gaseste un torsor minimal, momentul minim se mai poate exprima, in baza
relatiei (3.41) de variatie a torsorului la schimbarea punctului de reducere, prin:

Mmin:MP:MO_O_Px§ (350)

M

(3.49)

min

in care OP =r =xi + yj + zk . Cu exprimarile analitice corespunzatoare aceasta
relatie 1a forma:

i

k

Mpi+Mp, j+Mphk=Mgi+Mg, j+Mok - z (3.51)

~ e
N

X
X
Rezulta proiectiile:

Mp, =M, —(yZ-zY)

Mp, =My, —(z2X = xZ) (3.52)

Mp, =M o, —(xY = yX)
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Momentul minim si rezultanta sunt vectori coliniari. Intre proiectiile pe
axe exista, conform relatiei (2.25), rapoartele de proportionalitate:

MPx :Mpy :MPZ (353)
X Y VA
sau, dupa inlocuire,
MOx—(yZ—ZY)_M@—(M_XZ)_MOZ—(XY—)/X) (3 54)

X Y V4
Aceastd relatie reprezinta ecuatia unei drepte in spatiu avand directia
rezultantei. In consecinta , locul geometric al punctelor din spatiu in care ficand
reducerea unui sistem de forte oarecare se obtine un torsor minimal este o dreapta
numita axa centrala a sistemului respectiv.
In mod practic, luand cate doud rapoartele din relatia (3.54) se obtin
ecuatiile analitice ale unor plane a caror intersectie este tocmai axa centrala.

3.3.5 Cazurile de reducere

Torsorul de reducere al unui sistem de forte
poate furniza informatii despre efectul cumulat al
acestuia asupra corpului pe care il actioneaza. Astfel,
existd o tendinta de translatare a corpului dupa directia
si in sensul de actiune ale rezultantei simultand cu o
tendintd de rotire a corpului in jurul unei axe coliniare
cu momentul rezultant (fig.3.22).

Din analiza torsorului de reducere se poate
determina cel mai simplu sistem de forte, echivalent ca
efect cu sistemul dat. In functie de valorile rezultantei
si momentului rezultant se evidentiaza urmatoarele
cazuri de reducere ale unui sistem de forte:

Cazul I: R =0, M, =0. Sistem de forte aflat in
echilibru; corpul ramane in repaus sau continud o

deplasare rectilinie si uniforma. Toate sistemele aflate
in echilibru sunt echivalente intre ele.

Cazul 2: R =0,M, #0. Sistem echivalent cu
un cuplu de forte (fig.3.23) actionand intr-un plan
perpendicular pe directia momentului rezultant M.
Sistemul are ca efect numai rotirea corpului in jurul
axei coliniare cu M.

Cazul 3: R #0, M, =0. Sistem echivalent cu o

fortd unica, egald cu rezultanta R , actionand chiar in
punctul de reducere (fig.3.24).
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Cazul4: R #0, M o # 0. Se deosebesc situatiile:
a) R-M,=0. In acest caz M, LR si
deci M,,, =0. Torsorul minimal este compus

numai din R . Sistemul este echivalent cu o fortd
unicd, egald cu rezultanta, actionand pe axa
centrald (fig.3.25). Efectul sistemului este de
translatare a corpului in lungul axei centrale.

b) R-M,#0. Sistemul este echivalent

cu un torsor minimal compus dintr-o forta egala
cu R, actionand pe axa centrald si un cuplu de

forte de moment M actionand intr-un plan

min °
> perpendicular pe axa centrala (fig. 3.26). Efectul
sistemului constd dintr-o translatare a corpului
dupa directia axei centrale si dintr-o rotire
simultanda a acestuia, analog unei miscari
elicoidale.

De remarcat cd situatia descrisd pentru
cazul 3 este o particularizare a cazului 4, a), axa

centrald trecand chiar prin punctul de reducere.

Problema 3.1: Se da un sistem de forte
AZ I _aplicat unui paralelipiped avand trei muchii
2 : G suprapuse axelor de coordonate ca in fig.3.27.
: Date:  OA=3a,0OB=4a,OC=15a,

e 7i|-2r

! Fy|=5P,|F;|=~/34P,
; ‘]\7 ‘ =6 Pa (momentul unui cuplu).
E f’ Ca”—ute _TO(EaﬂO)si TD(ESMD);
F, A 0 ] B — echivalenta sistemului;
T - — axa centrala;
— reprezentarea grafica a elementelor
X % D de reducere.
Fig.3.27

Rezolvare: Forta F, are proiectie numai pe axa Oz. Proiectiile fortelor F, si F
se gasesc utilizand relatia (3.4) dupa cum urmeaza:

‘E‘ _ Py _ Fay _ 1 N 5P: £y _ Fay _ Fay

CE Xxp—Xxc Ygp—Yc Zgp—2c 5a 3a-0 4a-0 0-0

‘F3‘ _ B I3y _ b N V34pP _ s I3y _ 5,

DG xg-xp Yo—Yp Zg—2Zp J34a 0-3a 4a-4a S5a—-0
Momentele fortelor fatd de punctul O se calculeaza cu relatia (3.9).

V4
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i J Kk i ]k
M,=0AxF,=|3a 0 0 |; M,=0CxF,=|0 0 35al;
0 0 2P 3P 4P 0

i ]k

M3:O_D><173: 3a 4a 0

~3P 0 5P

Proiectiile fortelor si momentelor pe axele de coordonate, calculate cu
aceste relatii, sunt concentrate in tabelul 3.1.

Tabelul 3.1
F, F, F. M, M, M,
F, 0 0 2P 0 —6PA 0
F, | 3P | 4P 0 | —20Pa | 15Pa 0
F; | =3P 0 5P 20Pa —15Pa | 12Pa
M - - - 0 0 —6Pa
)y 0 4P 7P 0 —6Pa 6Pa
Ultima linie, obfinutd prin Tnsumarea
coloanelor, contine tocmai proiectiile pe axe N
ale rezultantei si momentului rezultant in A

urma reducerii in punctul O.
R =4Pj+7Pk
TO{]WO =—6Paj+6Pak
Modulul rezultantei, dat de rel.(3.42),
are valoarea ‘ R ‘ =/65P . Pentru torsorul de

reducere in punctul D se calculeaza numai

momentul rezultant pornind de la M, in X D Mp,
baza rel.(3.41). Se obtine astfel: Fig.3.28
i j Kk
Mp=My—-ODxR =-6Paj+6Pak—|3a 4a 0 |=
0 4P 7P

= —28Pai +15Pa j—6Pak

Componentele torsorului din punctul O si ale celui din punctul D sunt
reprezentate n fig.3.28. Trinomul invariant al sistemului, definit prin rel.(3.44),

are valoarea R-M, =18P°a#0. Deoarece R #0,M,#0 si R-My#0 ne
aflam in cazul de reducere 4 b) analizat mai Tnainte. Sistemul dat este echivalent
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in consecintd cu un torsor minimal compus dintr-o forta egald cu rezultanta
sistemului actionand pe axa centrald si dintr-un cuplu de moment minim.
Axa centrala se obtine facand inlocuirile in ecuatia generala (3.54):
0—(7Py—4Pz) —6Pa—(0-7Px) 6Pa—(4Px—0)
0 4P 7P
Rezulta imediat:

z Axa 66
centrala 7y—4z=0 x:5aza

Momentul minim are valoarea:
_R-M, I8Pa
"R Jesp
Axa centrala este o dreapta avand aceeasi
directie cu rezultanta, situata intr-un plan paralel
cu yOz. In fig.3.29 s-a reprezentat torsorul

minimal care se obtine facand reducerea intr-un
punct al acesteia.

M =2.23Pa

<V

3.4 Reducerea sistemelor particulare de forte

In afara sistemelor de forte concurente, a ciror reducere a fost studiata
separat in cap.3.2, prezintd o importantd deosebitd fortele coplanare si fortele
paralele.

3.4.1 Reducerea fortelor coplanare

Pornind de la forma generala a torsorului
de reducere al unui sistem de forte oarecare in
raport cu un punct O, respectiv:

_ n
R =
o] ) (3.55)
Mo=Y M, =Y \7xF)

L i=1 i=1

se considera pentru simplificare ca toate fortele
sistemului sunt coplanare in xOy (fig.3.30). In
Fig.3.30 acest caz, pentru o fortd oarecare Fl a sistemului

R=xi+y (z=0) F=Fyi+F,j (F,=0) (3.56)

Proiectiile pe axe ale rezultantei vor fi:

~.

n n n
X=X F,#0 Y=Y F,#0 Z=)F,_=0 (3.57)
i=1 i=1 i=1
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Momentul fortei F; fatd de punctul O este:

i j k
Mi:MO(E):FiXE: xio oy 0 :(xiﬂy_)’iﬂx)l;:MizE (3.58)
Fy F, 0

Observand ca M, =M;, =0, proiectiile pe axe ale momentului rezultant sunt:

n n n
Mo, =D M =0 My, => M, =0 My => M, #0 (3.59)
i=I i=1 i=1
Sintetizand, torsorul de reducere al fortelor coplanare va fi:
R=Xi+Yj (Z=0)
Toy — _
Mo=Mp.k (Mo, =M, =0)
Rezultanta sistemului este si ea coplanara cu fortele ce il compun, in timp
ce momentul rezultant este perpendicular pe planul acestora. Efectul sistemului
va consta dintr-o tendinta de translatare in plan a corpului, simultana cu o rotatie

in jurul unei axe perpendiculare pe plan.
Referitor la invariantii sistemului se observa ca

(3.60)

_R-H,
|R]
In consecinta, sistemul de forte coplanare nu va putea fi echivalat cu un torsor

minimal. Facand inlocuirile corespunzatoare in ecuatia (3.54) a axei centrale,
respectiv

R#0 R-My=XMqo +YMy, +ZMy, =0 M, =0 (3.61)

¥ —zX Mg, —(xY —yX)
X v 0

(3.62)

se obtine
iy T Mo
X X
Aceste relatit demonstreaza cd axa centrald este si ea coplanarda cu fortele
sistemului.
Referitor la cazurile de reducere analizate in cap.3.4.5, echivalenta valabila

in cazul fortelor coplanare este:
Cazul 1 : R =0, ]\70 =( — echilibru;

Cazul 2: R=0, M, #0 — cuplu de forte actionand in planul sistemului

(3.63)

sau paralel cu acesta;

Cazul 3: R#0, M, =0 — fortd unicd, egald cu rezultanta, actionand in
punctul O;

Cazul 4: R#0, M, #0 — fortd unicd, egald cu rezultanta, actiondnd pe
axa centrala.
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Problema 3.2: Se da un sistem de forte

A Dy z aplicat unui dreptunghi avand laturile
B O : suprapuse axelor de coordonate ca in fig.3.31.
N ET Y = Date: OA=2a, OB=0C =a,
F2 \i\\ 3 F4 _ _ _ —
/ | Fy|=2P.| F,|=/5P,|F;|=2P,|F)|=P,
- = >
O F, C A X ‘ M ‘ =4Pa
Fig.3.31 Cerute: —7,(R,M)
Tabelul 3.2 — echivalenta sistemului;
— axa centrala;
£ Fy M, — reprezentarea grafica a
F, 2P 0 0 elementelor de reducere.

Rezolvare:  Fortele sistemului au proiectii

F, —P 2p —2Pa numai pe axele Ox si Oy iar momente numai

F; p P Pa fata de axa Oz. Proiectiile sunt grupate in
— tabelul 3.2. Proiectiile pe axe ale rezultantei
Fy 0 —P | —2Pa si momentului rezultant se gisesc prin
i ] ] 4Py insumarea coloanelor tabelului. Torsorul de

reducere in punctul O va avea in consecinta
2P | 2P Pa componentele:
R=2Pi+2P] M, =Pak

Atat rezultanta cat si momentul rezultant sunt
diferite de 0 astfel ca sistemul de forte dat se
incadreaza in cazul 4 de reducere, respectiv
este echivalent cu o fortd unica actionand pe
axa centrala. Ecuatia acesteia se obtine facand

v

M 9 tnlocuirile in rel.(3.63):
0 ..«
4 2
Rezultatele reducerii sunt puse in evidenta in

Fig.3.32 fig.3.32

3.4.2 Reducerea fortelor paralele

Pornind de la forma generald a torsorului de reducere in O, respectiv:
R=YF
oy ) (3.64)
Mo=>M, =% (7 xF)
i=1 i=1

eS|

toate relatiile stabilite in cap.3.3 1isi pastreaza valabilitatea si in cazul fortelor
paralele cu o directie data.
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Particularitatile reducerii in acest caz sunt mai usor de evidentiat daca
directiei generale a fortelor i se atageaza un versor u (fig.3.33). Pentru o forta
oarecare din sistem se poate scrie

F.=Fu (3.65)
in care F; reprezintd proiectia fortei pe directia comund. Rezultanta are forma:
E:iﬁzﬁﬂaz(ﬁﬂjﬁzm (3.66)
in care s-a notat proiectiei:;ezult;_ritei pe di;_elc‘;ia fortelor sistemului:
R=3F (3.67) /

i=1
Pentru momentul rezultant se poate scrie:
J— n —
M, = Z; (”z‘ x F; ) =
=

n

2.7 < F 1) =

) ) (3.68)
=z(F,-f,-><a)=(2E ﬁ)xﬁ
i=1 i=1

Recapituland, torsorul are forma finala:

7, - (3.69)
Mo =(ZFZ- fijxﬁ Fig.3.33
Aceste relatii indica faptul ca rezultanta are aceeasi directie cu fortele date, in

timp ce momentul rezultant este perpendicular pe aceasta.
Invariantii sistemului de forte paralele sunt:

— R-M o _
|R|
Rezulta ca si sistemul fortelor paralele nu poate fi echivalent cu un torsor

minimal. Echivalentele posibile, evidentiate de cazurile de reducere sunt:

Cazul 1 : R =0, ]\70 =( — echilibru;

R#0 R-My=R-[YF7)xul=0 M 0 (3.70)

min

Cazul 2: R=0, M, #0 — cuplu de forte;
Cazul 3: R #0, M, =0 — forta unici, egala cu rezultanta, in punctul O;
Cazul 4 : R #0, M, # 0 — fora unicd, egald cu rezultanta, actionand pe

axa centrala.
Referitor la axa centrala trebuie pusa in evidenta o particularitate deosebit

de importanta. Se expliciteaza in cele ce urmeaza vectorul de pozitie r = OP al
unui punct oarecare P apartinand axei centrale (fig.3.34). Pe baza formulei de
variatie a torsorului se poate scrie:

Mp=M,—-OPxR=0 (3.71)



u referire la (3.68) se prelucreaza relatia astfel
obtinuta:
(CF 7 )it — 7 xRt =(X F, 72 )xit — RF xii =
=X F7)-RF]xia =0
Un produs vectorial este nul in cazul in care vectorii
inmulfiti sunt coliniari; pe de altd parte, intre

vectorii coliniari existd o relatie de forma (2.23). In
consecinta:

(3.72)

(X F7)-Rr = Au (3.73)
A fiind un scalar oarecare. Rezulta imediat:
i —%asz—P_csz+c_P (3.74)

Se pune in evidenta astfel existenta unui punct C pe axa centrald a sistemului de
forte paralele, punct a carui pozitie:

n n
e :lZF}fi (incareR:ZFi] (3.75)
R i=1 i=1
nu depinde de directia fortelor ci numai de marimile lor F; si de pozitiile #; ale
punctelor lor de aplicatie. Acest punct remarcabil este numit centrul fortelor
paralele si are urmatoarele proprietati:

1) Daca toate fortele sistemului isi schimba directia (nu si marimea sau
punctul de aplicatie), noua axa centrald a sistemului va trece prin acelasi punct C;
proprietatea este evidenta prin aceea ca in rel.(3.74) nu apare versorul U ;

2) Amplificand toate fortele sistemului cu un factor oarecare k, pozitia

centrului fortelor paralele nu se modificd. Facand schimbarea F; <—kF; rezulta:
SF)E _kLFR _XET,

S(kF) kXF  XF

3) Pozitia centrului fortelor paralele nu depinde de originea sistemului de
referintad considerat. Astfel, schimband originea din O in O, pentru vectorii de

=7 (3.76)

pozitie ai punctelor de aplicatie ale fortelor devin 7; <— 7 — OO si1n consecinta:

>F(-001)_SFF, ZF
R R
Vectorul 7. s-a modificat cu acelasi vector 00 ; ca s1 vectorii de pozitie 7;, ceea

—~ 001 =L =7. - 00, (3.77)

ce indica faptul ca pozitia relativd a centrului fortelor paralele in raport cu
punctul de aplicatie al fortelor a ramas aceeasi.
Considerand pentru vectorii de pozitie din relatia (3.75) definirile analitice:

fo = xcl+yC]+zCk r—x1+yl]+zk (3.78)
rezultd coordonatele centrului fortelor paralele:

1 n 1 n |
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Problema 3.3: Sa se faca
reducerea sistemului de forte
paralele cu directia Oz din
fig.3.35 ale caror puncte de
aplicatie se afla pe o grila

2P
G

Ejé
echidistantd situatd in planul A _______ L P
Oxy. - P 1) D
T % I B
Date: a (echidistanta);
P (forta unitarad). Fig.3.35

Cerute: — R, M ;

— coordonatele centrului fortelor paralele, ecuatia axei centrale;

— reprezentarea graficd a elementelor de reducere.
Rezolvare: In tabelul 3.3 sunt date proiectiile pe axa Oz ale fortelor si
momentele lor fatd de axele Ox si Oy. In plus, sunt date si elementele necesare
calcularii pozitiei centrului fortelor paralele.

Tabelul 3.3

Xi i | £ M;, M;, Fix; Fy;
A 2a 0 | -P 0 2Pa —2Pa 0
B 2a | 2a P 2Pa —2Pa 2Pa 2Pa
D a 3a | 3P 9Pa —3Pa 3pa 9Pa
E 0 3a | —P | —3Pa 0 0 —3Pa
G 0 a 2P 2Pa 0 0 2Pa
X - - 4P 10Pa —3pa 3Pa 10Pa

Cu rezultatele din linia de Tnsumare se poate exprima torsorul de reducere :

R =4Pk
Toy — _ -
My =10Pai —3Paj
Ecuatia generala (3.54) z

a axel centrale, aplicatda in

acest caz, conduce la
4y—10a=0 4x—3a=0

axa centrala

|

3 . § R
reprezentand ecuatiile a doud ~
plane a cdror intersectie este % y/
axacautata. = 0000 ZF freeeepteeoooe

Pentru centrul fortelor ] C

paralele se fac inlocuirile in
rel.(3.79).

Fig.3.36

xczga:0,75a yC=170a:2,5a ze =0

Elementele de reducere sunt reprezentate in fig.3.36.
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3.4.3 Reducerea fortelor distribuite

Sistemele analizate in capitolele precedente au fost compuse din forfe
concurente avand fiecare cate un punct de aplicatie. Spre deosebire de acestea,
fortele distribuite actioneaza continuu in lungul unei linii sau pe o suprafata.
Unitatile de misura pentru fortele distribuite sunt N/m si respectiv N/m?. In cele
mai frecvente situatii fortele distribuite sunt paralele si au acelasi sens. De obicei
ele se reprezintd grafic printr-un sir de sageti paralele iar continuitatea de actiune
se marcheaza prin unirea extremitatilor acestora printr-o curba sau o suprafata
care caracterizeazd legea de distribufie a acestor forte. Pentru notarea fortelor
distribuite se utilizeaza de obicei litere mici.

Dupa cum s-a aratat in capitolul precedent, fortele paralele se reduc in
cazul cel mai general la o rezultantd avand directia acestor forte, coliniard cu axa
centrald. Pentru simplificarea tratdrii se considera ca fortele distribuite sunt
perpendiculare pe linia sau pe suprafata asupra careia sunt aplicate, alte cazuri
putandu-se rezolva in mod analog.

Reducerea fortelor distribuite constd in calculul marimii rezultantei si in
determinarea pozitiei axei centrale; sensul rezultantei este evident cel al fortelor
distribuite. Relatiile stabilite in capitolul anterior pentru cazul fortelor
concentrate se modifica in cazul fortelor distribuite continuu prin transformarea
sumelor 1n integrale pe domeniul (D) de actiune al acestora, fie acesta linie sau
suprafata. Pentru rezultanta, notata prin Q, relatia (3.67) va deveni:

0= [do (3.80)
(D)
unde dQ corespunde unei portiuni elementare din domeniul de aplicare.

Pentru pozitia axei centrale se porneste de la coordonatele centrului C al
fortelor paralele (rel.3.79) care in acest caz devin:

1 I i
Xc=— |xdQ Vve=— | ydQO zp=— |zdQ (3.81)
) Q(zjn ) Q(zjn ) Q<1£>

Relatiile generale se detaliaza in functie de situatia concreta de distribuire.
a) Forte distribuite in lungul unei bare rectilinii (f1g.3.37).
) () Variatia fortei distribuite este de
dx 0 v~ forma ¢ =gq(x), domeniul de actiune

—l
<=
]

fiind segmentul de lungime /. Pe o
lungime elementard dx va actiona
N oC dQ =qdx. In reprezentarea grafica se

dQ

Yy Yy X_ observd ca dQ corespunde unei arii
0 X ~ elementare din diagrama de
I—xC’ reprezentare a fortei distribuite; prin

urmare rezultanta QO va fi echivalenta
< cu intrega arie a acestei diagrame.

\

\i

Fig.3.37
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! 1 1
Q:J)dQ:qudx xczé(g)xdq =§I0qux (3.82)

Anticipand cele ce vor fi studiate 1n cap.4 se poate face o remarca, utild in
aplicatiile practice: rezultanta fortelor distribuite perpendicular pe o bara
rectilinie este numeric egala cu aria diagramei de reprezentare §i trece prin
centrul de masa al acestei diagrame.

Exemplu: Fie distributia trapezoidala din fig.3.38 in care la extremitdtile

segmentului AB =1 forta distribuitd are valorile g, si q; . In ecuatia generali a

unei drepte care trece prin doud puncte de coordonate (x;,y;) st (x,,y,), scrisa
sub forma unui detrminant, se fac inlocuirile corespunzatoare:

x y 1| |x qg 1 0
x v 1=[0 g, 1]=0 (383 YA
X, vy 1) |1 g 1 C 7
si, prin dezvoltarea acestui determinant, 9¢ l Y X
rezulta legea de variatie a fortei distribuite: O >
X .
X q >
q=q9+—(q;—9) (3.84) ]
[ < - =
Efectuand calculele se obtine: Fig.3.38
1 q,+2q
=—(q,+4q,)! xp=—0——H ] 3.85
Q=2 +q,) TP (3.85)
H 0 =ql 0 =ql/?2
q
d |
12 231 .
< [ > < [ -
a) Fig.3.39 b)

In cazul frecvent al unei distributii constante, g, = ¢, = ¢ (fig. 3.39, a),
se gasesc valorile evidente:

Q=ql xc=1/2 (3.86)
Pentru o distributie triunghiulara (fig. 3.39, b),incare ¢y = 0 st q; = ¢,
Q=ql/2  x,=21/3 (3.87)

b) Forte distribuite pe o suprafata plana (fig. 3.40).
Variatia acestora are forma ¢ =g(x,y) . Pentru o arie elementara dA forta

elementara va fi dQ=qdA=qdxdy $iin consecinta se obtin relatiile:
1 1 1 1
Q= [dO= [qdA xc:éjde:_qudA yczéjdez—qudA

(4) (4) (4) (4) (4) (4)
(3.88)
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I q(x.y)
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"/y_dv
v,
> NdA
Fig.3.41

Ca si in cazul precedent, in reprezentarea grafica din fig.3.41 se observa ca
dQ corespunde unui volum elementar din domeniul tridimensional de
reprezentare si deci rezultanta Q va fi echivalenta intregului volum.

Si in acest caz se poate formula observatia: rezultanta fortelor distribuite
perpendicular pe o suprafata plana este numeric egala cu volumul domeniului de
reprezentare §i trece prin centrul de masa al acestuia.

z N\ I

Exemplu: Placa dreptunghiulara

0 pland din fig. 3.42 este actionata de o
—— fortd distribuitd sub forma unei prisme
marginita superior de un plan oblic. Se
q0 g>  cunosc lungimile /; si [, precum si
o valorile ¢q,, g;, g, 1n punctele extreme.
qi I‘lg l; ' ; Legea de wvariatie a fortei
| C \l\l\l\ﬁ/ distribuite se poate deduce din ecuatia
/ vyvivy generala a unui plan care trece prin trei
X Fig.3.42 puncte in care se Tinlocuiesc coor-
o donatele cu valorile date.
x vy z 1 x y q 1
1 0 0 1
Xp Yr Zp _ 90 — 0 (3.89)
X, ¥y oz | li 0 q; 1
x3 vz zz 1 0 I, g, I
Rezulta distributia
X
9=90+ (4 —qo)+ll(q2 ~4qp) (3.90)
1 2
Se inlocuieste g in relatiile (3.88) si dupa efectuarea calculelor rezulta:
1 44, +34, -4, 44, +39,~ 4,
O=—=1l,(q,+q,)  xc= = (3.91)
2 e ‘ 6(q,+9) c 6(q;,+9>)

Prin particularizarea valorilor extreme se pot gasi relatiile de calcul in
diferite situatii. Astfel, se verifica usor ca pentru o distributie uniforma, la care

490 =9; =4, = ¢, se obtin rezultatele previzibile:
O=l,q xc=0/2  yc=1/2 (3.92)
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4. CENTRE DE MASA
4.1 Generalitati

Fortele gravitationale reprezintd cazul clasic de forte paralele. In
conformitate cu cele aratate in capitolul anterior, aceste forte pot fi reduse la o
rezultantd aplicata in centrul fortelor paralele care in acest caz devine centrul de
greutate.

Pentru un singur punct material (fig.4.1) vectorul greutatii este definit prin

G =mg 4.1)
in care m este masa punctului si g vectorul acceleratiei gravitationale,
avand directia verticalda si sensul catre pamant. La nivel scalar se poate
scrie G = mg, vectorii fiind coliniari, cu directii si sensuri constante. La
nivelul suprafetei terestre acceleratia gravitationald este relativ constanta,

fiind dependenti de latitudinea geografici. Ea variazi intre g = 9,781 m/s?
la ecuator sig=9,831 m/s* =~ 9,81 m/s”.

=\ A

Fig.4.1 Fig.4.2
4.2 Centrul de masa al unui sistem de puncte materiale

Pentru sistemul de forte paralele din fig.4.2, alcatuit din greutatile
punctelor, rezultanta (greutatea totald) este

G=G+G, +..+G,=>.G; 4.2)
i=1
care se mai poate scrie
n n n
G=Zml-g=(2mi]g=mg 4.3) m= m; 4.4)
i=1 i=l1 i=l

S-a notat prin m masa totala a sistemului. Pornind de la pozitia centrului fortelor
paralele 1n cazul general (rel.3.72), pozitia centrului de greutate al sistemului este
data de relatia:
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n
2G;n o,

e == =E§Gi;§ (4.5)
C

i=1
Prelucrand aceasta relatie se obtine

n n
2m;gr 2 mk; "
o=t ——=5—=—3%m7, (4.6)
>m; g 2. m, i
i=1 i=1
Se constata ca pozitia centrului de greutate depinde numai de masele punctelor si
de pozitiile lor relative (s-a ardtat mai inainte ca pozitia centrului fortelor paralele
nu depinde de sistemul de referintd considerat). Din acest motiv in mod curent
centrul de greutate este numit centru de masa.
Intr-un sistem de referintd cartezian coordonatele centrului de masa sunt
date de relatiile

1z 1z 1z
Xo =— D mX; Yo =—2my; Ze =— 2. m;z 4.7)
m =1 m =1 m =]

Produsul dintre masa unui punct material si distanta sa la un plan oarecare

poarta numele de moment static al punctului fata de planul respectiv. Relatiile
mic =2 ml;  MXg =2 MY,  Myc=2my; Mic=2.mz (4.8)

pun in evidentd feorema momentelor statice care se enuntd: momentul static al
unui sistem de puncte materiale (SPM) fata de orice plan este echivalent cu
momentul static fata de acelasi plan al unui singur punct material avand masa
totala a sistemului i pozitia centrului de masa a acestuia. Relatiile (4.8) sunt
utile intr-o serie de demonstratii. Aceleasi relatii pun in evidentd si urmatoarele
aspecte:

— dacd momentul static al unui SPM fatd de un plan este nul, atunci centrul
de masa al acestuia se afla in acest plan; astfel, daca Zm;x; =0 atunci x- =0 si

Ce(x0y);

— daca momentele statice ale unui SPM fatd de doua plane concurente sunt
nule, atunci centrul sau de masd se afla pe dreapta de intersectie a planelor;
pentru Xm;x; =Xm;y; =0 rezultd xo =y =0 sideci Ce(0z);

— dacd momentele statice ale unui SPM fata de trei plane concurente sunt
nule, atunci centrul de masa al acestuia se afla in punctul de intersectie al
planelor; pentru 2m;x; =Xm;y;, =Xm;z; =0 rezultd xo=y.=z,=0 s1 deci
C=0.

Observatiile de mai sus sunt s1 mai evidente in cazul existentei unor
simetrii. Daca un sistem de puncte materiale are un punct, o axa sau un plan de
simetrie, atunci centrul sau de masa se va gasi in acel punct, pe acea axa sau in
acel plan.
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4.3 Centrul de masa al unui corp solid rigid

Fortele de greutate sunt distribuite in
tot domeniul (D) ocupat de corp. Astfel, Z/
considerand greutatea elementard dG =g dm

se obtine greutatea totala

G= [dG=g [dm=mg (4.9)

(D) (m)
in care masa corpului este
m=[dm (4.10) 0
(m)

Pe baza relatiei (4.6), centrul de masa  x

va avea pozitia:

IF dm
m 1 ¢_
e ="—== [Fdm 4.11)
j dm m .,
(m)
Coordonatele centrului de masa sunt
1 1 1
Xc=— dem Vo =— J-ydm Zo=— Izdm (4.12)
M () M () M ()

Ca si in cazul sistemului de puncte materiale aceste relatii pot fi puse sub forma:

mrg = dem mxe = dem myc = Jydm mzey = szm (4.13)
(m) (m) (m) (m)

Integralele din partea dreapta reprezintda momentele statice ale corpului fata de

planele de coordonate. Teorema momentelor statice enunfata anterior pentru un

sistem de puncte materiale capata formularea: momentul static al unui corp fata

de orice plan este echivalent cu momentul static fata de planul respectiv al unui

punct material avand masa corpului §i pozitia centrului de masa al acestuia.

4.4 Corpuri omogene.
4.4.1 Densitatea

In general, pentru un corp oarecare de volum ¥ si masa m se defineste
densitatea medie p,, ., =m/V reprezentind masa unitatii de volum. Pentru un
volum elementar d) avand masa dm este definita densitatea locala p=dm/dV .

La corpurile neomogene densitatea locala variaza de la un punct la altul,
p=p(x,y,z); in cazul cel mai frecvent, cel al corpurilor omogene, densitatea

are aceeasi valoare in orice punct al corpului, respectiv p = const.



48

dv

7

- Pt /\
a) b) ¢)

Fig. 4.4
Pentru modelele de corpuri omogene tratate in Mecanica se pot utiliza
forme particulare ale densitatii adecvate acestora, dupa cum urmeaza:
- bare (fig. 4.4, a) - densitatea liniara (kg/m):

0 =dm/ds (4.14)

- placi (fig. 4.4, b) - densitatea superficiald (kg/m?):
P =dmjdA (4.15)

- volume (fig. 4.4, c) - densitatea volumica (kg /m’):
Py =p=dm/dV (4.16)

4.4.2 Pozitia centrului de masa.

Plecand de la relatiile generale (4.11) se pot face particularizari pentru
fiecare din modelele de corpuri, dupa cum urmeaza:

a) Bare (p; =const.,dm= p; ds)
m= Jdm: jplds:pl_fds:pll

m O 0
(4.17)

In relatiile de mai sus se remarca simplificarea densitatii liniare p; . Pentru
calculul lungimii si coordonatelor centrului de masa rezulta relatiile generale:
I= [ds

()

xczéjxds yczéj.yds zczéjzds
) ) )
b) Placi (p 4 =const.,dm = p 4 dA) . Procedand analog, se obtine:

(4.18)

_ 1 _
m=pyA  Fe=— [Fdd (4.19)
A
(4)
iar pentru coordonate:
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(4= [aa

(4)
) (4.20)

1 1 1
xC:ZdeA yC:ZJ-ydA ZC:ZIsz
\ (4) (4) (4)

¢) Volume (p, =const..dm=p, dV). Se obtine:

_ 1
m=pV  Fe=— [FdV (4.21)
v )
si, in continuare:

V= jdV
)

xczijde yczijde zczijde
L v () v () v )

Din examinarea grupurilor de relatii de mai sus rezulta cateva observatii
importante:

— pozitia centrului de masa al unui corp nu depinde de materialul din care
este confectionat ci numai de forma acestuia (ca urmare a simplificarii densitatii);
corpuri identice dar din materiale diferite au centrul de masa in aceeasi pozitie;

— pozitia centrului de masa in raport cu corpul nu depinde de sistemul de
referintd (urmare a proprietatilor centrului fortelor paralele, evidentiate anterior);

— dacd un corp are un punct, o axa sau un plan de simetrie, centrul sau de
masa se va gasi in acel punct, pe acea axa sau in acel plan (pe domenii simetrice
integralele sunt nule).

Dacd in calculele efective se alege un segment elementar ds, o arie
elementard d4 sau un volum elementar dV de o anumita configuratie, variabilele
x,y,z de sub integralele de calcul ale coordonatelor centrului de masa se vor
referi la pozitia centrului de masa al figurii elementare respective. Precizarea este
necesara in special atunci cand corpurile studiate sunt descrise prin ecuatii in
coordonate carteziene.

(4.22)

4.4.3 Corpuri definite analitic.

O serie de corpuri omogene pot fi descrise total sau partial prin ecuatiile
matematice ale unor curbe sau, dupa caz, suprafete.

Principalele situatii de definiri matematice sunt urmatoarele:

— linia mediana a unei bare, printr-o curba plana sau in spatiu;

— conturul unei placi plane, prin curbe coplanare cu ea;

— suprafata mediana a unei placi si curbele prin care ea este delimitata;

— invelisul unui volum, prin suprafete plane sau in spatiu.

In cele ce urmeaza se trateaza citeva situatii mai importante la care se pot
obtine relativ usor solutii analitice.
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4.4.4 Curbe plane

Pentru simplificare se considera un arc de curba 4B (fig. 4.5) continut intr-
un plan yOx. Relatiile generale pentru calculul lungimii arcului si al pozitiei
centrului sau de masa sunt:

[= jds xczéjxds yczéjyds (4.23)

0 ) 0
Pentru arcul elementar ds din fig. 4.6, legdtura dintre coordonatele x s1 y
ale centrului sau de masa este facutda de relatia prin care este datd curba
respectiva. Lungimea arcului elementar se poate defini prin

ds = (dx ) + (dv) (4.24)
relatie care poate lua diferite forme in functie de modul de reprezentare al curbei.
} YN dx
A [
/_\ N
0 B N dy
A Clxc, yc)
y
> - >
O . 0 T
Fig. 4.5 Fig. 4.6

Pentru o curba plana relatia matematica de definitie poate avea mai multe
moduri de reprezentare, relatiile (4.23) luand forme specifice.

a) Reprezentarea parametrica. Considerand un parametru independent z, o
curba oarecare este data prin relatii de forma

x=x(1)  y=y@) (4.25)
Arcul de curba elementar se poate scrie
dx Y dy g \/
ds=dt || —| +| = | =) +(")’ dt 4.26
s &) (2] oo 420

Pentru un arc limitat de punctele A(¢;) si B(¢,) relatiile (4.23) iau forma

1=y s oy

1" 1"
se= [ @ 10 d e =3[ ey - o) dr
Exemplu: Arcul de cicloida OAB din fig. 4.7 este definit prin ecuatiile

parametrice:

(4.27)

x=R(0—smnb) y=R(I—cos0) (4.28)
in care R este raza rotii generatoare si € unghiul de rotatie al acesteia.
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Se calculeaza derivatele si arcul elementar:

x‘=R(1—cos9) y'=Rsiné (4.29)
ds = R(1—cosOY +sin249do9:2Rsin§ do (4.30)
Inlocuind in (4.27) se obtine:
2z 9 A( R, 2R)
1_2Rj0 sin—d0 =R ¥ .
2 2r
Xc _ 2R (H—Sme)sinQdQ:ﬂR
[ o 2
2R? 27 0, 4 | 3
Yc == , (]—cos@)smEdQ:ER ) B(27Z'R,/0)
(4.31) Fig. 4.7

Rezultatul pentru xc¢ era previzibil, curba fiind simetrica.

b) Reprezentarea explicita. Considerand x variabila independenta,

v= 1) y':% @432)  ds=der1+(dv/dxf =1+() dx  (433)

Relatiile pentru calculul pozitiei centrului de masa devin:
I=J‘x12\/]+(y')2 dx y N y =
Xc =§J.x2 X1+ (y')2 dx 4.34) [ y A(1, 1)
X, i
1% ’
ve =] 1+ () dx S

cu observatia cd x, >x;, pentru a ob{ine o valoare O >
pozitiva a lungimii arcului de curba. Fig. 4.8 o
Exemplu: Pentru arcul de parabola OA4 (fig.4.8) se scriu urmatoarele relatii:
y=x’ y'=2x ds =~ 1+4x7 dx (4.35)
Inlocuind in (4.34) se obtine:
[ = j VI+4x7 dx= éx\/] +4x7 + éargsh@x)
0
X
Xc :ij' xN1+4x? dx:L\/(1+4x2)3
[0 121 (4.36)

I¢* 5 2
=—| x"VI+4x" dx=
Yc ljo

= é(x\/(l + 4x2)3 — éx\/] +4x? —éargsh(Zx)j

In cazul A(1,1) se obtin valorile numerice /= 1,479, x. =0,630, y- =0,410.
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rcos@
A - A
dr. L A
] C r=£0)
r=10)
J "¢
r ¥ | p O
rsin@ [0%]
a9 " i ~
O o
0 Fig.4.10
| N
0 I
Fig. 4.9

C) Reprezentare in coordonate polare. Tratarea este analoga celei de la
reprezentarea explicitd prezentata mai sus. Coordonatele polare, suprapuse unui

sistem de axe xOy, sunt lungimea r a razei vectoare si unghiul de pozitie 8 al
acesteia. Pentru o curba plana se pot scrie relatiile:

_ar
rzf(H) r_dﬁ

Considerand @ variabild independenta, arcul de curba elementar (fig. 4.9) are

forma:
ds =(r d6) +(dry =dor? + () (4.38)

Pentru arcul de curba AB (fig. 4.10) se poate calcula:

(4.37)

a,

I=[ r+(Y do

X :§I:2r00s49 V2 (Y do (4.39)

Coordonatele polare ale centrului de masa vor fi:

re =XG + ¥ 0 =arctg(ye/xc) (4.40)

Exemplu: Bara in forma de arc de cerc (fig. 4.11) are centrul de masa pe

axa de simetrie care, pentru simplificare, se alege drept axa Ox cu originea in
centrul geometric al arcului. Se observa ca:

r=R=const. r'=0 (4.41)
Arcul de curba elementar dat de (4.38) va fi:
ds=R do (4.42)

astfel ca rel.(4.39) devin:



53

-

a y R cos@

I= [Rd6=2Ra,

-

a : R
Xxc=0C= ! chosH-Rdé?stma do
ROlr -a &y (04 0
(4.43)
in aceste relatii prin ¢, s-a notat semi- - N
unghiul la centru al arcului masurat in radiani. 0 C X

Pentru multe aplicatii intereseaza unele a
cazuri particulare. Astfel, pentru sfertul de cerc

din fig.4.12, a) la care «a, =x/4se calculeazd
proiectiile distantei OC pe laturi:

I=7nR/2
. 2R (4.44)
xc =yc =0Ccos45° = . Fig.4.11
La semicercul din fig.4.12, b) a, =7/2 si din rel.(4.43) se obtine:
[ =nR v =0C = 2R (4.45)
T
/N
R
C
\ 90°
~ N
>
X (0] X
b)
Fig.4.12

4.4.5 Curbe in spatiu

Pentru un arc apartindnd unei curbe in spatiul Oxyz relatiile generale
pentru calculul lungimii si coordonatelor centrului de masa sunt:

Z:st xczjxds yczjyds ZCZJZdS (4.46)
0 0 0 0
in care variabilele x, y, z sunt coordonatele centrului de masa ale arcului

elementar ds. Aceste coordonate sunt legate intre ele prin ecuatiile analitice care
definesc curba.

Pentru arcul elementar din spatiu relatia de definitie este:
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ds = (dx ) + () +(dz) (4.47)
care se particularizeaza in functie de modul de reprezentare. In cazul unei
reprezentari parametrice de forma:

xX= x(t) y= y(t) z= x(t) (4.48)
arcul elementar se poate scrie:

ds = de(@jz R (@f R %f YO e (@49)

dt

dt

Exemplu: Elicea cilindrica din fig.4.13 are
ecuatiile parametrice:

x = Rcosd y=Rsiné z:2£6? (4.50)
T

in care R este raza cilindrului, p pasul elicei iar 6,
parametrul pozitional independent, este unghiul de
pozitie n planul xOy. Cu derivatele:

x'=—Rsind y'=Rcosd z’:2£ (4.51)

rezulta arcul elementar:
Fig4.13 ds=~/R? +(p/27) dO 4.52)

In continuare,

[ = \/RZ +(p/27) j: =0, \/R2 +(p/27)
Rsing

0
Xc :?jo cosddb =
(4.53)

p 0 p
_ P ("pa0=-"L o
T J in

S-a notat @, unghiul respectiv in radiani. Pentru o spira completd 8, =2z si se

obtine l:\/(27rR)2+p2, Xe=Yc=0, zo=p/2.

4.4.6 Suprafete plane

Pentru o placd pland avand un contur oarecare (fig.4.14) continuta, de
exemplu, n planul xOy relatiile generale pentru calculul ariei si coordonatelor
centrului de masa sunt:

A= [ad4 xczé [xda yczé [yas (4.54)
(4) (A4) (A4)
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Daca se ia aria elementard dA4=dxdy, integralele de suprafatd de mai sus devin

integralele duble definite ale caror limite depind de curba care serveste drept
contur suprafetei respective.

A= [[dxdy J/

(4)

N

Xc :% [[xdxdy (4.55)

(4) B A)

1
Yo = Z ”ydxdy
(4) o)

AV

Fig.4.14

Este necesar sd se reaminteasca faptul ca variabilele x si y din relatiile
pentru calculul coordonatelor se refera la centrul de masa al ariei elementare dA;
se va face distinctia necesard de curbele care limiteaza suprafata respectiva,
descrise de reguld prin ecuatii tot in x si y.

Integralele duble de mai sus sunt separabile in cazul unor limite de contur
constituite din drepte paralele cu axele de coordonate, respectiv in cadrul unei
suprafete dreptunghiulare.

Exemplul 1 : Pentru placa dreptun- \ q
ghiulara din fig. 4.15 se obtine:

A= j;dxjgdy =ab

N

1 ¢a b
Xc = Zj-oxdx _[Ody = (4.56)

4
2
o=l =3

Rezultatele sunt evidente si datorita celor
doua axe de simetrie.

in mod practic, printr-o
alegere adecvata a ariei elemen- y/\
tare calculele pot fi simplificate.
Pentru suprafata limitata de

curbele y=f;(x) si y=/>(x) A
din fig.4.16 se noteaza:

-

dA=(y, —y)dx |
X =x (4.57) X1 |

« 1 0 xX=x
y ZE(J/z + 1) '
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Aria elementard dA4 este o fasie asimilabild unui dreptunghi de grosime
infinitezimald dx iar x* si y* sunt coordonatele centrului de masa al acestei fasii.
Cu aceste notatii relatiile (4.55) se pot pune sub forma:

= :U dy)dx J. (v, —y;) dx= IdA
(4)

Xc =é :2 U dy)dx——j x(y,—=yp) dx—— Ix dA (4.58)
’ Ay
il (oo i

=—j —(J’z G - y»dx——jy dA
(A)

Exemplul 2: Suprafata din fig.4.17 este limitata de elipsa:

o b Y Y =0 @39

si de semiaxele de lungime a si1 b
suprapuse axelor de coordonate.

\ E dAzydx:é\/aZ —x’dx (4.60)
= a

1 b 2 2
X =—y=—va —x 4.61
y =3y=" (4.61)
Efectuand calculele se obtin aria
si coordonatele centrului de masa

Fig.4.17 pentru acest sfert de elipsa:

_éJ.a a’ —x%dx=
a0

a
:ix\/az—x2+a2arcsin£ :ﬂb
2a aly
a
xcziéj.ax az—xzdx—ié‘—£\/ x?)’ :ﬁ (4.62)
Aal mmab a 0 3
2 3
Ve = 2.[ (a’ )dx_ib_ X _H
A2a mab 2a° 3|, 37
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Exemplul 3: Triunghiul oarecare
OAB se aseaza intr-un mod convenabil
(fig.4.18), respectiv cu una din laturi
suprapusid axei Oy. In functie de
coordonatele varfurilor triunghiului se
pot scrie ecuatiile dreptelor carora le
apartin celelalte doua laturi :

Vi :fz(x) :y—Ax
X 4
(4.63)
Y2 =f2(x)=Mx+yB
X 4

Aria elementara si1 coordonatele cen-
trului de masa al acesteia sunt date de

rel.(4.58) in care se fac inlocuirile de Fig.4.18
mai sus, rezultand:

dAz(yB—y—ijdx X =X y :—(yB +ijdx (4.64)
X4 2 X4

In continuare, in baza rel.(4.57) se efectueaza calculele:

i VB 1
A= — =2 x)dx =—x
IO(yB X, ) 5 4VB
] X4 yB ]
Xr=—| x -2 xX)dx =—x 4.65
CAI(,(yBxA) S (4.65)
1 ¢4 1 2y 4 — 1
ve=—[ S +ZZAB g - LB xydx = (v, +yp)
L A 2 XA XA 3

Se pot recunoaste cu usurintd relatiile Az%AN -OB s ACz%AM specifice

geometriei triunghiurilor. Centrul de masd al oricarui triunghi coincide cu
punctul in care se intersecteaza medianele acestuia.

Pozitia centrului maselor in cazul z/
unui triunghi dispus in spatiu poate fi
exprimatd si in functie de coordonatele
varfurilor acestuia, (fig. 4.19) cu relatiile, : ™
usor de dedus: L

\

3, 23)

Xe = (%) +x, 4 x3) (X2, ¥2, 22)

I (x1, y1, z1)

i o S
ye==r+y:+y3) (4.66)

3 y
Zczé(zﬁzﬁzﬁ Fig.4.19
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N

x

Pentru cazul particular al triunghiului
dreptunghic din fig.4.20 se particularizeaza
relatia (4.65) facand y,=0. Concret, centrul
de masa se proiecteaza pe catetele acestuia la
cate o treime din lungimea lor fatda de varful
unghiului drept.

In unele aplicatii este convenabil si se
exprime aria elementard s$i1 pozitia ei In

coordonate polare suprapuse sistemului cartezian
(fig.4.21). Astfel, observand ca:

dA=rdOdr x=rcos@ y=rsind (4.67)
relatiile (4.54) iau forma

A:jjrdrde
(4)

Xc L [[#* cosodrde (4.68)
A (4)

Ve =iﬂr2 sin@drd6

(4)
Pentru aceste integrale duble definite limitele de
integrare se stabilesc in functie de curbele care
marginesc suprafata respectivd. Integralele sunt
separabile in cazul unor limite constituite din
arce de cerc cu centrul in origine.

N

Exemplul 4. Pentru sfertul de inel din fig.

Fig.4.22 4.22 se stabilesc relatiile:
R, 7/2 T 2 2
A =le rdrIO d0 ==-(R; ~R})
Lxc =in2 rdr [ cos0d0 = 4 BB (4.69)
AR, 0 37 R — R}
1 R, > 7/2 . 4 R; _Rf
=—| "rodr snfdl =————

S1in cazul lucrului in coordonate polare pot fi alese arii elementare care sa
simplifice calculul. Astfel, dacd curba limita este de forma r=r(0) (fig.4.23),

drept arie elementard se poate lua un sector circular de raza r si unghi d6 care
poate fi asimilat unui triunghi isoscel; asa cum s-a aratat mai sus, centrul de masa
al triunghiului se afla la 2/3 din lungimea medianei OM fata de varf.

dA=1r’do

xz%rcosé’ yz%rsiné’ (4.70)



Se fac inlocuirile in relatiile generale (4.54) s1 W\ = r(0)
se obtine: do
92 ) .4\
4=t [ ria6
27, . :
0, y el
Ixc _ 1 [ rcosodo (4.71) l == ~
314 91 O X .X/
L, —
ve=—["r'sin0do ,
| 347, Fig.4.23
Exemplul 5 : Pent torul circular
xemplu entru sectoru ular /} _2 5 ost

(fig.4.24), la care r = R = const. s1 Ox este
axa de simetrie, se obtine:

( a
A:ij R’d0=R’a,
2%

o .
OC:xC:iJ- R3cos(9dt9:£Rsma
3A4%a 3 a,
(4.72)

In calcule semiunghiul la centru al sectorului

circular ¢, se va introduce in radiani.

Pentru aplicatiile practice prezinta
interes unele cazuri particulare ale sectorului
circular. Pentru semidiscul din fig.4.25 a),

relatiile de mai sus devin: Fig.4.24
2 o
AR o2 psmIY AR (4.73)
2 3 5 R4

Pentru sfertul de disc din fig.4.25 b),
se calculeaza proiectiile distantei OC
pe laturi. Se obtine:

7R’

A="
4

OC; =0C, =0Cco0s45° = IR
37 a) b)
(4.74) Fig.4.25

4.4.7 Suprafete in spatiu

Relatiile generale care definesc pozitia centrului de masa al unei
suprafete in spatiu sunt:
1 1 1
A= [a4 xe=— [xda ye=- [ya4 o= [zaa  @75)
(4) (4) (4) (4)
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Variabilele x, y, z se referd la pozitia centrului de masa al ariei elementare
dA, oricare ar fi forma aleasa pentru aceasta. Aceste variabile sunt legate intre ele
printr-o ecuatie de forma f(x, y, z) = 0 care reprezinta in fapt ecuatia analitica de
definire a suprafetei respective.

Din teoria suprafetelor se stie
ca o suprafatd in spatiu poate fi
divizatd in arii elementare prin linii
curbe de caroiaj rezultate din
intersectia acesteia cu plane care
urmeaza o anumitd distributie (fig.
4.26). In general aceste plane se
aleg paralele sau concurente cu o
axa. In cazul unei suprafete in spatiu
continud linille de caroiaj sunt
reciproc perpendiculare iar ariile

Fig.4.26 elementare  rezultate  pot  fi
considerate dreptunghiulare.

Centrul de masa al unei arii elementare se pozitioneaza pe suprafata
respectiva prin coordonatele curbilinii u s1 v fatd de niste curbe de caroiaj de
referintd. La randul lor coordonate curbilinii se pot exprima in functie de
parametrii pozitionali specifici sistemului de cooordonate spatiale utilizat
(carteziene, cilindrice sau sferice).

Aria elementard dreptunghiulard amintita mai sus este data de relatia

dA = dudv (4.76)

in care arcele elementare du si dv se obtin prin diferentierea expresiilor de
definitie ale coordonatelor curbilinii u si v.
Solutii analitice pentru pozitia centrului de masa se pot gasi mai usor la
suprafetele de rotatie, obfinute prin rotirea unei curbe plane in jurul unei axe.
Exemplul 1 : Pentru calaota
zZ/N\ . . .
B sferica de raza R din fig. 4.27

centrul de masa se afla pe axa de
v rotatie, in cazul de fatd Oz. Prin
intersectia suprafetei calotei cu

plane paralele cu xOy se obtin
y & (- liniile de caroiaj orizontale care
A C sunt cercuri de raza variabila
r=Rsing cu centrul pe axa Oz.

z/\

=
=

Liniile de caroiaj verticale se obtin
prin intersectia calotei cu plane
verticale  trecand  prin @ Oz
pozitionate prin unghiul 6 fatd de
planul xOz; ele sunt semicercuri de
razd R cu centrul in centrul
geometric O al calotei.

Fig.4.27
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Centrul de masa C” al ariei elementare dA4 are coordonatele curbilinii:
u=AC =rf=R0Osing
v=BC =Rg

Parametrii pozitionali sunt unghiurile 8 si ¢ astfel ca prin diferentierea acestor
relatii se obtine:

4.77)

{du:Rsingod¢9+Rﬁcosgod(o 4.78)

dv=Rdgp
Aria elementara va fi
dA=dudv=R’[sinpdpdd+6Ocosp(dp)’|=R’sing dp d6  (4.79)

unde se neglijeaza termenul care contine (d¢)’. Coordonatele carteziene ale
ariei elementare sunt:

x =rcosf = Rsinpcosf

y=rsinf =Rsin@sinf (4.80)

z=Rcosp

Se fac inlocuirile in rel (4.75) si se calculeaza in continuare:

A= [[dudv=R*["*sinpdy [ d0=22R
(u,v)

Xc =é jjxdudsz—jjo”/zsinz(p do jo”cosede =0

(u,v)
X (4.81)

i R’ ()2 ., T
ve=- jjydudv=7j0 sin’p do jo sindd =0
(u,v)
1 R3 r/2 . pis
Zc :Z jjzdudv=7jo cos@ sm@de .[0 dlf =
(u,v)
Modificand limitele de integrare se pot efectua calculele pentru diferite suprafete
provenite din sfera.

R
2

Exemplul 2 : La suprafata conica din fig. 4.28 se cunosc raza bazei R si
inaltimea 4; centrul de masa se afla pe axa de simetrie a conului, suprapusa axei
Oz. Liniile de caroiaj care se obtin prin intersectia suprafetei conice cu plane
orizontale sunt cercuri de raza variabild r, cotate prin z fata de planul xOy.
Celelalte linii de caroiaj se obtin prin intersectia suprafetei conice cu plane
verticale care trec prin axa Oz, pozifionate prin unghiul € fata de planul yOz.

Coordonatele curbilinii sunt:
[52 12
u:Ac*=r9=§29 v:OC”‘:RT”’F%Z (4.82)

S-a notat prin g lungimea generatoarei conului.
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// \\
3
R
..... g
\ e \\\ h
|| Ox ( p 7
AN\ U C”
Z
v
s 4 AN
X 0] {
Fig.4.28
Se diferentiaza aceste coordonate:
du :%(zdmedz) dv:%dz (4.83)
Aria elementara este:
R R
dA:dudv:h—Zg[zdzdme(dz)Z]=h—§’zdzd0 (4.84)

Se neglijeaza termenul contindnd (dz)” . Coordonatele carteziene ale centrului de

masa al ariei elementare in functie de z s1 € sunt:
R : R .
x:rcosﬁzzzcosﬁ y:rsmé’zzzsmé? (4.85)

Se inlocuieste in (4.75) si se obtine:

A= J‘_‘-dud\/:%ﬁzdz ;”daangzyzR\/RZ e

(u,v)

=_ ”xdudv—le gjh 2dzjzﬂ0089d0 0

< A (4.86)

1 I Rg ¢h 2 2

ze == [[zdudv=="2{"dz["dg =1
A A h 3
(u,v)

St in acest caz, prin modificarea limitelor de integrare se pot efectua
calculele pentru diferite suprafete provenite din conul circular drept. In unele
aplicatii se pot simplifica calculele prin alegerea unei arii elementare avand alta
forma decat cea dreptunghiularad precum si unele dimensiuni finite.
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Astfel, in exemplul de mai sus aria elementard dA4 poate fi asimilata unui triunghi
isoscel cu lungimea bazei Rd@ si indlfimea g (fig.4.29). Distanta fata de varf a

centrului de masi al ariei elementare este AC"=2g /3.

dA:égR do z:éh (4.87)

Se obtin imediat rezultatele din (4.86), respectiv

1 2z
A= IdA:EgRIO d0=rRg
(A4)
o=t [zaa=L[Ta0-2p
A(A) 3 90 3

Toate ariile elementare au centrul de masd C* la aceeasi Indltime si In consecintd
si centrul de masa C al suprafetei conice va avea aceeasi cota.

(4.88)

4.4.8 Volume

In cazul unui volum oarecare relatiile generale care definesc pozitia
centrului de masa sunt:

V= jdV
)

xczijde yczijde ZczijZdV
V 14 14

) ) )
Variabilele x, y, z reprezinta pozitia centrului de masa al volumului elementar dV.
Integralele volumice din membrul drept al acestor relatii devin integrale definite
triple ale caror limite depind de suprafetele care marginesc volumul respectiv.

In mod analog celor prezentate in
capitolul precedent, pentru un volum se
poate adopta un sistem de coordonate
curbilinii spatiale u, v, w (fig. 4.30)
alcatuit din linii de caroiaj rezultate prin
intersectia a trei fascicole de suprafete in
spatiu. In orice punct de intersectie
tangentele la aceste linii de caroiaj sunt
reciproc perpendiculare. Un corp oarecare
poate fi divizat in volume elementare
delimitate de suprafetele mentionate. Un
volum elementar poate fi asimilat unui
paralelipiped, astfel ca: X

dV =dudvdw (4.90) Fig.4.30

Muchiile du, dv, dw se obtin prin diferentierea relatiilor de definitie ale
coordonatelor curbilinii respective.

(4.89)
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In cazul particular in care suprafetele mentionate mai sus sunt plane
paralele cu cele ale sistemului Oxyz, atunci coordonatele curbilinii sunt tocmai
coordonatele carteziene ale acestui sistem iar relatiile (4.89) iau forma

V= m dxdydz
)

4.91)
——mxdxdydz :—mydxdydz Ze :—_m.zdxdydz
(V ) (V ) (V)
Exemplul 1 : Relatiile de mai sus
Z/\ b aplicate in cazul unui paralelipiped
a dreptunghic (fig. 4.31) indica:

c V= .[oa dx J‘Obdy Iocdz =abc

y Y y> Xc =;j:xdijdy'[;dz—

:—j dxjydyj dz =

a
2
b
2
<

. Zc =
Fig.4.31 V
Rezultatele sunt evidente, corpul admitand trei plane de simetrie care se
intersecteaza in centrul de masa.
N :
z Exemplul 2 : Se considerd o
portiune dintr-o sfera de raza R
limitatd de planele de coordonate
(fig. 4.32). Centrul de masi C" al
unui volum elementar are coor-
A u C donatele curbilinii obfinute prin
intersectia urmatoarelor suprafete: o
w > sferd de razi OC" = r, un con cu
0 Y varful in O a carui generatoare OC”
face unghiul ¢ cu axa Oz si un plan
A care trece prin Oz si a carui urma A
X face unghiul 6 cu planul xOz.
Fig.4.32 Detaliile referitoare la pozitia si
dimensiunile volumului elementar dJ sunt reprezentate in doua sectiuni, verticala
si orizontald, trecAnd prin punctul C* (fig.4.33). Se pot defini coordonatele
curbilinii in functie de coordonatele sferice », 8 si ¢ prin relatiile:

B

u=AC =rsing-0
v=BC =r¢ (4.93)
w=0C =r



65

Se diferentiaza aceste relatii: z N\

du=0smedr+rlcospdp+
+rsmedf 494y B
dv=@pdr+rde
| dw=dr D
Volumul elementar va fi:
AV =dudvdw=r’ sinpdrdf@de (4.95)

Se neglijeaza termenii care contin (dr)’ si

(d(p)Z. Coordonatele  carteziene ale D

punctului C” sunt:
X =rsing cosé
y=rsing sinf (4.96)

Z=rcosQ

Centrul de masa al corpului sferic va fi dat 4

de relatiile (4.89). Este de remarcat ca
pentru acoperirea volumului acestuia
variabilele , & si @ sunt independente,
fapt care permite separarea integralelor
triple ce provin din integrala pe volum:

V:IORerr a0 [ sinpdp=

%
1

7

I (R 3. % T .5 3
Xc _?J.o r dr jo cosfdo J;) sin” @ dgo—gR

ye =ij0Rr3dr [ sinodo [ 'sin’p dp==R

dr

V |>

do

Fig.4.33
7R3

(4.97)
3

8

Zc :—J‘:ﬁdr J‘;dé chos¢sm¢d¢:§R

Egalitatea celor trei coordonate era previzibila deoarece corpul admite
drept axa de simetrie “bisectoarea” triedrului. Prin modificarea limitelor de
integrare in relatiile de mai sus se poate determina volumul si pozitia centrului de
masa la o serie de figuri geometrice care au la baza sfera.

Exemplul 3 : Pentru sfertul de con cuprins intre planele de coordonate

(fig.4.34) se cunosc raza bazei R si indlfimea A.

Calculul se poate simplifica daca

se alege un volum elementar avand numai una dintre dimensiuni infinitezimala;
in cazul de fatd acesta are forma unui sfert de disc de raza variabila » si de
grosime dy. Tinand cont si de rel.(4.70) se poate scrie pentru acesta :

R 1

r=—y A:Zﬁr xX=z

h

_4r

= (4.98)
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Se observa ca volumul elementar si coordonatele centrului de masi C* al
acestuia se pot exprima in functie de o singura variabila:

2
a’VzAclyzﬂilf2 yzdy
4.99
o (4.99)
3ﬂhy
z/N\ h
vy A
dy
1 B
- /
r R
z
N N
R D 5  Dlx| 4 %
X A
Fig.4.34
Volumul si pozitia centrului de masa al corpului sunt:
2 2
= R élyz y = TR"h
4h* 12
1 4R 7R* 1, 3. R
Xe=Zp=————— dy =— 4.100
c~%c V37zh4h2j0y Y i ( )
1 7R? . 5 3
- (" ay=2h
Yc V4h2 ()y Y 4

Examinand aceste rezultate se pot trage cateva concluzii cu caracter de
generalitate. Astfel:

— Coordonata y. aflata pe inaltimea geometricd a conului nu depinde de

suprafata sau forma bazei acestuia. Toate corpurile marginite de o baza plana si
de o suprafata riglata, generatd de o dreaptd care trece printr-un varf fix si se
sprijind pe conturul bazei, au centrul de masa situat intr-un plan paralel cu baza
situat la 3/4 din lungimea perpendicularei coborate din varful respectiv pe aceasta
baza. Corpurile cele mai uzuale din aceasta categorie sunt conurile si piramidele,
drepte sau oblice.

— Coordonatele x- s1 z calculate mai sus reprezinta 3/4 din aceleasi

coordonate calculate pentru baza corpului (respectiv 4R/37), aflandu-se in

acelasi raport cu distanta fatd de varf a planului mentionat in observatia
precedentd. Centrul de masa al corpului se afla deci pe dreapta care uneste varful
cu centrul de masa al bazei plane.



Exemplul 4 : Corpul din fig. 4.35 este
format prin sectionarea unui sfert de cilindru
de razd R si avand Oz ca axa, cu un plan oblic
care face unghiul @ cu xOy (se recunoaste o
jumatate din figura geometricd numita uneori
“copitd cilindrica”). Se alege un volum
elementar ABD de formd triunghiulara
pozifionat prin x=0A, cu grosimea
infinitezimala dx, pentru care

AB=+R? —x? BD:ABtga:AB-% (4.101)

Volumul elementar si coordonatele centrului sau de
masa sunt:

dV:iAB-BD-dx
2 , ; (4.102)
x=04 yv=—AB z=—BD .
3 3 Fig.4.36

Cu aceste date se determind volumul si pozitia centrului de masa al
corpului dupa cum urmeaza:

V= étgajoR(RZ —xZ)dx = éRStga = éth

Xc :éitga Rx(R2 —xz)dngR

o=l iga (R - a=
:——tg aJ. \/ RZ dx——ﬂRtga—i 7th
32

Pentru “copita cilindrica” 1intreagad (fig.4.36) se modifica limitele
integralelor de mai sus de la —R la R, rezultand:

2 5 3 3
V=—R"h x~=0 =— 1R zr=—1h 4.104
3 c Ye=1¢ =3 ( )
Rezultatele erau previzibile intrucat corpul se poate considera format prin alipirea

corpului analizat mai sus cu simetricul sau.

(4.103)

4.5 Corpuri compuse

Marea majoritate a corpurilor intdlnite in practicd au forme geometrice
neregulate. Daca acestea pot fi descompuse in corpuri geometrice simple, la care
se cunoaste pozitia centrului de masa, se poate stabili o procedura de calcul.

Se considera un corp oarecare (fig.4.37) care poate fi descompus in n
corpuri geometrice simple.
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Pentru fiecare din acestea, in baza teoremei
momentelor statice si a relatiei (4.13), se poate
scrie

N (my)

mi, = [Fdm (4.105)
(m;)
Pentru corpul compus domeniul de integrare este
masa totala

N n
¥ m=m;+m, +ms+...=> m; (4.106)
i=1

Fig.4.37

Integrala pe un domeniu se poate inlocui cu suma integralelor pe domeniile
componente. Relatia generald pentru calculul pozitiei centrului de masa va fi:

n n
%=ijnM=iz ﬁwn=iz%a (4.107)
™ ) Mizi\ (m) i1

Este de remarcat cd un corp compus se poate constitui atat prin alaturarea
cat si prin decuparea unor corpuri simple. Pentru corpurile care se decupeaza din
altele, in relatiile de mai sus masele se vor lua negative.

Relatia (4.107) este identicd cu cea de la un sistem de puncte materiale,
respectiv (4.6), sistem echivalent care s-ar obtine concentrand masa fiecarui corp
simplu in propriul centru de masa.

Daca corpurile simple componente difera intre ele ca model (bare, placi,
volume) sau nu sunt omogene (sunt, de exemplu, din materiale diferite) relatiile
de mai sus se aplica intocmai.

In cazul in care aceste corpuri simple sunt modele omogene din aceeasi
categorie, prin simplificarea densitatii liniare, superficiale sau volumice, pozitia
centrului de masa al corpului compus va depinde numai de forma si dimensiuni.
Relatiile de calcul pentru fiecare model sunt concentrate in tabelul 4.1.

Tabelul 4.1

BARE PLACI VOLUME

=3, A=%4 V=%V,

i=1 i=1 i=1

12 12 l1x
r-==>1r r-=—> A.r. r.=—>Vr
C 1511 C AE it C Vz:Z; i'i

12 12 12
X.=—>1x X.=—>Y A x, X.=—>»V x,
C IZ:ZIZ i C AFZ; iV C VZ:Z:IZ i

12 l1xz 12
- _ l X, =— Ax X~ =— V-x
yC Z;:Z‘;lyl C AFZ‘; 17V C VE! i

12 l1x2 12
z.=—>1x X.=—> A x. z.=—>V.z
C lz:Z;l i C AIZZ; 17V C ng i




69

In cazul componentelor care se decupeazi, situatie care se intilneste la
placi si corpuri tridimensionale, ariile si volumele respective se introduc in
calcule cu semnul minus. Mai trebuie facuta si precizarea ca valorile
coordonatelor centrelor de masa ale componentelor se refera la sistemul de axe
global la care se raporteaza corpul compus si nu la cele locale in care s-a facut
studiul 1n capitolele precedente.

Problema 4.1 Sa se calculeze pozitia
centrului de masa la corpul din fig.4.38, compus
din trei bare de grosime identica:

— sfertul de cerc 4O de razd a (rel.4.44),

Z/

— bara rectilinie OB de lungime 2a, 0
— semicercul BD de raza a (rel.4.45). X C
Calculul se poate sistematiza sub forma [
tabelara dupa cum urmeaza: y |
Tabelul 4.2 Fig.4.38
Corp l; X Vi Zj lix; Liy; liz;
2 2 2
40 | = 2a 0 |-a+24| 4 I
4 V4 V4 3 4 2
OB 2a 0 a 0 0 24’ 0
a 2a Ta
BD — 0 2a+— a 0 7z'a2 + a2
2 T 2
2 2 2
s |2as3™| . _ LA P BT - L
4 3 4 2

Cu rezultatele din ultima linie se fac inlocuirile in relatiile din prima
coloand a tab.4.1 (bare) si se obtin coordonatele centrului de masa ale corpului
compus din cele trei segmente:

2
Xc = a=0.115a
S+3r
e =27 24104 (4.108)
S8+3r
2o =TF2 4202954

C8+3rm
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Problema 4.2 Corpul din
figura 4.39 contine placi de
aceeasi grosime situate in plane
diferite. El se poate considera
format din 5 componente, dupa
cum urmeaza:

1) un sfert de elipsa cu
semiaxele O4=3a s1 OB =4a
(rel.4.62);

2) un triunghi dreptun-
ghic cu catetele O4A =3a si
OD = 2a (fig.4.20);

3) un dreptunghi cu laturile OB=4a si OD=2a (rel.4.56);

4) un semidisc de razd a decupat din dreptunghi (rel.4.69);

5) un sfert de disc de raza 2a decupat din dreptunghi (rel.4.70).

Calculul pozitiei centrului de masa la acest corp este prezentat [n tab.4.3.

Tabelul 4.3
Corp 4 X Vi Zj Apx; Ay, Agz,
4 l6a
—— 322 | 22| 22| 0 | 1248 164° 0
—— T | 3z
2
é 3a? a 0 ?a 3a° 0 24’
8a’ 0 2a a 0 164° 8a’
7ra2 2a - m3 —72'(13 +
N2 R o I o (S R (L
—_—— +_
37 3
4a— 2a— —dna’ + —2ma’ +
Q —7a’ [ 0 | 8a | 8a 0 8a’ 8a’
3z | 3z T T3
104
11a° + 3 = ﬁas _
N [ I I 7 ;
+—7ma —37[613 —371'613

In ultima linie se obtin sumele care se inlocuiesc in relatiile din coloana a
doua (placi) din tabelul 4.1. Rezultatele finale sunt date de relatiile urmatoare:
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Problema 4.3 : Placa planda din
fig.4.40 are un contur format din trei arce
de cerc avand aceeasi raza a dar cu centre
geometrice diferite. Se cere pozitia
centrului de masa al placii in sistemul de
axe indicat.

Suprafata placii se poate considera
compusad prin combinarea a trei segmente
de disc iar fiecare din acestea apare ca
diferenta intre un sector circular (rel.4.68)
si un triunghi isoscel (rel.4.66). Calculele
sunt prezentate in tabelul 4.4 care are o
formad mai simpla Intrucat toate elementele
placii se gasesc in acelasi plan.

Xo = 50 a=0.955a
224+ 3r
3(22+3r)

2 = 290797 |~ 2484
3(22+3r)

(4.109)

Tabelul 4.4
Corp 4 X; Vi A;x; A4;y;
0 _z a\/§ 0 _7ZZZ3 a3\/§
2 T 6 3
] a ] a3
6 24
a a3 _2a ma’ a3 a’
2 2 oz 12 2 3
a3 a3 343 a’
4 6 16 8
o | B 2| | s o
2 2 T 12 12 3
B a3 B a3 3a3 a’
y 6 16 8

Din motive de spatiu se calculeaza separat sumele necesare in relatiile din tab.4.1

(placi):
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2 2 3 3
I ‘Ezo,éma? ZAixi:%—%EO,M(?cﬁ

24y, =%3(\/§—1)+§—:{(9\E—22); 0,116’

Rezulta coordonatele centrului de masa al placii date:
xc=0,241a vc=0,189a (4.110)

Problema 4.4 1n fig. 4.41 este pre-
zentat un corp compus din categoria
: volumelor ale cdrui detalii dimensionale

; > sunt date in sectiunea longitudinalda din

W X fig.4.42. Datoritd simetriei centrul de masa

se va gasi 1n aceasta sectiune care contine
Fig.4.41 si sistemul de coordonate.

YN a 2a a

N

-_—

\
\ ’
t
e
\L\'
/7
7

N

Corpurile simple
din care se poate consi-

5 a a y dera compus corpul dat

2a| — &Y+ =T —> sunt urmatoarele:
/ — un cilindru cu
a/2  raza  bazei a si
a S5a a | a .t L
inaltimea J5a, al carui

centru de masa se afla
Fig.4.42 la jumatatea 1naltimii;

— un semicilindru de raza a si inalt{ime 2a decupat din cilindrul de baza;
centrul sdu de masa este pozitionat ca la un semidisc (rel.4.69);

— 0 “copita cilindrica” rezultata prin tesirea la 45° a extremitatii cilindrului
de baza (rel.4.104);

— 0 jumatate dintr-un con de raza a si indltime 2a adaugata cilindrului de
baza; elementele necesare sunt descrise prin rel.4.100 adaptate corespunzator;

— o jumadtate de con de raza a/2 si indl{imea decupatd din semiconul descris
mai sus;

— un con complect avand raza bazei si
inaltimea egale cu a care se adaugda la stanga
/- a T cilindrului de baza;

C — un sector sferic de razd a+/2 avand centrul
47 R =q+/2 nvarful conului de mai sus, care se decupeaza din
- figura rezultatd prin alipirea conului la cilindru.
=~ Pentru calculul elementelor acestui corp simplu
X 4 (fig.4.43) trebuiesc  adaptate rel.4.97  prin
modificarea limitele de integrare, dupa cum
urmeaza:
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a2 2 z . 4 \/E—] T
V:_[O ridr .[0 do Io sm(pd(p:%cﬁ
4.111)

1 cav2 3 2r z . _ 3
OC—ZC—;J.O rdrjo dHIO cosgosmgpd(p—ma

Aceste relatii se adapteaza pozitiei In care se afla sectorul sferic in cadrul

corpului compus dat.
Calculul pozitiei centrului de masd pentru corpul compus este concentrat

in tabelul 4.5.

Tabelul 4.5

Corp Vi X; Vi Vix; Viyi
b) 25
5ra’ Ea 0 77za4 0
4 4

—a+

3
+—Fq
3 8(\/5—]) __a4

A gL

Sumele necesare in relatiile din tab.4.1 (volume) sunt:
3V, =Mm3 24— 121284
24 3
21029_;(;28\/37Za4—§a4235.764614 4.112)

XViy; = —iﬂa4 —ﬁa‘! =—2.164a"
8 48

LV x;

Rezulta coordonatele centrului de masa ale corpului compus:
Xc=2.949a yve=-0.178a (4.113)
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4.6 Corpuri de rotatie

Strict legat de calculul pozitiei centrului de masa se pot descrie doua
aplicatii importante referitoare la corpurile care se pot genera prin rotirea
completa sau partiala a unei curbe sau a unei suprafete in jurul unei axe. Aceste
aplicatii sunt cunoscute in Mecanica sub numele de teoremele Pappus-Guldin.
Prin rotirea unui arc de curba plana de

N ds ! lungime / in jurul axei Ox (fig.4.44) ia
nastere o suprafatd in spatiu. Un segment
+ ye elementar va genera o suprafatd de dimensi-
Y < uni elementare, asimilabild unui cilindru de
0 § razd y* siindltime ds cu aria laterala:
L dA=2ry" ds (4.114)
~ Aria totald a suprafetei generata de arcul dat,
Fig.4.44 tinand cont de rel.(4.18), va fi:
" A= jdAzZﬁjy*dS:ZﬂyC-l (4.115)
(4) 0
Teorema I : Aria suprafetei generate
yc prin rotirea completa sau partiala a unei
curbe plane in jurul unei axe cu care este

coplanara este egala cu produsul dintre
lungimea curbei si lungimea cercului descris

O )
@. | dyi 7
/\’\ de centrul de masa al acesteia.

<

Rotind o suprafata de arie 4 (fig.4.45)
in jurul unei axe din planul ei se obtine un
corp de rotatie. Suprafata elementara de arie:

dA=dxdy (4.116)
Fig.4.45 va genera prin rotire un volum elementar dV.
Acesta poate fi evaluat ca diferentd intre volumele a doi cilindri coaxiali:

AV =dV,—dV, = n(y"* +%dy)2dx— (" —%dy)zdx =2 dxdy =2ny*dA

(4.117)

2 - . * . - ..
In aceasta relatie y  este ordonata centrului de masa al ariei elementare d4; s-au

neglijat infinitii mici de ordin superior. Volumul total al corpului generat de
suprafata data, tinand cont si de rel.(4.20), este:
V= [dVv=2z[ydd=2zy. A (4.118)
) (4)

Teorema Il : Volumul generat prin rotirea completa sau partiala a unei
suprafete plane in jurul unei axe coplanara cu ea, care nu intersecteazd
suprafata, este egal cu produsul dintre aria suprafetei si lungimea cercului
descris de centrul de masa al acesteia.
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Atat curbele cat si suprafetele mentionate in cele doua teoreme de mai sus
pot fi compuse din elemente simple. Pentru pozitia centrului lor de masa relatiile
generale sunt date in tabelul 4.1. Relatiile (4.115) si (4.118) se modifica:

A=27r(§21iyij-l=27z-21iyi (4.119)
1
V=27Z(ZZAiyij-A:27z-2Aiyi (4.120)

Problema 4.5: Sa se calculeze suprafata laterala
si volumul interior al corpului din fig.4.46., obtinut prin
rotirea completd a unei curbe plane in jurul unei axe
verticale.

Rezolvare : Suprafeta laterald este generata de o
linie compusa din doud semicercuri de razd a si o
portiune rectilinie avand lungime 2a. Pentru volumul : -————
interior suprafata generatoare este compusa dintr-un
dreptunghi cu laturile 2a si 4a la care se adauga un Fig.4.46
semidisc de raza a si se scade un al doilea semidisc tot
de raza a. Calculele pentru determinarea celor doud necunoscute sunt grupate in
tabelul 4.6.

Tabelul 4.6

Corp | I; Vi Ly, Corp A; Vi A4;y;

2
) ma |2a--2 2ma’ - 2a°

2
C 7a (2a+2 | 2ma? 4 247

—_—| 2a a 2a’°

NEZIS\ N

Rezulta sumele necesare in relatiile (4.119) si (4.120):

31y, =4ma’ + 24’ 34, =?a3 (4.121)
si, In continuare, aria laterala si volumul interior solicitate:
56
A=47z(7z+])a2 ~ 5247 V=?7Z'a3 = 58,64 a’ (4.122)

4.7 Metode speciale de calcul

Relatiile pentru calcul pozitiei centrului de masa, prezentate in capitolele
precedente, se refera la corpuri omogene cu forme geometrice regulate, descrise
prin ecuatii analitice bine definite iar integralele din aceste relatii au primitive
exacte.
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In practici se intalnesc insd multe situatii in care corpurile au o forma
neregulatd sau integrarea pe cale analitica este fie dificila, fie imposibil de
efectuat. In aceste cazuri se poate recurge la integrarea pe cale numerica.

Metoda elementului finit consta in divizarea corpului dat in segmente
foarte mici, avand 1n general aceeasi forma, si efectuarea calculelor in modul
descris pentru corpurile compuse. Cu cat aceste segmente sunt mai mici cu atat
vor aproxima mai bine corpul si precizia determindrii va fi mai mare. Metoda
elementului finit este dezvoltatd in tehnicd pentru efectuarea unor calcule
complexe de rezistenta materialelor care au drept scop principal determinarea
tensiunilor interne. Din punctul de vedere al Mecanicii metoda se poate aplica la
calculul pozitiei centrelor de masa si, cum se va arata ulterior, la calcularea
momentelor de inertie. Volumul de calcule numerice relativ mare presupune
realizarea unor algoritme de calcul programabile.

Notatiile pentru elementele finite sunt: As pentru lungimi, A4 pentru

suprafete si AV pentru volume. Prin X, y* si z" se noteazd coordonatele

centrului de masa al elementului finit respectiv. Relatiile de calcul se pot obtine
modificand corespunzator pe cele din tab.4.1. Acestea sunt grupate in tabelul 4.7.

Tabelul 4.7
BARE PLACI VOLUME
n n n
[=)" As; A=) A4 V=> AV,
i=1 i=1 i=1
18 1 1
Xo =72 % As; xC——Zx?AA, xC:_ZX?AVi
] L % ] 1 % ] L sk
Yo =525 As; Yo =—2.5i M ye=—2.5i AV
= 475 Vi
I& o« I &« I &«
ZC—YZZZ- As; ZCZZZZI- A4; ZCZ;ZZZ- AV;
i=1 i=1 i=1
Se exemplificd metoda pentru o bara
N, .. ~ , - N y -
Yoot yh As y = f(x) omogend descrisd printr-o curba planad
5 Ay (fig.4.47) avand ecuatia analiticd y = f(x)
____________ Se alege abscisa x drept varia-bila
L Ax independentd cu valori discrete in
Ya | 4 N intervalul (x,,x,,,,)sl se alege un pas de
. - > variatie Ax=h=const. in acest interval.
0 X, X Arcele de curba elementare As vor avea
lungimi diferite; fiecare dintre ele se
Fig.4.47 aproximeaza prin ipotenuza unui triunghi

dreptunghic cu catetele Ax si Ay .
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Se admite ipoteza ca centrul de masa al segmentului As se afld la jumatatea
intervalului Ax chiar pe arcul de curba.

Se alcatuieste in continuare algoritmul care contine relatiile de calcul in
ordinea efectuarii lor, prezentat in tabelul 4.8.

Tabelul 4.8
Initializari Iteratii Finale
1 |x,=x 7 |x=x,+Ax 13 |l <1+ As 19 xC:§2x
1
2\ ya=J(x) | 8 |y=S(%) 143, <2, +x"As [ 20 | ye =%,
« Ax «
3 | Ax=h 9 |x :xa+7 15|12, 2, +y As
[=0 10 y*:f(x*) 16 |x, < x
2, =0 11 |Ay=y-y, 17 Yo <Y

In algoritmul de mai sus notafiile X, si X, reprezinta sumele care apar in

prima coloand din tabelul 4.7. Semnul < indica atribuirea valorii expresiei din
dreapta sa catre variabila din stanga. Secventa iterativa se repetd pana la
acoperirea intregului interval de variatie pentru x.

Algoritmul de mai sus poate fi programat pe calculator utilizand oricare
din limbajele de programare uzuale. Fara a intra in detalii privind programarea se
prezinta mai jos o secventd de calcul corespunzatoare acestui algoritm, scrisa in
Turbo Pascal, impreuna cu o aplicatie.

Problema 4.6 : Sa se calculeze pozitia centrului de masa la un sfert de
elipsa avand semiaxele a 1 b (fig.4.48).

Rezolvare: Efectuarea calculelor in modul
aratat in cap.4.4.4 pentru curbele plane, conduce N 52
la introducerea in relatiile (4.34) a unor integrale — +
numite chiar “eliptice” care nu au solutie a
analiticd. Mentionam in acest context ca pentru b
calcularea lungimii elipsei, de exemplu, nu exista
relatii de calcul exacte ci numai aproximative,
stabilite empiric. Pentru rezolvarea pe cale o Fig.4.48
numericd se programeaza functia:

y= ) =2a? =32 (4.123)

a
obtinuta prin explicitarea ecuatiei de definitie a unei elipse, necesara in algorit-
mul din tabelul 4.8.

S
b2
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Se prezintd aldturat un program simplu scris in Turbo Pascal prin
intermediul caruia se poate face calculul pentru orice combinatie de semiaxe. S-a

luat x,,. =a si pasul de variatie h=a/l100. Procedura de calcul realizatd pe

baza algoritmului din tab.4.8 se insereaza in acest program.

program elipsa;
uses dos, crt;
var a,b:real;
h,x0, xmax, 1,
XCc,yc:real;
function
func(x :real) :real;
begin
func:=sqgrt (a*a-x*x) *b/a;
end;

procedure centrul maselor;
var Xx,y,xa,ya,xs,ys:real;

dx,dy,xs,ys,sx,sy:real;

begin
{Initializari}
xa:=x0;ya:=func (xa) ;
dx:=h;1:=0;sx:=0;sy:=0;
{Iteratii}
repeat
X:=xa+dx;
if x>xmax then x:=xmax;
y:=func (x) ;
xs:=xa+dx/2;
ys:=func (xs) ;
dy:=y-va;
ds:=sqrt (dx*dx+dy*dy) ;
l:=1+ds;
SX:=sx+xs*ds;
sy:=sytys*ds;
Xa:=x;
yai=y;
until x=xmax;

{Final)
xXc:=sx/1;
yc:=sy/1;

end;

begin
write
readln
write
readln
x0:=0;
Xmax:=a;
h:=a/100.;
centrul maselor;
writeln ('lungimea:',1);
writeln ('xc = ',xc);
writeln ('yc = ',yc);
end.

4

semiaxa mare:');
a
'semiaxa mica:');

4

Py

)
b)

Algoritmul prezentat in tab.4.8
pentru corpuri reductibile la curbe plane
se poate adapta relativ usor pentru
suprafete si volume, principiul de calcul
fiind acelasi. Trebuie mentionat ca
pentru  corpuri avand  structuri
geometrice  complexe, plane sau
spatiale, existd programe de calculator
specializate in cadrul carora divizarea
corpului in elemente finite se face
automat.

Legat de utilizarea calculatoarelor electronice se poate pune in evidenta o
metoda foarte simpld pentru calculul ariei si pozitiei centrului de masa la
suprafetele plane, utild in special pentru cazul unor forme compuse, care nu pot fi
descompuse 1n forme simple. Se stie cd pe ecranele monitoarelor imaginile sunt
constituite din puncte echidistante de dimensiuni extrem de mici (pixeli) dispuse
matriceal care, fiind foarte apropiate, creeaza impresia de continuitate. Numarul
de pixeli pe orizontala si verticald depinde de rezolutia monitorului respectiv.
Pozitia unui pixel este definita intr-un sistem de coordonate (x, y) cu originea in
coltul din stanga sus al ecranului §1 axa y verticala in jos (fig.4.49).
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Fiecarui pixel i este rezervatd in memoria
video o locatie in care este Inregistrat un
numar reprezentand codul sau de culoare.
Figura de studiat poate fi dimensionatd in
pixeli si poate fi desenatd pe ecran cu o
culoare diferita de culoarea de fond. Ea va
fi alcatuita astfel dintr-o multime de pixeli
de aceeasi culoare care alcatuiesc in fapt
un sistem de elemente finite identice.
Notand prin AA aria corespunzitoare unui
pixel se pot adapta in mod corespunzator
relatiile din tabelul 4.7 dupa cum urmeaza:
A=n-AA

1 1
Xe=—Y x-M==>x; (4.124)
A5 ni-g

Dupd cum se observa aria corespun-
zatoare unui pixel se simplificd si pozitia
centrului de masa al figurii va depinde
numai de numadrul total al pixelilor s1 de
coordonatele lor. Trebuie mentionat ca este
suficient sa se investigheze numai zona de
ecran care contine figura de studiat. Pornind
de la aceste observatii se poate programa si
in acest caz o secventa de calcul in Turbo
Pascal”. Fari a intra in detalii de pro-
gramare, se presupune ca in programul care
include aceasta secventd a fost initializat
modul grafic si s-au definit corect tipurile
de variabile. Functia de sistem getbkcolor
determind codul de culoare al fondului

ymm

1
Ymax —=-------

y
Fig.4.49

fond:=getbkcolor;
n:=0;
sx:=0;
sy:=0;
for y:=ymin to ymax do
for x:=xmin to xmax do
begin
culoare:=getpixel (x,V)
if culoare <> fond then
begin
n:=n+1;
SX:=SX+x;
Sy:=8y+y;
end; {if}
end; {for x)
end; {for y}
XCc:=sxX div n;
yc:=sy div n;
setcolor (red) ;
circle (xc,yc,2);

ecranului iar functia de sistem getpixel determina codul de culoare al pixelului
avand pe ecran coordonatele x, y. Daca acesta apartine figurii, culoarea lui va fi
diferita de cea a fondului si in acest caz se executa secventa de calcul
corespunzatoare relatiilor (4.124), respectiv majorarea lui n si a sumelor sx si sy
ale coordonatelor. Dupa explorarea intregii suprafete limitata de wvalorile

(X1 Xmax ) S1T€SPECtiV (V,in> Vimare ) » S€ calculeaza coordonatele x- si yo ale

centrului de masa al figurii si se marcheaza acest punct pe ecran printr-un cerc

mic de alta culoare.

") Poate fi utilizat oricare alt mediu de programare care are functii de sistem

analoge.
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5. STATICA PUNCTULUI MATERIAL
5.1 Generalitati

Pozitia unui punct material in spatiul euclidian tridimensional poate fi
indicatd printr-un numar de trei parametri pozitionali a caror definire s1 notare
depinde de sistemul de coordonate utilizat. Daca acest sistem este cel cartezian
acesti parametri sunt coordonatele x, y si z.

Daca cei trei parametri pot varia independent,

7\ I fara niciun fel de relatie de legatura intre ei, avem

P(x, y, z) de a face cu un punct material liber care poate sa

-~ ocupe orice pozitie in spatiu (fig.5.1, a). Se spune ca

/ un punct material liber are trei grade de libertate

(numite uneori si grade de mobilitate) corespun-
zatoare translatiilor in lungul axelor de coordonate.

in cazul aparitiei unor restrictii geometrice

* a) avem un punct material supus la legaturi. Aceste

legaturi reduc numarul gradelor de libertate.

Daca punctul material este obligat sa ramana
tot timpul pe o suprafata, atunci coordonatele sale
trebuie sa satisfacd ecuatia acestei suprafete, avand
forma generald f(x,y,z)=0. Aceasta relatie indicd

o legaturd intre coordonate, numai doua dintre ele

b) putand sa fie independente. Punctul material aflat pe

P(s) o suprafatd va avea deci doua grade de libertate.

Intr-un sistem de coordonate curbilinii (u,v) pe

s suprafatda, cele doua grade de libertate corespund
translatiilor in lungul acestora (fig.5.1, b).

.C) Coordonatele unui punct aflat pe o curba in

Fig.5.1 spatiu vor trebui sa satisfacd simultan ecuatiile

f1(x,»,2)=0 si f5(x,y,z)=0 ale celor doua suprafete prin intersectia carora
se defineste curba respectivd. Existand astfel doud ecuatii de legdtura intre
coordonate, numai una dintre ele poate varia independent. Punctul material
obligat sa ramana pe o curba are in consecita un singur grad de libertate. Acesta

corespunde translatiei dupd coordonata intrinsecd s 1n lungul acestei curbe
(fig.5.1, ¢).

5.2 Legaturile punctului material

Restrictiile geometrice impuse de legaturi punctului material se manifesta
prin aplicarea catre acesta a unor forfe de legatura (reactiuni). Legat de acest
aspect se enuntd axioma legaturilor: orice legatura poate fi suprimata §i
inlocuita prin forte corespunzatoare.



Printr-un punct al wunei suprafete
continue (S) se poate construi un plan tagent
(T) si o dreaptda normald (n)-(n) (fig.5.2).
Legatura impune o restrictie de deplasare
dupa directia acestei drepte iar forta care o

realizeaza este reactiunea normala N .
Directia reactiunii este in consecintd bine
precizata. Dacd exista o rezistenta la deplasa-
rea unui punct pe o suprafad ea se va

materializa printr-o fortd 7 care actioneazi in
planul tangent la aceasta, pe o directie
variabila corespuzatoare tendintei de miscare si in sens invers acesteia.

Printr-un punct al unei curbe continue (C) se poate construi o singura
dreaptd tangentd (?)-(z) la curba si un plan normal (N) (fig.5.3). La o astfel de
legatura restrictia de miscare dupa orice directie continuta in acest plan este
realizatd tot de o reactiune normald N ; directia ei este variabila.

Rezistenta opusa unui punct material la
deplasarea pe o curbi, notatd tot prin 7 , va '
actiona dupa directia unicd a tangentei la
curba, in sens invers tendintei de miscare.

In cazul in care ambele tipuri de
legaturi introduc numai reactiuni normale,
farda a opune rezistentd deplasarilor permise,
ele se numesc legaturi /lucii sau ideale.
Rezistentele tangentiale se datoresc in general
frecarii dintre punctul material si suprafata
sau curba respectiva. Fig.5.3

Dacd legatura poate sa inceteze prin
simpla desprindere a punctului de suprafata
sau curba respectivd ea se numeste ’ /%/—
unilaterala. Daca este realizata constructiv in
asa fel incat punctul sa nu poatd parasi
contactul, se spune ca legatura este bilaterala Fig.5.4
(fig.5.4).

Un caz special il constitue legatura prin care punctul
material este prins la extremitatea unui fir intins si
tensionat (fig.5.5). O astfel de legatura suprima
posibilitatea deplasarii punctului dupa directia firului
Forta de legatura specifica este egald cu tensiunea din fir,
are directia acestuia si sensul in concordanta cu efectul de
tractiune aplicat punctului material (se reaminteste ca in Fig.5.5
Mecanica firul este considerat flexibil si inextensibil).

Notatia acestei reactiuni este 7 sau S . In lucrarea de fata, pentru evitarea
confuziei cu forta de frecare, va fi preferatd cea de a doua varianta.

Fig.5.2
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Se poate face o analogie intre acest tip de legatura si simpla asezare a
punctului material pe suprafata unei sfere avand raza egald cu lungimea firului si
centrul in punctul lui de suspendare. Tensiunea din fir este astfel echivalenta
reactiunii normale din partea acestei suprafete virtuale.

N 5.3 Legaturi definite analitic

In cazul in care suprafata sau curba de

] legatura sunt definite prin ecuatii analitice in

@ sistemul de referintd cartezian, se pot exprima
analitic si reactiunile normale.

Intr-un punct al unei suprafete f(x,y,z)=0

Fig.5.6 (fig.5.6) versorul normalei se defineste prin relatia:
=2y i Ik (5.1)
ox Gy az

Reactiunea normala este coliniara cu acest versor, putandu-se scrie:

N=Jn= ( afj (iéj]+(i§ljl€:Nxf+Ny]+Nzl€ (5.2)

ox z
In relatiile corespunzitoare proiectiilor pe axe ale reactiunii normale, respectiv:
N, /"taf Ny:/ig N, iaf (5.3)
ox oy 0z

se atribuie variabilelor x, y, z valorile coordonatelor punctului in care actioneaza

reactiunea. Factorul de proportionalitate A rezulta din calcul.
O curba 1n spatiu (fig.5.7) se defineste analitic

ca intersectie a doud suprafete f;(x,y,z)=0 si

f>(x,y,z)=0. Intr-un punct al curbei exista doua
directii normale avand versorii:

=i T, i
0z

n;= P
af ajyf o (5.4)
©) - N, =22+ 22+ 22 )
Fig.5.7 2775, oy J Py

Reactiunea normald din partea curbei se poate considera ca rezultanta a doua
componente dupd aceste directii:

ox ox
wl Yy 5,22 ]+(/1,%+/12%j1€
oy oy oz
Ca si in cazul precedent, in expresiile derivatelor partiale se inlocuiesc

valorile coordonatelor punctului de pe curba unde actioneaza reactiunea. Factorii
de proportionalitate A; si A, si valorile reactiunilor rezulta din calcul.

(5.5)
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5.4 Legaturi cu frecare

Aparitia frecarii intre corpuri se explicd in general prin calitatea
suprafetelor acestora aflate in contact nemijlocit. Microdenivelarile in relief ale
suprafetelor datorate starii fizice a acestora sau rugozitatii, in cazul corpurilor
prelucrate mecanic, se intrepatrund si, atunci cand apare o tendintd de alunecare
reciprocd, opun o rezistenta la deplasare.

Daca asupra unui punct

material aflat pe o suprafatd se p*y---- N JA— N
aplica o fortd de tractiune F a carei | P 1 -
valoare creste progresiv pornind de T : i T I
la zero, pe suprafata de contact = A e S
apare o fortd de frecare T egald si

de sens contrar (fig.5.8, «), fard a a) b)

avea loc vre-o deplasare a punctului. Fig.5.8

Reactiunea totali R =N +7 face unghiul @ cu normala. La un moment dat
rezistenta suprafetei este depasita si corpul se pune in miscare (fig.5.8, b). Forta
de frecare T, ,. din momentul ruperii echilibrului se pastreazd in continuare la

aceastd valoare pe parcursul miscirii iar surplusul fortei F , conform celui de al
doilea principiu fundamental, determina aparifia unei acceleratii. Reactiunea

totald capata valoarea E,;:ax st face un unghi «,,,, =@ cunormala. Din fig.5.7 se
deduce:
T|=|N]ga [T

=|N|igo (5.6)
Inainte de ruperea echilibrului ‘T ‘ < ‘ Tmax‘ si In consecintd se poate scrie cd la

echilibru:
T |<|N|ige (5.7)

Studiul clasic al frecarii efectuat de C. Coulomb in cazul unei frecari
uscate a pus 1n evidentd urmatoarele proprietati:

— forta de frecare maxima este proportionald cu apasarea normala dintre
suprafete;

— forta de frecare depinde de natura corpurilor aflate in contact si de starea
suprafetelor lor;

— forta de frecare nu depinde de viteza relativd dintre corpuri si nici de
marimea suprafetelor in contact.

Proportionalitatea amintita mai sus se exprima sub forma:

— 4| N| (5:8)

‘ max

Factorul de proportionalitate ¢ poartda numele de coeficient de frecare de

alunecare si este 0 marime adimensionald. Comparand relatiile (5.6) si (5.8)
reiese echivalenta p=tg ¢ (unghiul ¢ se numeste si unghi de frecare).
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Proprietatilor enuntate mai sus li se pot aduce
A unele corective:

Hih~—__  u — coeficientul de frecare de alunecare  scade
odata cu cresterea vitezei relative dintre suprafetele
in contact (fig.5.9); aceasta Tnseamna ca forta de
0 i frecare din momen_tul ruperii eghilibr_ul}li este mai
mare decat cea din timpul miscarii iar panad la
Fig.5.9 ruperea echilibrului se utilizeazd un coeficientul de

frecare u, (pentru otel/otel w,=0,15 i1ar ©=0,07+0,15);

— daca apasarea normala este foarte mare forta de frecare nu mai variaza
proportional cu aceasta; forfele mari concentrate pe suprafete de contact mici
produc deformarea locala a suprafetelor si se manifestd fenomenul de “zgariere”;

— la lustruirea foarte avansata a suprafetelor fortele de frecare nu scad ci,
dimpotriva, cresc datoritd interventiei forfelor de atractie moleculare; deplasarea,
de exemplu, a unui geam de sticla peste altul necesitd forte foarte mari, fiind
aproape imposibila;

— lubrifiantii reduc considerabil fortele de frecare; stratul de lubrifiant
dintre doua suprafete supus presiunii dintre acestea creeaza o portan{d care
impiedica intrepatrunderea microdeniveldrilor.

Daca in aplicatii directia si sensul fortei de frecare sunt bine determinate,
se pot utiliza urmatoarele relatii:

— la echilibru: T<uN (5.9)

— In miscare: T=uN (5.10)

Daca directia si sensul de miscare nu se cunosc, forta de frecare poate fi
exprimatd vectorial folosindu-se versorul vitezei, definit ca raportul intre vectorul
vitezei si modulul sau:

(5.11)

5.5 Echilibrul punctului material

Asupra unui punct material liber actioneaza numai fortele date, direct
aplicate. Acestea alcatuiesc un sistem de forte concurente care, asa cum s-a aratat
in cap.3.2, se pot reduce la o fortd rezultantd. Conditia necesara si suficienta
pentru ca un punct material liber sa se afle in echilibru este ca rezultanta sa fie
nuld. Intr-un sistem de referinta cartezian, relatia

R=YF=Xi+Yj+Zk=0 (5.12)
presupune ca proiectiile pe axe ale rezultantei sa fie nule, respectiv:
X=YF,=0 Y=YF,=0 Z=YF.=0 (5.13)

Aceste relatii reprezinta un sistem de trei ecuatii scalare de echilibru. Este
de remarcat corespondenta intre numarul gradelor de libertate §1 numarul
ecuatiilor de echilibru; se spune ca fiecare ecuatie de echilibru rapeste punctului
cate un grad de libertate.
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Daca punctul material este supus la legaturi, pe langa fortele date, asupra
acestuia actioneaza si reactiunile descrise in capitolul precedent iar conditia de
echilibru devine:

R=YF+N+T=0 (5.14)
Cele trei ecuatii scalare de echilibru vor avea in acest caz forma generala:

YFE. +N . +T.=0 2E, +N,+T,=0 YFE_+N_+T.=0 (5.15)
Printr-o alegere convenabild a sistemului de referintda aceste ecuatii pot fi
simplificate in asa fel incat reactiunile N si T si se proiecteze pe axe in
adevaratd marime, mai ales ca ele sunt si perpendiculare una pe cealaltd. Daca
legaturile sunt lucii, respectiv fard frecare, in aceste ecuatii nu intervine 7T .

Numarul de ecuatii scalare de echilibru se reduce daca asupra punctului
actioneaza sisteme particulare de forte. Astfel, daca toate fortele sunt coplanare
sunt suficiente numai doua ecuatii iar dacd sunt coliniare numai o singurd
ecuatie.

Problema 5.1: Pe un plan inclinat cu unghiul y fatd de orizontalad se afla

un punct material P de greutate G suspendat de doua fire care fac unghiurile « si
f cu o dreapta perpendiculard pe muchia planului (fig.5.10, @). Sa se calculeze
reactiunea din partea planului si tensiunile din fire.

Rezolvare: Firele se inlocuiesc fiecare cu cate o forta dirijata dupa directia
si in sensul lor de actiune si egala cu tensiunea din fir. Planul inclinat introduce
doar o reactiune normald, neexistand vreo tendintd de miscare a punctului
material. Se alege un sistem de referintd cu axa Ox pe muchia planului, Oy
perpendiculard pe muchie §1 trecind prin P s1 Oz perpendiculard pe plan
(fig.5.10, b).

YA\
£,
£ o
P 5 N y
P
7
O
a) b)
Fig.5.10

Se proiecteaza fortele pe axele acestui sistem:
(XF.=0) Fsina—F,sinf=0
(ZFy :O) Fycosa+F,cosfp—Gsiny =0 (5.16)
(XF,=0) N-Gcosy=0

Se obtin urmatoarele rezultate pentru cele trei necunoscute:
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G sinf siny o Gsina siny

sin(a+ f) ? sin(a + f)

Problema 5.2 Pe suprafata unui paraboloid

N =Gcosa F; =

(5.17)

%\

de rotatie avand ecuatia x° + y2 +9az=0 se
M

reazema fara frecare un punct material de greutate
G suspendat printr-un fir de lungime MP = 5a de
un punct aflat la cota OM = 3a pe axa de simetrie
(fig.5.11). Sa se afle reactiunea normald din
partea suprafetei paraboloidului precum si
tensiunea din fir.

Rezolvare: Suprafata fiind simetrica fata
de axa Oz se alege axa Oy coplanara cu firul.
Coordonatele punctului P se pot determina
observand ca acesta se afla la intersectia a trei
suprafete:

- paraboloidul dat:

fx,v,2)=x"+1° +9az=0 (5.18)
- sfera cu centrul in M (0, 0, 3a) de razd MP=5a pe care se afla punctul
suspendat de fir:

x? +3? +(z—=3a)’ =(5a)’ (5.19)
- planul yOz cu ecuatia:
x=0 (5.20)
Rezolvarea sistemului format din
.. . - ZN
ecuatiile celor trei suprafete are doua v

solutii reale, existand in consecintd doua
puncte de intersectie; cel care corespunde
pozitiei din fig.5.11 are coordonatele:

xp=0 yp=3a zp=—a (5.21)

Fortele care actioneaza asupra
punctului material sunt coplanare in planul
Oyz (fig.5.12). Greutatea punctului mate-
rial are proiectie numai pe Oz si in
consecinta:

G, =G,=0 G, =-G (5.22) ,
o o . Fig.5.12
Tensiunea din fir are directia acestuia,

determinata de coordonatele punctelor M si P.
In baza relatiei (3.4) se poate scrie:
PM Xy —Xp Yy —Yp Zm —Zp

Notand | S|=S se obtin proiectiile
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3 4
S.=0 S, =—38S S,==S 5.24
X Yy 5 z 5 ( )

Pentru proiectiile pe axe ale reactiunii normale la suprafata paraboloidului se
utilizeaza relatiile (5.3) dupa cum urmeaza:

No=2 2 o Ny:ig:bly N=a2% 01 (525

ox oy ox
Se inlocuiesc valorile (5.21) ale coordonatelor punctului P:
N,=0 N, =62a N, =94a (5.26)
Ecuatiile de echilibru au forma:
3
6la——=S=0
Ny + Sy =0 5
- p (5.27)
Ne +5;+G; =0 97a+=5-G=0
Se obtin solutiile:
S=QG;0,588G ﬂ:ig (5.28)
17 17 a
Reactiunea normald are valoarea totala:
N=\/N§+N§ +N? :\/117M:—\'§;7G;0,632G (5.29)
tend.2 Problema 5.3: Pe un plan inclinat cu unghiul
7 o . 9 g :
EFF.~ F a fata de orizontald se afla un punct material de
®

greutate G (fig.5.13). Asupra lui actioneaza o fortd F
paralelda cu planul inclinat. Coeficientul de frecare
dintre punct si plan este . Sa se studieze echilibrul
punctului material in functie de variabila F.

tend. L~
&

Fig.5.13

Rezolvare: In functie de marimea fortei F pot
exista mai multe situatii, dupa cum urmeaza:

- o tendintd de alunecare in jos pe planul inclinat sub actiunea greutatii
proprii, in cazul in care forta de tractiune este mica;

- un echilibru fard frecare (EFF), in care forta de tractiune echilibreaza
componenta greutatii pe directia planului inclinat si nu exista nici-o tendinta de
miscare;

- o tendintd de urcare pe planul inclinat in cazul unei forte de tractiune
suficient de mare care sa depaseasca actiunea greutatii proprii.

Pentru fiecare din aceste situatii fortele care actioneaza asupra punctului
material sunt reprezentate in tabelul 5.1. Fortele fiind coplanare, echilibrul poate
fi descris prin doua ecuatii de echilibru, respectiv de proiectie pe axele de
coordonate alese corespunzator, la care se adauga conditia de echilibru cu frecare
(5.9).
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Tabelul 5.1
tendinta 1-a echilibru fara frecare tendinta 2-a

F+T-Gsina=0 F-T—-Gsina=0

N—-Gcosa=0 N—-Gcosa=0
T <uN T <uN
F>G(sina— ucosa) F=Gsina=F, F<G(sina+ ucosa)
F £

Cele trei valori distincte calculate pentru forta F pot fi dispuse in ordine
crescatoare pe o axa (fig.5.14). Se constata ca echilibrul cu frecare exista pentru

F; < F<F,, respectiv:
G(sina—pucosa) < F <G(sina+ pcosa) (5.30)
Valoarea Fj pentru echilibru fara frecare se afld la mijlocul acestui interval.

miscare tendinta de tendinta de  miscare
in jos miscare in josmiscare in sus, in sus
7~ - 7~ 7
| e - 7
| | | | > I
0 F; Fy F,
echilibru cu frecare
Fig.5.14
3 : 9 <
> Un caz particular poate sd apara
- 7~ . N -
L - / atunci cand F; <0 (fig.5.15); aceasta
— i i > situatie este intdlnitd in cazul in care
Foo0 r F, F' unghiul de inclinare al planului este mic
! 0_ - sau in cazul cand suprafata acestuia
Fig.5.15 prezintd un coeficient de frecare mare.
Daca tractiunea lipseste, respectiv dacda F =0, intervine fenomenul de

autofranare, in care punctul ramane in echilibru pe planul inclinat sustinut numai
de forta de frecare.
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6. STATICA SOLIDULUI RIGID
6.1 Generalitati

In cazul unui solid rigid liber numarul gradelor -
de libertate (mobilitate) este de 6. Raportat la un sistem /N
constau din trei translatii in lungul axelor de coordonate
si din trei rotatii n jurul acestor directii.

Pornind de la observatia evidentiatda in cap.5.1 ca ()
numarul gradelor de libertate este egal cu numarul
parametrilor pozitionali independenti, pentru un corp se
pot lua in considerare coordonatele unui punct al sau si . Fig.6.1
unghiurile de rotatie in jurul axelor sistemului carte-
zian. Fara a intra in detalii, pentru necesitatile capito-

lului de fatd acesti parametri sunt x, y,z,Hx,Qy,HZ ) YN

=V

In cazul frecvent al unui corp obligat si se afle
tot timpul intr-un plan, de exemplu in xOy (fig.6.2), vor
exista pentru acesta numai trei grade de libertate,
respectiv doud translatii in lungul axelor din plan si o
rotatie in jurul unei axe perpendiculare pe plan.
Parametrii  pozitionali independenti corespunzatori Fig.6.2

acestui caz sunt x,y,0=6. .

Q
=V

6.2 Legaturile solidului rigid

Restrictiile geometrice impuse de legaturile pe care un corp dat le poate
avea cu o bazd fixd sau cu un alt corp, fix sau mobil, determind restrangerea
numdrului gradelor de libertate ale acestuia. Din punct de vedere constructiv se
pot realiza modele de legaturi (cuple cinematice) cu diferite combinatii de grade
de libertate suprimate; un studiu mai detaliat al acestora se intdlneste in Teoria
Mecanismelor. Prin traditie, in cadrul Mecanicii sunt studiate numai cateva
legaturi uzuale, respectiv rezemul simplu, articulatia, si incastrarea. La acestea
se adauga si prinderea in fire pentru care sunt valabile observatiile stabilite in
cap.5.2.

Axioma legaturilor, enuntata in cazul punctului material (cap.5.1), capata
in acest caz o formulare mai completd, dupa cum urmeaza: orice legatura poate
fi suprimata si inlocuita prin forte §i momente de legatura (reactiuni)
corespunzdatoare gradelor de libertate suprimate. Astfel, unei translatii anulate i
va corespunde o fortd dupa directia respectiva iar unei rotatii fatd de o axa un
moment in raport cu aceasta.
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Fig.6.4

Reazemul simplu se defineste ca legdtura prin
care un punct al corpului dat se afla in contact cu
suprafata altui corp. In miscare, un alt punct al
corpului se poate afla in aceasta situatie.

Daca cele doua suprafete sunt continue, fara
puncte singulare, atunci in punctul de contact A
exista un plan tangent (7) s1 o singura dreapta
normald (n)-(n) la ambele suprafete (fig.6.3).
Legatura suprimd corpului un singur grad de
libertate din cele sase mentionate mai inainte,
respectiv translatia dupa directia acestei normale.

Conform axiomei legaturilor, reazemul
simplu se 1inlocuieste printr-o singura fortd —
reactiunea normali N, al cirei sens este bine
definit de actiunea corpului de legatura asupra
corpului analizat.

In mod practic, din motive constructive sau
datoritd deformarilor, in cadrul rezemarii legatura
dintre cele doua corpuri poate avea loc dupa o zona
de contact extinsd — linie sau, dupa caz, suprafata
(fig.6.4). Interactiunea dintre corpuri se manifesta

prin forte distribuite pe zona mentionatd; admitand ipoteza ca aceste forte sunt
paralele, ele pot fi reduse la o rezultantd unica conform celor aratate in cap.3.4.3,
aplicata in centrul fortelor paralele.

A N,
NVe
b) Sy
C

Fig.6.5

Daca una dintre cele doud suprafete prezintd un punct singular de contact,
reactiunea N are directia normalei la cealaltd suprafati. CAteva situatii de acest
fel sunt exemplificate in fig.6.5. In cazul in care suprafata de sprijin este circulara
in sectiune, directia reactiunii trece prin centrul geometric C al acesteia.
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In reprezentirile grafice simplificate

ale legaturilor se utilizeaza de obicei 7\ A/_ —,A; 7%7
d)

simboluri ale reazemului simplu; cele mai

utilizate sunt reprezentate in  fig.6.6. a) b) c)
Simbolurile din detaliile ¢) si d) indica un Fig.6.6
reazem care permite constructiv - mici

deplasari laterale, fara rezistente datorate frecarii.

Articulatia este legatura prin care unul si
acelasi punct al corpului dat ramane permanent
intr-un punct fix din spatiu sau intr-un punct
apartinand unui corp mobil.

Cea mai frecventa reprezentare a acestui
tip de legaturd este prin doua sfere concentrice
(fig.6.7), punctul comun fiind centrul lor
geometric O. Din acest motiv articulatia in spatiu
se mai numeste si articulatie sferica. Legatura
suprima cele trei translatii ale corpului, lasandu-i Fig.6.7
cele trei rotatii.

Conform axiomei legaturilor si corespunzator celor trei translatii
suprimate, articulatia sferica introduce trei reactiuni perpendiculare una pe
cealalta, dupa niste directii convenabil alese.

Daca cele trei directii sunt axele de

coordonate, reactiunile se noteazaR,,R,,R, si

constitue necunoscute ale calculului. In unele
aplicatii, in locul acestora se ia in considerare
rezultanta lor care introduce tot trei necunoscute
— modulul reactiunii si doud unghiuri de pozitie
pentru directia acesteia (cap.3.1.2).

Daca corpul dat se poate deplasa numai
intr-un plan, legatura se realizeaza prin
intermediul a doi cilindri coaxiali — cel al
lagarului la exterior si cel al axului la interior; axa comuna este perpendiculara pe
plan in punctul respectiv (fig.6.9). Articulatia pland se mai numeste si articulatie
cilindrica. Din cele trei grade de libertate pe care le are un corp liber in plan,
articulatia cilindrica suprima cele doua translatii, ldsdndu-i numai rotatia
(fig.6.10).

Corespunzator translatiilor suprimate, conform axiomei legaturilor, o
articulatie cilindrica va introduce doua reactiuni, perpendiculare una pe cealalta,
dupa directii convenabil alese. Pentru cele doua reactiuni coexista doua moduri
de notatie echivalente: R,,R, conforme axelor de coordonate din plan, precum

Fig.6.8

si H, V preluate din statica constructiilor, cu semnificatia de reactiune orizontala
si respectiv verticala. Prin traditie aceastd ultima notatie se pastreaza in Mecanica
tehnica si in cazul cand directiile lor sunt altele decat cele mentionate.
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Fig 6.9 Fig.6.10 Fig.6.11

Simbolurile utilizate pentru articulatii sunt reprezentate in fig.6.11 dupa
cum urmeaza: a) articulatia sferica fixa, b) articulatia sferica mobila, c) articulatia
cilindrica fixa, d) articulatia cilindrica mobild; e), f) — reprezentari simplificate
ale articulatiei cilindrice.

Incastrarea este legitura prin care un corp este astfel fixat incat nu mai are
nici-o posibilitate de miscare. Cea mai frecventd reprezentare a unei Incastrari
corespunde fixarii unei bare intr-un perete. O 1incastrare in spatiu raspunde
solicitarii barei printr-un sistem de forte oarecare iar o 1ncastrare plana unui
sistem de forte coplanare.

Fig.6.12 Fig.6.13
Incastrarea in spatiu ripeste corpului toate cele 6 grade de libertate.
Conform axiomei legaturilor, in locul celor trei translatii suprimate se vor
introduce trei forte perpendiculare una pe cealalta, dupa directii convenabil alese,
iar 1n locul celor trei rotatii se vor introduce trei momente fata de aceste directii
(fig. 6.12).

Incastrarea in plan suprima cele trei grade de libertate specifice. In locul
celor doua translatii se introduc doua forte perpendiculare una pe cealalta, dupa
directii convenabil alese, si un moment fata de punctul de incastrare (fig.6.13).

De obicei bara este perpendiculara pe peretele respectiv si este convenabil
ca directiile dupa care se introduc reactiunile sd fie in lungul barei si respectiv
perpendicular pe aceasta. Pentru notatiile reactiunilor sunt valabile observatiile
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de la articulatie. Simbolizarea unei incastrari corespunde in general desenelor din
fig.6.12 s1 6.13 1n care bara se inlocuieste printr-o simpla linie.

Atat la articulatie cat si la incastrare sensurile reactiunilor se pot alege
arbitrar. Daca din calcule rezulta pentru acestea valori negative, sensul real este
contrar celui considerat initial.

6.3 Echilibrul solidului rigid

Daca un solid rigid liber este actionat de un sistem oarecare de forte,
conditia necesara §i suficienta pentru ca el sa se afle in echilibru este ca torsorul
sistemului sd fie nul in orice punct s-ar face reducerea. Intr-un punct oarecare O
torsorul de reducere va fi

o o 6.1)
Mo=2My(F)=0

Pornind de la cele doua ecuatii vectoriale de echilibru, pe baza relatiilor (3.36) si

(3.39) se poate scrie:

{E:zfi:o
To

ZEX:O ZMiXZO
ZE)} :O ZMiy :O (62)
ZEZZO ZMiZ:O

Acestea reprezinta 6 ecuatii scalare de echilibru. Se remarca egalitatea dintre
numarul acestor ecuatii si cel al gradelor de libertate ale corpului liber.
Daca corpul este actionat de un sistem de forte coplanare, atunci ecuatiile
de echilibru sunt:
2E, =0 XF,=0  ¥M;_ =>M,=0 (6.3)

Si in acest caz numarul ecuatiilor este egal cu cel al gradelor de libertate ale
corpului constrans sa se afle in planul respectiv.

Asupra unui corp avand una sau mai multe legaturi, pe langa fortele date
actioneaza si reactiunile specifice. Pentru acestea se poate calcula un torsor
separat in raport cu acelasi punct de reducere:

R =YF
ol 2 (6.4)
My = M 0 (F}eg)
Corpul supus actiunii celor douad sisteme de forte, date si de legaturd, se va afla in
echilibru daca torsorul general de reducere este nul:

3k

R+R =Y F, +YF,,=0
T0+Z—0

., o _ (6.5)
Mo+Mo=2My(F)+2Mo(Fle)=0

Aceste ecuatii vectoriale de echilibru conduc la ecuatii scalare de forma (6.2) sau
(6.3) in care insa, pe langa fortele date se vor introduce si reactiunile.
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In problemele de statica solidului rigid reactiunile din legaturi sunt
necunoscute ce trebuie calculate. Corpul, luat individual, este static determinat
daca numarul necunoscutelor este mai mic sau cel mult egal cu numarul
ecuatiilor scalare de echilibru care se pot scrie corespunzator sistemului de forte
care il actioneaza. In caz contrar se spune ci este static nedeterminat si calculul
reactiunilor se poate face numai daca se renuntd la ipoteza rigiditatii corpului
luatda in considerare in Mecanicd (metodele apartin disciplinei Rezistenta
Materialelor).

2a 2a 2a 3a

< < €T

Py nnnensss DAY e
72;2 \{450 -/ 779;;8

2a
I

Fig.6.14

Problema 6.1 Bara pland din fig.6.14 este supusa actiunii unui sistem de

forte coplanare compus din fortele F; = P2 , I, =2P, momentul M; =Pa, si
doua forte distribuite la care se cunoaste ¢=P/a. Se cere s se calculeze

reactiunile in legaturile din punctele 4 i B .

Rezolvare. Pe o reprezentare grafica simplificatd a barei (fig.6.15) se
refigureaza fortele date si se introduc reactiunile specifice articulatiei cilindrice
din 4 si reazemului simplu din B.

YN

a Q] a | Q2
) (—>: M, (—):
|
L1 N B N
H l‘ Vv \{45 /) f N X
Fi
F
Fig.6.15
Fortele distribuite se inlocuiesc prin rezultantele lor (cf.cap.3.4.3):
0,=q-2a=2P

6.6
Q2=§~2q-3a:3P (6.6)

Se alege un sistem de referintd cu originea in articulatia din punctul 4 si cu axa
Ax suprapusa barei. Pe baza relatiilor generale (6.3) ecuatiile scalare de echilibru

sunt:
H+ Fcos45°—F, =0

(5F,=0) V+N-0-0,—Fsind5°=0 6.7)
(XM, =0) M, +N-6a—0Q,-a—Q, -Ta—F,sin45°-2a—F, -2a=0
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Dupa efectuarea calculelor rezulta reactiunile:

14

N=—P H=P
3

4

Este de remarcat cd pozitia pe bara a momentului M; (considerat ca momentul

unui cuplu) nu influenteaza valorile reactiunilor.

Problema 6.2 Bara
din fig.6.16, formata din trei
segmente perpendiculare unul
pe celdlalt de lungime a, b si
¢, este Incastrata la o extre-
mitate; asupra ei sunt aplicate

fortele F, P si Q ale caror

directii sunt paralele cu
segmentele barei. Sa se scrie

ecuatiile  scalare  pentru
calculul  reactiunilor din
incastrare.

Rezolvare: Sistemul de
forte este dispus tridimen-
sional si in consecintd se
utilizeaza ecuatiile scalare de

forma (6.2):
R.—-P=0
R,+F=0
Rz _Q:0

Problema 6.3 Placa din fig.6.17 de
greutate G are forma unui segment de cerc de
raza R, cu unghiul la centru de 120°; placa
este articulatd in punctul 4 si simplu rezemata
in B pe un perete vertical. Se cere sa se
calculeze reactiunile in aceste legaturi.

Rezolvare:  Segmentul de cerc este o
figurd compusa obtinutd prin diferenta dintre
un sector circular (1) si un triunghi isoscel
(2), figuri simple care au centrele de masa pe
axa de simetrie comund. Pentru pozitia

Fig. 6.16

M,-Qa+Fc=0
M, +0b=0 (6.9)
M,+Pa+Fb=0

centrului de masa al placii se fac urmatoarele calcule:

_1,.p?
Ay =37R =
OC:AI.OC]_AZ.OCZ_ 9

0C, =8B 4 R oo, =R

AI _AZ

_47z\/§—9

3

(6.10)

R=0,705R
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Pentru ecuatiile de proiectie se aleg directiile orizontala si verticala iar ecuatia de
momente se scrie fatd de articulatia din 4. Se obtine:

H-N=0 V=G
V-G=0 | > Vg nN- 9 G =0.610G (6.11)
N-R-G-0OCsin60°=0 2(47 - 343)
Problema 6.4 Bara din
01 fig.6.18 este 1Incastrata la
I extremitatea O si  este
! 92 incdrcatdi cu o sarcind dis-
I
11 Y v tribuitd trapezoidal cu valo-
a4 C B rile g;=q si g,=3q. Se
M dau dimensiunile AB=2[,
| OA=1, a=45°. Sa se
7 4 calculeze reactiunile din
0 Fig.6.18 Incastrare.
Rezolvare: Sarcina trapezoidald se inlocuieste prin forta concentrata (rel.3.83):
in(q1+q2)-AB=4ql AC:M.AB:ZZ (6.12)
2 3(q;+9>) 6
Ecuatiile de echilibru si valorile reactiunilor sunt:
H-QOsina =0 H=V=2J2q1=283ql
V—Qcosa=0 - (6.13)
B M:Mqlzg7,5q12
M —Q(OAcosa+ AC)=0

6.4 Frecarea in legaturile solidului rigid

In legiturile mobile, in afard de
reactiunile specifice, in sens contrar
tendintelor de miscare apar si rezistentele
datorate frecarii S-a aratat in capitolul
/precedent ca, in general, pentru fortele de
‘ legaturda se poate calcula un torsor de
reducere in punctul teoretic de contact O
(rel.6.4). Elementele acestui torsor,

. et .
respectiv rezultanta R si momentul

rezultant M 2 se pot descompune la

reazemul simplu, de exemplu, dupa
directia normalei comune (n)-(n) la
suprafetele in contact si dupad cate o directie continutd in planul (7) tangent la
aceste suprafete, respectiv O-(t;) si O-(t;) (fig.6.19).
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LR =N+T
70y —x  —  — (6.14)
Mo=M,+M,
Componentele de mai sus au urmatoarea semnificatie:
N - reactiunea normald specificd reazemului simplu;

T — forta de frecare de alunecare, opusa tendintei de deplasare in planul
tangent (7);

M , — momentul de frecare de pivotare, opus rotatiei in jurul normalei (n)-(n);

M, — momentul de frecare de rostogolire, opus rotatiei peste planul tangent in
jurul dreptet O-(2).
Pentru fiecare din frecarile mentionate, ca i pentru cele care nu apar mai sus, se
face un studiu distinct, evidentiindu-se valorile specifice miscarii cat si conditiile
de echilibru cu frecare.

6.4.1 Frecarea de alunecare

Un corp aflat intr-o legatura de tip :
reazem cu un alt corp intdmpina 1n timpul
migcarii o rezistenfd concretizatd printr-o
forta de frecare aplicatd in punctul de
contact. Aceastd forta este continutd in .
planul tangent la cele douda suprafete si /
este Indreptatd in sens invers tendintei de g
migscare (fig.6.20). Pentru cazul wunei “ T Fig620
frecari uscate isi pastreaza valabilitatea
discutia facuta in cap.5.4 referitor la legaturile cu frecare ale punctului material.
Relatiile specifice frecarii de alunecare sunt:

— In migcare: 7T=uN (6.15)

— la echilibru: 7<uN (6.16)

S-a aratat la analiza reazemului simplu ca existd situatii in care contactul
intre suprafete nu are loc intr-un singur punct ci pe o suprafatd si ca reactiunea
normala, distribuita pe suprafata sau linia de contact, se poate reduce la o rezul-
tantd. Daca legatura este cu frecare atunci si forta de frecare este distribuitd si
poate fi redusa la o rezultantd aplicatd de regula in acelasi punct ca si reactiunea
normala.

tendinta de .~
miscare

6.4.2 Frecarea de rostogolire

Acest gen de frecare intervine frecvent In cazul unei rofi care se
rostogoleste peste o suprafata deformabila. Astfel, in cazul unei roti de greutate G
aflatd in repaus pe o suprafatd nedeformabilda reactiunea normald N este
concentrata in punctul teoretic de contact A4, respectiv in punctul de tangenta
dintre suprafete (fig.6.21, a).
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N

a) b) c) d)
Fig.6.21

Daca suprafata de rezemare este deformabila, apare o reactiune distribuita

n care se reduce la o rezultanta N aplicata in acelasi punct 4 (fig.6.21, b).
! Daca se aplica in centrul rotit o forta de
; tractiune F, a carei valoare creste progresiv
<L | DO pornind de la 0, are loc o deformare locald a
" suprafetei de contact in sensul in care actioneaza

n i Y, aceasta (fig.6.22). Datorita asimetriei, rezultanta
—>r—f— N va fi deplasata intr-un punct B, la distanta a
Fig.6.22 fatd de axa rotii. Aceastd dezaxare creste odatad

cu majorarea fortei de tractiune pand la valoarea s=a,,, In momentul ruperii

echilibrului (fig.6.21, c); in miscare ea raimane cu aceasta valoare.

Pe suprafata de contact, in sens opus tendintei de miscare, asupra rotii se
exercita si o forta de frecare distribuita ¢ care poate fi redusa si ea la o rezultanta
T, in acelasi punct B; suprafata de contact este foarte mica s1 se poate considera
ca forta T are directia tangentei la roatd. Pentru comoditatea tratarii fortele de
legatura din punctul B se reduc in punctul teoretic de contact 4. Momentul fortei
T fatd de 4 este practic neglijabil astfel ca torsorul de reducere va contine:

* {N +T
Ty _
M,=M,(N)=Na
Forta de frecare T creste odata cu forta de tractiune F pana la ruperea echilibrului
dupa care ramane constantd, conform celor aratate in capitolul precedent. Aceste
forte, fiind paralele, egale si de sens contrar, formeaza un cuplu al carui moment
imprima rotii o tendintd de rostogolire peste suprafata de rezemare. Acestei ten-
dinte 1 se opune momentul M, - momentul de frecare de rostogolire. La limita:
M, =M, o« =Nayx =SSN (6.18)
valoare care se pastreaza si in timpul miscarii. Dupa ruperea echilibrului, surplu-

sul fortei F' peste forta de frecare maxima va determina aparitia unei acceleratii a
rotii. Si pentru frecarea de rostogolire se pot scrie relatiile:

— in migscare: M,=sN (6.19)
—la echilibru: M, <sN (6.20)
in care lungimea s este coeficientul de frecare de rostogolire.

(6.17)



Problema 6.1: (Roata trasa). Pe un plan EFF _ >
inclinat cu un unghi « fatd de orizontald se afld o . @=__Tend 2
roatd de razd R si greutate G (fig.6.23). Asupra rotii tenﬁ ]/
actioneaza o forta F paraleld cu planul. Intre roata si / -

plan exista atat frecare de aluncare cat si de

rostogolire, cu coeficientii # s1 s. Sa se determine
valorile fortei /" pentru echilibru.

Rezolvare: 1In functie de marimea fortei F pot \
exista: Fig.6.23

— o tendinta de alunecare si rostogolire in jos pe planul inclinat, in cazul in
care forta de tractiune este mica;

— un echilibru fara frecare (EFF), in care nu existd nici-o tendinta de
miscare;

— o tendinta de alunecare si rostogolire in sus pe planul inclinat in cazul
unei forte de tractiune suficient de mare .

Fortele aplicate rotii si ecuatiile de echilibru pentru fiecare caz sunt date in
tabelul 6.1.

Tabelul 6.1
tendinta 1-a echilibru fara frecare tendinta 2-a

F+T-Gsina=0 (F—Gsina=0 F-T—-Gsina=0
N-Gcosa =0 N—-Gcosa=0 N—-Gcosa=0
GRsina—FR-M, =0 TGRsina—FR=0 1GRsma—-FR+M, =0
T <uN T=0 T <uN
MI/.SSN M},.ZO MI,SSN
F>G(sina— pcosa) F=Gsina=F, F<G(sina+ pcosa)
Fiq F2a
FZG(sina—%cosa) FSG(sina+%cosa)
FII” F2r
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In ultima linie a tabelului sunt prezentate conditiile pe care trebuie sa le
indeplineasca forta F pentru ca roata sa nu alunece si sd nu se rostogoleasca.

Trebuie precizat ca de regula s/R << 1, astfel incat cele cinci valori de referinta
calculate pot fi ordonate intr-o succesiune crescatoare (fig.6.24).

EFF

/ // ‘/__/ /:' ‘// /

y 3
O O OO0 O O
| | | | | >_F
0 Fia Fi, Fy Fy, F,
rosroéoffre ros.foéo!ire echilibru r-os.!oéo]ire rosto:qoiire
cit fara cul fara cu
alunecare alunecare ﬁ'E'C'HTE? alunecare alunecare
I'=uN T<uN I'<uN T<uN I'=pN
M;.=sN M,=sN M, <sN M,=sN M,=sN
Fig.6.24

Echilibrul rofii este asigurat pentru valori ale fortei /' cu prinse intre Fj,. si .,
respectiv:

G(sina—%cosa)SFSG(sina+%cosa) (6.21)

La ruperea echilibrului, intr-un sens sau in celdlalt, punerea in miscare a rotii
incepe prin rostogolire.

Problema 6.2: (Roata motoare). Roata din
fig. 6.25, aflatd pe un plan plan inclinat cu un unghi
o fatd de orizontald, are raza R si greutate G.
Asupra rotii actioneaza un cuplu motor M precum si
o forta rezistenta F paralela cu planul. Coeficientii
de frecare dintre roatd si plan sunt u si s. Sa se
determine valorile momentului M si ale forter F
pentru care roata se afla in echilibru.

Rezolvare: In functie de marimea cuplului
motor M roata se poate afla in urmatoarele situatii: Fig.6.25

— o rostogolire in jos pe planul inclinat, in cazul in care cuplul motor M
este mic;

— absenta rostogolirii (AR);

— o rostogolire in sus pe planul inclinat, in cazul unui cuplu motor M
suficient de mare .

Forta rezistentda F impune o tendintd unicad de alunecare catre partea
inferioara a planului inclinat.

Fortele care actioneaza roata motoare in fiecare din situatiile mentionate
precum si ecuatiile care descriu echilibrul sunt date in tabelul 6.2.
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Tabelul 6.2

tendinta 1-a absenta rostogolirii tendinta 2-a

(T —F —-Gsina=0 (T-F—-Gsina=0 T—-F—-Gsina=0

N—-Gcosa=0 N—-Gcosa=0 N—-Gcosa =10

JGRsina+FR—M— GRsina+ FR—M =0 GRsina+ FR-M +
-M, =0 <0 +M,=0

T < uN M,=0 T <uN

(M, <sN M, <sN

F<G(ucosa—-sina)=1F,
M 2>2R[F+G(sina— M =R(F+Gsina)= M <R[F+G(sina+
—%cosa)]:Ml =M, +%cosa)]=M2

Se observa ca exista o singura valoare de interes pentru forta rezistenta F' si trei
valori distincte pentru cuplul motor M. O discutie asupra acestui rezultat este
prezentatd in fig.6.26.

7 /
A

00, OO0 0,

]
0 F. 7 M, M, M,
echilibru  alunecare rostogolire  echilibru cu frecare  rostogolire
F=pN  T=pN M =sN M <sN My=sN
Fig.6.26

Echilibrul rotii motoare este asigurat pentru /"< F, s1t M; <M <M ,, respectiv
F<G(ucosa—sina)

: s , s (6.22)
R[F +G(sina — Ecosa)] <M <R[F+G(sna+ Ecosa)]
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6.4.3 Frecarea de pivotare

! Acest tip de frecare intervine in cazul unui corp

! rezemat pe o suprafatd si supus unei actiuni de rotire in
Ql_) jurul normalei comune la cele doud suprafete in contact.
GYM Cazul frecvent analizat este cel al unui arbore rezemat la
| un capat pe o suprafatd de sprijin plana (fig.6.27). Pe langa
pmdon - forta axiala, in exemplul de fata greutatea G, arborele mai
Dttty este supus unui cuplu motor M care tinde sa 1l roteasca in
- _5 jurul axei sale. Acestor solicitari li se opune torsorul
M, TN fortelor de legatura compus din reactiunea normala N si

Fig.6.27 momentul de frecare de pivotare M .

Pentru generalitate se considerd ca arborele are o scobitura la
capatul de sprijin astfel ca suprafata de contact este inelara. Cu notatiile din
fig.6.28, presiunea pe suprafata este:

(6.23)

Fig.6.28 Fig.6.29
Reactiunea normala este distribuitd pe Intreaga suprafatd de contact. Pe o arie
clementara dA va actionea o reactiune normala elementara:

dN = pdA (6.24)
In miscare, pe suprafata dA ia nastere o forta de frecare
dT = udN (6.25)

Impreund cu forta simetrica aceasta formeaza un cuplu, astfel ca pe intreaga
suprafatd de contact torsorul de reducere al fortelor de frecare va consta numai
dintr-un moment rezultant M , :

M,= [dM,= [rdT (6.26)
(4) (4)
Aria elementara dA este definitd dimensional in fig.6.29; facand toate inlocuirile
se obtine:
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2 R, > 2r 2 R; —Rf
M :,up_”r drd@z,upj. r er. dd=—u———=G (6.27)
(4) 2 1

Uneori, pentru compatibilitate cu relatiile similare de la frecarea de alunecare si
cea de rostogolire, se adopta notatia:

2 R} -R;

vV=—pu———=

2 p2

3 Ry -Rj

in care v (niu) este coeficientul de frecare de pivotare si are dimensiunea unei

(6.28)

lungimi. Pentru cazul in care capatul axului nu are scobiturd, R, =R si R; =0,
se obtine:
2
V= 3 UR (6.29)

Se constatd insa ca aceast coeficient depinde atit de combinatia de materiale
utilizata, prin coeficientul de frecare de alunecare u specificat, cat si de forma si
dimensiunile capatului pivotului.

In analiza de mai sus (rel.6.25) s-a considerat ca pivotul se afld in migcare

de rotatie §i in consecintd momentul de frecare de pivotare M , ia valoarea sa

maxima. Recapituland se poate scrie:
—In migcare: M, =M =vG (6.30)

p.max
~ la echilibru: M, <vG (6.31)

Tipul de frecare analizat in acest capitol poate fi extins si la o serie de aplicatii
cum sunt cuplajele prin frictiune, ambreiajele sau unele dispozitive de franare.

Problema 6.3: Intre doi arbori se transmite un 1
cuplu motor de moment M printr-un cuplaj cu frictiune y
realizat din doua discuri avand suprafetele de contact p
inelare cu diametrul D la exterior si d la interior d
(fig.6.30). Coeficientul de frecare dintre cele doudt+ —-+-4-
discuri este . Sa se calculeze forta axiald F' pe care ar
trebui sd o exercite un arc spiral asupra discurilor
pentru ca transmisia sd poatd avea loc. A
Rezolvare: Transmiterea integrala a cuplului are loc Fig.6.30
atunci cand discurile nu alunecd unul in raport cu celalalt; momentul dat de
fortele de frecare dintre ele, analog momentului de frecare de pivotare analizat
mai Tnainte, este egal cu momentul de transmis iar forta axiald care realizeaza
presiunea intre discuri este echivalenta greutatii pivotului din relatia (6.31).
Astfel,

M=M,<vF (6.32)
Coeficientul v se calculeaza in functie de diametrele discurilor:

2 02*-w>2} 1 D-d’ 633
v_3ﬂ(D/2)2—(d/2)2_3'UD2—d2 (0:33)
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Pentru realizarea transmisiei forta axiala trebuie sa indeplineasca conditia:

MDZ_ 2
F23 3 d3 (6.34)
H D’ —d

6.4.4 Frecarea in articulatii

Elementele de baza ale unei articulatii sunt
lagarul s1 axul (fig.6.31). Se face ipoteza ca
imbinarea dintre ele este cu joc. Torsorul de
reducere 1n punctul O al fortelor exterioare
aplicate axului este:

TO{G (6.35)

Daca ar actiona numai greutatea G, punctul
teoretic de contact dintre cele doud suprafete s-ar
gasi pe directia acesteia. Datorita frecarii de
alunecare dintre cele doua suprafete, cuplul M,

produce o “urcare” a axului pe lagér iar contactul
are loc in punctul 4. Luand in considerare si o
frecare de rostogolire, in acest punct de contact
actioneaza torsorul fortelor de legatura:

TA{ LN ro{ (6.36)

M, =M, +Tr,

%

R reprezinta reactiunea totald aplicata axului de catre lagar iar M, — momentul

de frecare din articulatie — cumuleaza efectul frecarii de alunecare si al celei de
rostogolire. In cazul echilibrului componentele torsorului 7, sunt egale cu cele

ale torsorului 72 (fig.6.32); tinand cont de faptul ca R’ se poate exprima §i ca

rezultantd a reactiunilor / si1 V, definite in cap 6.2 pentru cazul unei articulatii
cilindrice, se poate scrie:

G=R =vH?+V? M, =M, (6.38)
Ecuatiile scalare de echilibru corespunzatoare incarcarii din fig.6.31 sunt:
N—-Gcosa=0
: T<uN
T-Gsma=0 (6.39)
M, <sN

M,-M, +Grysma =0
Din conditia ca axul sa nu alunece se obtine tga< . Tinand cont de valorile

uzuale ale coeficientul de frecare 2, se deduce ca unghiul « este foarte mic si, in
consecintd, se pot face aproximatiile sina ~tga~ u s1 cosa~ 1. Din conditia
ca axul sa nu se rostogoleasca se obtine:
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M, <Gry (sina+icosa) =G, (,u+i) =1y G
7

)

(6.40)

Prin u, s-a notat coeficientul de frecare in articulatie. In general raportul s/r

este mic astfel ca in aplicatii se poate lua 1, = 1.

In baza echivalentelor din (6.38) se poate scrie in final:

— in migcare M , :,uor()\/H2 +7?

— la echilibru M , < gy iy NVH 2 4p?

Problema 6.4:

lagarul sdu existd frecare cu coeficientul . Sa se ?
studieze starea troliului in functie de mirimea fortei de G f F

tractiune F.

Pentru ridicarea unei greutiti G
(fig.6.33) se utilizeaza un troliu format din discurile de

raze R; sirespectiv R,. Intre axul trolwului, de raza 7, si

(6.41)

(6.42)

Fig.6.33

Rezolvare: In functie de mirimea fortei F existd un echilibru fara frecare
(EFF) precum si doud tendinte de miscare, ambele indicate in fig.6.33. Calculele
sunt prezentate in tab.6.3 iar discutia in fig.6.34.

Tabelul 6.3
tendinta 1-a echilibru fara frecare tendinta 2-a
| ! !
F
G
G : F F
H=0 H=0 H=0
V-G-F=0 V-G-F=0 V-G-F=0
M ;< pgrgNH? +V° My=0 M, < pgrgNH? +V7
FZGM:F] F:G&:Fo FSGM:FZ
Ry +py 1 2 Ry — g 19
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EFF
— ~ -
© ©10 ©
| | | S
rolire echilibru cu frecare " rolire

Mf :#0 FOV Mf S‘LIO FGV Mf Z,HO FOV
Fig.6.34

6.4.5 Frecarea firelor

- _ Acest tip de frecare se intdlneste in

dy ~ tendinta de . . C

N .cazul unui fir (sau al unui corp asimilabil

migcare a firului . . A

acestuia) care este infasurat pe o roata, intre

ele existand frecare de alunecare de coeficient

e =L~ . : L. Unghiul de infasurare al firului pe roata
2 este 6.

Spre deosebire de celelalte tipuri de
frecare analizate mai inainte, la care se putea
; exprima In mod distinct rezistenta opusa

Fi1g.6.35 tendintei de miscare sub forma unei forte sau
a unui moment de frecare, in cazul de fatd aceasta se pune in evidentd prin relatia

care existd intre tensiunile 7, s1 7, aplicate firului la capete (fig.6.35). Analiza

este valabila atat pentru situatia roatd fixa — fir mobil cat si pentru cea inversa.
Se examineazd in continuare echilibrul unui segment de fir elementar
cuprins intre doud raze care fac intre ele un unghi dy . Fortele care actioneaza

asupra acestuia sunt reprezentate detaliat in fig.6.36.

Tensiunile pe cele doua sectiuni ale
segmentului de fir sunt perpendiculare pe
acestea. Daca se considera ca tendinta de
miscare a firului in raport cu roata este in
sensul de actiune al forter 7,, atunci pe

sectiunea corespunzatoare a segmentului de
fir va exista un surplus de tensiune d7 .
Fortele de legdturd dintre fir i roata
sunt distribuite in lungul arcului de contact;
numai pentru segmentul de fir studiat ele pot
fi reduse la o reactiune normala si la o forta

de frecare F, (notatd astfel pentru evitarea

confuziilor).
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Intr-un sistem local de axe ecuatiile scalare de echilibru ale segmentului de
fir sunt urmatoarele:

(T+dT)cos%—Tcos%—Ff =0
<N—(T+dT)sind—27—TsinQ:0 (6.43)

Pentru unghiul elementar Jy se pot face aproximatiile cosdy/2~1 si
sindy/2~dy/2 , astfel ca primele doud relatii iau forma:

dT —F; =0 N-Tdy=0 (6.44)
S-a neglijat termenul confinand produsul d7dy . Prelucrand aceste relatii in
raport cu conditia de echilibru cu frecare se obtine pentru segmentul elementar

d—; <udy (6.45)

Pentru a acoperi toatd portiunea de fir aflatd in contact cu roata se integreaza
aceasta relatie in limitele fiecarei variabile s1 se obtine succesiv:

T. dT T,
j <uj dy = W=7 <u0 > W 2<ud -

! (6.46)

T
—> _de'ug —> ngTleﬂg
T;
Pentru tendinta de miscare inversa demonstratia se face in mod analog; conditia
de echilibru se poate obtine inversand intre ele cele doud tensiuni in (6.46):

T .
L,<he" > <, o 2T (6.47)
e

Echilibrul fara frecare se realizeaza in absenta oricarei tendinte de miscare,
respectiv pentru T, =7;. In diagrama din fig.6.37 se prezintd starea firului in

functie de variatia fortei 7).

EFF
/—\ -
© ©10 ©
N
T
0 T, e 40 T; Tjef“‘? _

alunecare  echilibru cu frecare  alunecare

Fig.6.37
Se constata ca firul este in echilibru cu frecare pentru:

Tye "0 <T,<T; "’ (6.48)
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Dupa punerea in migcare a firului intr-un sens sau in celdlalt, rezistenta
opusa acestuia de catre frecare este cea din momentul ruperii echilibrului;
surplusul de tractiune determinad accelerarea miscarii. Pentru miscarea firului in
sensul din fig.6.35:

T, =T,e"0 (6.49)
Se remarca faptul cd rezistenta opusa prin frecare la deplasarea unui fir pe

o roata creste exponential cu unghiul de infasurare 8. Presupunand, de exemplu,
un coeficient de frecare 1 =0,15, raportul intre cele doua tensiuni, corespunzator

limitei, este dat in tabelul 6.4 iar diagrama in fig.6.38.

Tabelul 6.4
300
T
Al
i ! T! 200
0 7 -
0.1 7.099
0.5 1.602 o
i 2,566
2 6,586
: 6/2
4 43.376 I , | | | | f i
6 285.678 0 1 2 3 4 5 6

Fig.6.38

Relatiile (6.46) au fost deduse studindu-se echilibrul firului. In aplicatiile
practice insa, se utilizeaza ecuatiile care descriu echilibrul rotii asupra caruia
acesta actioneaza. Faptul ca nu se evidentiaza o forta de frecare distincta si se pot
intrebuinta notatii diverse pentru tensiuni poate ingreuna stabilirea corecta a

conditiei de echilbru. In acest sens, pornind de la observatia ca e"? > 1 (deoarece

4 s1 6 sunt argumente pozitive) si tinand cont de sensul frecdrii aplicate firului de
catre roata, se compara intre ele tensiunile de la capetele acestuia; cea mai mica

dintre ele se inmulteste cu ¢’ in inecuatia de echilibru.

F Frecarea firelor are multiple

= aplicatii in transmiterea miscarii.
Mentionam in acest sens transmisiile
prin curele sau benzi, instalatiile de
ridicare sau de transport pe cablu.
Totodata, fortelor de frecare foarte mari
care iau nastere permit realizarea unor
dispozitive de franare a miscarii
utilizate, de exemplu, la vehiculele
grele pe senile.
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Problema 6.5: - (Frana cu banda). Sa se determine forta minima F care
trebuie aplicatd unei parghii pentru a frana rotatia unui troliu actionat de o
greutate G (fig.6.39). Franarea se realizeaza printr-o banda aplicatd pe jumatate
din discul interior. Se cunosc razele R; si R,, lungimile / §i a, precum si

coeficientul de frecare i dintre banda si disc. Se va face determinarea pentru
ambele variante de asezare a greutatii G.

Rezolvare: Tensiunea din ramura de fir care face legatura intre parghie si
troliu actioneaza in mod egal asupra acestora dar in sensuri diferite. Pentru
determinarea fortei F sunt suficiente numai ecuatiile de momente ale fortelor
aplicate fiecarui corp fatd de punctele O si respectiv A. Schemele de incarcare si
ecuatiile sunt prezentate in tab.6.5. Sunt puse in evidenta frecarile aplicate firului
de catre roatd in ambele variante pentru a se putea stabili corect conditia de
echilibru, in modul descris mai inainte.

Tabelul 6.5
Fir Parghie Ecuatii
P
———
r'd
§ 1 OR, — PR, +GR, =0
S\ Oa—FI=0
N
SN ¢ F P<Qe!"”
—r
Q<P
P
e
S OR, — PR, —GR, =0
3 Qa—-FIl=0
N
N _Q> Q< pet”
P<Q

Rezolvand sistemul de ecuatii pentru prima variantd de montaj rezulta:
R 1

F> GR T =F i (6.50)
5 _
1ar pentru cea de a doua varianta:
R e""
F>G" ©  _F .  =F oM (6.51)

min2 —
Rza et -1

Se constatd cd in cea de a doua varianta forta minima necesara pentru realizarea
franarii este cu mult mai mare decat cea din prima varianta.
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7. STATICA SISTEMELOR DE CORPURI
7.1 Generalitati

Un sistem de corpuri este un ansamblu de solide rigide aflate in
interactiune mecanicd, care functioneaza in mod unitar; el se poate afla in
interactiune cu corpurile altor sisteme.

Asupra corpurilor componente ale unui sistem pot actiona:

— forte exterioare din partea unor corpuri necontinute in sistemul dat
(fortele cu rol tehnologic primite sau transmise, fortele de greutate, reactiunile n
legaturile cu alte sisteme, etc.);

— forte interioare de legatura (reactiuni) numai intre corpurile sistemului.

Conform principiului actiunii si reactiunii fortele de legaturda dintre doua
corpuri sunt egale si direct opuse; in consecintd acestea se vor nota prin acelasi
simbol, vor avea aceeasi directie dar sensurile vor fi contrare.

D Pentru exemplificare se prezinta
// sistemul din fig.7.1 format din patru

/ corpurt. Un corp avand greutatea G,; se
QB reazema cu frecare pe o bara de greutate

G, , care este incastratd la extremitatea 4

i T

A

ho)
intr-un perete vertical. La extremitatea B
Fig.7.1 @ este fixat printr-o articulatie cilindrica un

troliu de greutate G;. Pe discul interior al

troliului este infasurat un fir legat la corpul /; pe discul exterior este infasurat un
al doilea fir de care este suspendat un corp de greutate G,. Fortele aplicate
fiecaruia dintre corpuri sunt prezentate in fig.7.2.

NH
. S,
Vi, N[ e i o U L5
A ;_‘1
H, T G H, .
>— —
< l
4 G, Ve [ Ve
. G; S, )
Fig.7.2

Fortele exterioare sunt greutdtile G;,G,,G;,G, si reactiunile din
incastrarea barei, respectiv H, ,V, ,M, . Fortele interioare sunt:

—reactiunile N si T in reazemul simplu cu frecare dintre corpurile / si 2;

—reactiunile H g s1 Vp in articulatia cilindrica dintre corpurile 2 si 3;

— tensiunea §; in firul dintre corpurile / si 3;

— tensiunea S, in firul dintre corpurile 3 si 4.
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Se constata ca pe diagramele de incarcare ale corpurilor sistemului fortele
exterioare apar o singurd data iar fortele interioare de doua ori.

Pentru un sistem de corpuri aflat in echilibru se pune in general problema
determindrii fortelor exterioare sau a conditiilor geometrice care asigura aceasta
stare, precum si calcularea tuturur fortelor de legiturd, exterioare si interioare. In
acest scop se porneste de la ipoteza conform careia, daca sistemul se afla in
echilibru, toate corpurile componente se aflda deasemenea in echilibru, neexistand
migcari interioare intre ele.

Metodele utilizate pentru rezolvarea sistemelor de corpuri aflate in
echilibru sunt:

— metoda izolarii corpurilor, in care se descrie echilibrul fiecarui corp al
sistemului sub actiunea fortelor exterioare si interioare care ii sunt aplicate;

— metoda echilibrului partilor, in care sistemul dat se divide in doua sau
mai multe subsisteme, fiecare considerandu-se “solidificat”, ca si cum ar fi un
singur corp; se descrie echilibrul fiecarui subsistem sub actiunea fortelor
exterioare si de legaturda care i1 sunt aplicate, ignorandu-se fortele de legatura
interioare dintre corpurile subsistemului. Metoda se va exemplifica la grinzile cu
zabrele.

In cadrul ambelor metode descrierea stirii de echilibru se face printr-un
numdr de ecuatii corespunzator sistemului de forte aplicat corpului sau
subsistemului analizat. Daca echilibrul este conditionat si de frecare, atunci se
adauga si inecuatiile specifice tipului de frecare, conform celor aratate in
capitolul precedent.

Un sistem de corpuri se considerd static determinat daca numarul total de
ecuatil si inecuatii de echilibru este cel putin egal cu numarul necunoscutelor
(sistemul din fig.7.1 Indeplineste aceastd conditie). Dacd numarul ecuatiilor este
mai mare decat cel al necunoscutelor, atunci pentru una sau mai multe din
acestea vor exista mai multe solutii.

Sistemul se considera static nedeterminat daca numarul ecuatiilor este
inferior numarului de necunoscute. Dupa cum s-a mai aratat, Tn Mecanica se
opereazd cu modele de corpuri solide rigide. Ridicarea nedeterminarii in vederea
calcularii tuturor necunoscutelor se face renuntdnd la ipoteza rigiditatii si
considerand corpurile deformabile. Metodele specifice sunt studiate in cadrul
disciplinei Rezistenta Materialelor.

Un exemplu de sistem static nedeterminat este aratat in fig.7.3. Cele trei
bare cu greutatea neglijabila, situate in acelasi plan, sunt legate intre ele prin
articulatiile cilindrice din B si C si sunt fixate la baza prin incastrarile plane din A4
si D. Asupra lor actioneaza fortele date P si Q, coplanare cu barele. Schemele de
incarcare aratd ca barele sunt supuse unor sisteme de forte coplanare, pentru
fiecare putandu-se scrie cate trei ecuatii de echilibru (doua de proiectie si una de
momente). Rezultd un total de 9 ecuatii scalare, numar mai mic decat cel al
reactiunilor exterioare §i interioare, respectiv 10.
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Vg Q Ve
HB A 1 C H('
— <
@ Ql Vel H H Ve
e ¢ 7 —n
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|, N CR N 2 AN
Vi " 1
Fig.7.3

7.2 Metoda izolarii corpurilor

Metoda este deosebit de importanta mai ales prin faptul ca modul de lucru
specific acesteia, detaliat in continuare pentru rezolvarea problemelor de statica
sistemelor de corpuri, se regaseste si in studiul acestora din punct de vedere
dinamic.

Dupa cum s-a mai aratat, echilibrul general al unui sistem de corpuri este
realizat dacd fiecare corp din componenta sa se afla in echilibru sub actiunea
fortelor exterioare si interioare care 1i sunt aplicate numai lui.

Etapele metodei izolarii corpurilor se pot detalia in modul urmator:

a) Se deseneaza separat fiecare dintre corpurile sistemului, redus la
elementele grafice esentiale (linii, cercuri, etc). Simbolurile grafice ale legaturilor
(reazeme, articulatii, Incastrari, fire) nu se reprezintd. Se poate renunta, pentru
simplificare, la orice corp suspendat prin fir, actionat numai prin greutatea
proprie; aceasta fortd va fi transmisa in punctul de prindere al firului la corpul de
legatura;

b) Se deseneaza fortele exterioare date ale caror directii si sensuri de
actiune sunt de reguld cunoscute. In general, simbolizarea alfanumericd pentru
aceste forte contine literele F, G, P, O cu indici numerici sau literali;

c) Se deseneaza fortele de legatura (reactiunile) exterioare si interioare. Pe
ansamblul sistemului reactiunile exterioare apar o singura datd iar cele interioare
de doua ori, la corpuri diferite. Simbolurile uzuala ale acestora au fost prezentate
in cap. 6.2. Se reaminteste ca directiile si sensurile reactiunilor din reazemele
simple s1 cele ale tensiunilor din fire sunt bine determinate prin efectul de sprijin
si respectiv de tractiune aplicat corpului asupra caruia actioneaza. Pentru
articulatii si Incastrari sensurile de actiune care nu pot fi precizate dinainte se pot
alege optional; daca din calcul vor rezulta valori pozitive pentru reactiunile
respective, sensurile considerate sunt cele corecte;

d) Se stabileste pentru fiecare corp un sistem de referinta cartezian ale
carui directii, convenabil alese, sa permita proiectarea pe cat posibil in adevarata
mdrime, in special a fortelor care urmeaza a fi determinate. Desenarea axelor
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sistemului este optionala. In unele cazuri simple se poate utiliza un singur sistem
de referinta global pentru intregul sistem.

e) Pentru fiecare corp se stabilesc ecuatiile de echilibru. Numarul lor
depine de configuratia sistemului de forte respectiv. Astfel, se scriu:

— 0 singura ecuatie de proiectie pentru forte coliniare;

— doua ecuatii de proiectie si o ecuatie de momente pentru forte coplanare;

— trei ecuatii de proiectie si trei de momente pentru sistemele spatiale.

Numarul de ecuatii se poate micsora in cazul corpurilor a caror tendinta de
miscare este o translatie in plan sau in spatiu; pentru acestea nu sunt necesare
ecuatiile de momente;

f) Se adaugd inecuatiille care conditioneaza echilibrul cu frecare;
recapituland cele analizate in cap. 6.4, forma generala a acestora este:

— frecarea de alunecare: T<uN;

— frecare de rostogolire: M,.<sN;

— frecarea de pivotare: M,<vG;

— frecarea in articulati: M, <pyrpNH T4V
— frecrea firelor: T,<T,e";

g) Se stabileste ordinea de rezolvare a sistemului de ecuatii, eventual
printr-o schemd logica; se determind mai intai fortele sau momentele care
conditioneaza echilibrul cu frecare folosind inecuatiile respective si avand in
vedere, in caz ca exista, tendintele multiple de miscare;

h) Se rezolva sistemul in raport cu necunoscutele. Ecuatiile sunt in general
liniare si explicitarea necunoscutelor este simpla. Relatiile de calcul se dispun
sub forma de algoritm, in ordinea logica a efectudrii operatiunilor, fie in vederea
evaludrilor numerice imediate, fie 1n vederea programarii pe calculator.
Substituirea literalda succesiva se justifica numai daca se studiaza o influenta
parametrica, respectiv dependenta unei necunoscute de variatia unui parametru.

Problema 7.1: Pentru sistemul de
corpuri din fig.7.4 (avanda aceeasi Ij3 @ 3

configuratie cu cel din fig.7.1) se cere
sd se determine valoarea greutatii
corpului 4 pentru care are loc echilibrul #
cu frecare. Sa se calculeze toate reac-
tiunile din legaturi dacd aceasta greu-
tate este egald cu jumatate din valoarea ! (3
maxima necesara pentru echilibru.

MGI,G2,G3,I,I’,R,IU; @
Cerute: . Py
a) P =2 (pentru echilibru); Fig.7.4
b) Reactiunile, pentru P=P, . /2 ;

=S
RS
~
)
\
=

A
D
4;.
S
2

A
\
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Rezolvare: Se considera un sistem de referintd global cu directiile

orizontald si respectiv verticala. Diagramele de incarcare si ecuatiile de echilibru
sunt prezentate in tab.7.1. Acestor ecuatii li se atribuie un numar de identificare
pentru ca sa se poatad realiza mai usor schemele logice. Prima dintre acestea
serveste la determinarea valorii fortei P pentru echilibru iar cea de a doua pentru
calculul reactiunilor corespunzatoare unei valori a acesteia din domeniul de
echilibru cu frecare.

Tabelul 7.1
C]'(]):p Diagrama de incarcare Ecuatiile de echilibru
N
1 rr- 2) N-G, =0
lG; NT<uN
H T Hp 5 V-G, =V =0
i _Aﬁ ] '_ I I
M‘I lGZ I/B" 6) MA_N'E_Gz‘E—VB-ZZO
S, Vs
7) Hg —§,=0
Hp
P 9) S, r—P-R=0
G3 \ /

Schema logica pentru punctul a)

Rezultat:

(9)_)S1_)(])_>T}—>(3)—>P P<uG,Lop
(2)—> N R
Schema logica pentru punctul b) Calculul reactiunilor
(9)—>S1—>{(])_)T }—)(4)—>HA PP 2
— (7)—> Hp 9) S;=PR/r
&)= Vy > () >V, NT=S,
()= N 7)Hp =5,
B}—>(6)—>MA 4)H,=Hg-T
8)Vy =P+Gj
NV, =Vy+G,
2) N =G

N G
M, =1-| —+—2+7V,
) M, (3 5 Bj
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Problema 7.2:  Sistemul

din fig.7.5 este format

dintr-un troliu / articulat

la extremitatea superioara

a unei console 2, incastrata

F gla cealalta extremitate.

%Tendin‘;a de miscare a

troliului este impusda de

E o greutatea G suspendata de

un fir infasurat pe discul

exterior; ea este franata

prin frecarea de coeficient

u dintre discul interior si

un fir fix. Tensiunea

Fig.7.5 necesara in acest scop se

obtine cu ajutorul unei greutdti P suspendatd de parghia 4 si rola 3. Sa se

calculeze valoarea minimda a acestei greutdti precum si reactiunile

corespunzdtoare unei valori duble a acestei greutati. Se neglijeazd greutatile

proprii ale consolei si parghiei.

Date:  G;=2G, G;=4G, u=0,5

R,=IR, r,=2R, R,=R, AB=EF=2RJ2, BC=DE=3R

4
Cerute: a) P =2 (pentru echilibru);

b) Reactiunile, pentru P=2P,

min »

yP

Rezolvare: Incircarea corpurilor principale si ecuatiile de echilibru sunt
prezentate in tab.7.2.

Tabelul 7.2
Diagrama de incarcare Ecuatiile de echilibru
Corp 1
He
3) GR1+(S]—S2)7"]:0
4) S2 < S]e/uﬂ/z
Corp 2
i 5) Hysma-V, cosa—Hq=0
6) H,cosa+V, sma—-V,=0
Vs 7) M, —V. ABsina+
H, M, +H--(BC+ ABcosa) =0
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Tabelul 7.2 (continuare)

HD A VD

\

Corp 3

9) S2+S3—VD—G3:0
10)  (S3—=53)R; =0

Corp 4

12) Ve+Vp—P=0
13) P-EFcosa—Hp-EFsma—
—Vp - (DE+ EFcosa)=0

Schema logica pentru punctul a)
I =>Vpy—>(9)—S;
S; =>U0)—>S,—>3)—>S;
S

g }—)(4)—>P

2

Rezultat:
10— url
P2 G P
P, =2,866G

Schema logica pentru punctul b)

8—>H,—>{U])—>H,
U2)>TV,

P—>3)>V,—> {SZ
(9.00) > { ¢

3
S, > {(2) —> Ve
(3> 8, > ()> H,
(5,6) > {HA
VA
(7)—> M,

(HeVe)—>

Calculul reactiunilor:
P=2P. . =5732G

DUy =0

1) p —HF—

13) v, = EECOSE 5 593G
DE + EF cos45°

12) V,=P-V,=3.439G

9)

]O)}SZ:S3:§(VD+G3):3.146G

2) V.=8,+G+G,=6.146G

3 8,=8,-GR_1746G

i

1) H.=S8,=1.746G

. _VerHe _ssq1G
oo |1 o
v —tc=Tc _3111G
2-smn45°

7) M, =V, sin45° -
—H.(BC+ ABcos45°)=3.561 GR
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7.3 Grinzi cu zabrele

Prin grinda cu zabrele se intelege un sistem format din bare legate intre
cle la extremitati, alcatuind o constructie rigida plana sau spatialda. Denumirea,
atribuitd initial unor constructii la care predominantd este lungimea (poduri,
macarale, etc.) se extinde la oricare alt ansamblu astfel realizat. Punctele de
legiturd intre extremitatile barelor se numesc noduri. iIn mod practic aceste
imbinari se realizeaza prin sudura sau nituire.

Metodele de calcul static pentru grinzilor cu zabrele se refera, in general,
la constructiile plane (fig.7.6, 7.7). Ele pot fi insa extinse si la cele in spatiu (un
exemplu simplu este dat in fig.7.8).

17

s
Fig.7.6 Fig.7.7

In studiul grinzilor cu zibrele plane se fac
cateva ipoteze simplificatoare:

— barele sunt rectilinii;

— nodurile sunt articulatii cilindrice fara

frecare;

— fortele exterioare se aplica numai in noduri

si sunt coplanare cu grinda;

— legaturile exterioare ale grinzii se realizeaza

numai prin nodurt; T

— greutatea proprie a barelor este neglijabila Fig.7.8

comparativ cu fortele exterioare.

In cazul grinzilor cu zibrele spatiale nodurile sunt articulatii sferice iar
fortele exterioare pot avea orice directie. In ipoteza mentionatd mai sus, respectiv
ca nodurile sunt articulatii, in acestea vor actiona numai forte de legatura, nu si
momente. La o bard oarecare AB (fig.7.9) in fiecare nod actioneaza cate un
sistem de forte concentrate care se reduce fiecare la cate o rezultanta:

D

T,=YF, Tz=YF (1) F 7
Ecuatiile care descriu echilibrul barei sunt: A B !
T,+T5=0 _
AT (12) ¥ , T,

M (Ty)=ABxTz =0 A Fig.7.9

Produsul vectorial nul din ecuatia de momente indica coliniaritatea fortei
T, cu bara AB. In mod analog se demonstreazi si ci T, este coliniar cu AB.

Tinand cont si de prima ecuatie se poate scrie:
| Ty| =|Tp|=T (7.3)

T reprezinta tensiunea din bara si este coliniara cu aceasta.
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ctindere T T In functie de solicitarile exterioare o bara

— <O poate fi supusa la intindere sau la compresiune.

: T T Efectuand o sectionare a barei In imediata
compresiune .o ) .. . :

O <«— —0O vecindtate a unui nod si introducand tensiunea

corespunzator solicitarii, se observa ca in cazul
Fig.7.10 intinderii tensiunea “iese” din nod iar in cazul
compresiunii “intra” in nod (fig.7.10).

Pentru grinzile cu zabrele calculul static include determinarea reactiunilor
exterioare precum si a tensiunilor din bare.

In ansamblul ei, datoritd modului in care sunt asamblate barele, o grinda cu
zabrele se comporta ca un solid rigid si, in consecinta, sunt valabile conditiile ge-
nerale de echilibru stabilite pentru acesta. Numarul ecuatiilor scalare de echilibru
va depinde de configuratia sistemului fortelor exterioare care actioneaza asupra
grinzii (maximum 3 pentru forte exterioare coplanare grinzii $i maximum 6
pentru forte dispuse tridimensional). Numadrul reactiunilor necunoscute din lega-
turile exterioare ale grinzii trebuie sa fie mai mic sau cel mult egal cu numarul
acestor ecuatii.

Pentru calculul tensiunilor din bare se utilizeaza metoda izolarii nodurilor.
Fiecare din nodurile grinzii cu zdbrele se considera un punct material actionat de
un sistem de forte concurente, respectiv tensiunile din barele pe care le uneste si,
dupa caz, fortele exterioare date si reactiunile din legaturile exterioare ale grinzii.
Echilibrul nodului se descrie printr-un numar de ecuatii specific dispunerii aces-
tor forte (2 pentru forte coplanare si 3 pentru forte dispuse tridimensional).

Grinda cu zabrele este static determinata daca, aplicand aceastp metoda, se
pot calcula toate tensiunile din bare. Verificarea acestei stari se face cu relatia
generala de forma:

b=kn-k, (7.4)

in care s-a notat prin b — numarul de bare, n — numarul de noduri, k£; — numarul

de ecuatii de echilibru pentru un nod, k, —numarul de ecuatii de echilibru pentru
grinda Tn ansamblu. Astfel,

— pentru grinda pland b=2n-3 (7.5)

— pentru grinda in spatiu = h=3n—6 (7.6)

La demararea calculului se face ipoteza ca toate barele din configuratia
grinzii sunt supuse la Intindere; in acest caz, conform celor ardtate mai Inainte,
tensiunile ies din noduri. Valoarea negativa obtinuta in urma calculului indica
faptul ca bara respectiva este supusa la compresiune.

Problema 7.3 Grinda cu zabrele plana din fig.7.6, avand nodurile echidis-
tante pe orizontala si verticald, este legata la baza printr-o articulatie cilindrica in
nodul A4 si printr-un reazem simplu in nodul B. Grinda este supusa actiunii forte-
lor F; si F,. Sa se calculeze reactiunile exterioare si tensiunile din toate barele.

Date: AB=3l, AC=I Cerute: a) H,4,Vy, N
F, =3P, F, =2P b) Ty,..., 13




Rezolvare: Grinda este actio-
natd de un sistem de forte
coplanare cu ea (fig.7.11),
echilibrul e1 fiind descris prin
trel ecuatii, numar egal cu cel al
reactiunilor exterioare. Conditia
ca grinda sda fie static deter-
minata, respectiv:
b=2n-3=2-8-3=13,

este verificata. Calculele sunt
date in tab.7.3.

Tabelul 7.3
a) Reactiunile exterioare
V,+N-F =0 N=%(F,+F,)=5P

VA :F]—N:%P

b) Tensiunile in bare

cl I Ty F| Tps
T/\T
T]"\\T.? 7 y 1
Ty
T), +T;;,c0845° —
T4+T3COS45O:0 T8_T4_0 —T8—T7COS45O:0
_TY]_T}SIH45O:0 _F]_T5—0 _Tg—T]]Sln45o—
A T
I T, % T
T g F H, |A \/
T33 AR R SR
Tx +T,cos45° —
F2_T’]2—0 HA+T2:0 —T2—T3COS45O:0
_]-']3—0 VA+T']:0 T5+T7SIH45°+
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Tabelul 7.3 (continuare)

A A
7, TH\ T33
T, G T I~ ¥gp
10 N
T)y-T5=0 —T9—T;;cos45°=0
Ty =0 Ti;3+N+T;;sm45°=0
c) Rezultate
nodul A nodul D nodul G
Iy=-H,=2P T8:T4:—§P T10:T6:§P
4
nodul C nodul £ nodul B
T 4~/ 2 T
T, =—-~1 = ‘/_P T, =-T; ——2 :5‘/513 T, =— Lio :—5‘/§P
sin 45° 3 sin 45° 3 cos45° 3
T4=—T3cos45°=—£P Ty =-1,c0845°+ T, + T)3=—N-T,;sm45°=0
3 . 3 nodul H

Observatii:

— ordinea de rezolvare a nodurilor se alege in asa fel incat ecuatiile
aferente sa nu contind mai mult de doua tensiuni necunoascute;

— numarul total de ecuatii excede pe cel al tensiunilor; ultimul nod, in
cazul de fata F, poate fi folosit pentru verificare;

— interpretarea rezultatelor de mai sus arata ca barele 2,3,6,7,10,12 sunt
supuse la intindere iar barele 7,4,5,8,11 la compresiune; 9 si /3 nu sunt incarcate.

Pentru calcularea selectiva a unor tensiuni in barele unei grinzi cu zabrele
se poate utiliza metoda sectiunilor. Aceasta are la baza metoda echilibrului
partilor amintitd in capitolul 7.1. In principiu, metoda constd in sectionarea
grinzii cu zabrele dupa un traseu care contine barele pentru care se face calculul.
Aceste bare se suprima si in nodurile de la extremitatile lor se introduc tensiunile
corespunzatoare. Fiecare din partile grinzii cu zdbrele se va afla in echilibru sub
actiunea fortelor exterioare date, a reactiunilor in legaturile exterioare si a
tensiunilor mentionate, aplicate partii respective.

Problema 7.4 La grinda cu zabrele plana din fig.7.7, avand toate barele
egale, legatura la bazd se face prin articulatia cilindrica din nodul 4 si prin

reazemul simplu din nodul B. Grinda este supusa actiunii fortelor F; s1 F». Sa

se calculeze reactiunile exterioare si tensiunile din barele 7, 2, 3.
Date:  a=lungimea barelor

F,=3P, F,=2P
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Cerute: a) H,,V,, N
b) Tv]a TZ) ]13
Rezolvare: Reactiunile exterioare se

calculeaza la fel ca in ca in problema ~ 4 é
precedenta. Traseul de sectionare al z 3

F, ;]

grinzii taie cele trei bare (fig.7.12). V N I
Calculele sunt prezentate in tabelul 7.4. Fig.7.12
Tabelul 7.4
a) Calculul reactiunilor
HA+F2:0 HA:_FZZ—ZP
Vy+N-F; =0 N =L(2F, + Fysin60°) =455 p

N-3a—F;,-2a—F, -asm60°=0
a ] a ) asim VA:F]—NZS_;EP

b) Calculul tensiunilor

:T}

F; TERRTRIR,
vl

HA +F2 +T} +T2COS600+T3 :0
VA —TZSiIl60°=0
—(T; + F,)asin60°—T, - 2a-sin60° =0

N—F]+T2‘Sin60020
Na+T;asm60°=0

v, 2(R3-1) »
sin 60° 3
43 +2

3
Ty=-H,—F,—T,—T,c0860°=~/3 + 1

2

I ==2T,-F, =~

F,-N 2(G3-1)
T, = -

 sin 60° 3
N 43 =2
771:— - = —
sin 60° 3

T; =—T, —T,sin60° =3 + 1

Dupa cum se observa, se obtin aceleasi rezultate oricare ar fi partea
analizata. Metoda se poate utiliza dacd numarul de bare care se sectioneaza
corespunde numarului de ecuatii care se pot scrie pentru echilibrul uneia sau
alteia dintre parti. In cazul grinzilor coplanare actionate de forte in planul lor, se
pot practica sectiuni care intersecteaza maximum trei bare iar in cazul unei grinzi
spatiale planul de sectionare poate intersecta maximum 6 bare.

In cazul grinzilor cu zibrele plane o celula nedeformabild este format din 3
bare dispuse triunghiular (fig.7.6, 7.7) iar in cazul unei grinzi cu zabrele spatiala,
are forma unei piramide triunghiulare totalizand 6 bare (fig.7.8). Traseul de
sectionare al grinzii nu trebuie sa intersecteze toate barele aceleiasi celule.
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8. STATICA FIRELOR
8.1 Generalitati

Firele sunt linii materiale avand grosimea neglijabila in comparatie cu
lungimea; in Mecanica se admite ipoteza ca firele sunt inextensibile, flexibile si
torsionabile. Aceasta ipoteza indica faptul ca un fir nu opune nicio rezistenta
atunci cand este Indoit sau rasucit, singura forta fiind tensiunea in lungul sau.

A B Se considera un fir
suspendat la extremitdti in doud
puncte fixe A4 si B (fig.8.1).

[—] \ Pentru pozitionarea unui punct
2’ oarecare M al sau se foloseste
coordonata intrinseca s = AM ;

As se reaminteste ca aceasta este o
Fig.8.1 coordonatd  locald  orientata,

egald cu lungimea portiunii de fir masurata fatd de o extremitate a acestuia.
Asupra firului actioneaza o forta exterioara distribuitd continuu in lungul sau
dupa o lege de variatie oarecare p= p(s), in care |p| se exprima in N/m.
Obiectul studiului il constituie determinarea formei pe care o ia firul sub actiunea
acestei forte precum si a legii de variatie a tensiunii in fir, respectiv 7 =T (s) .

Spre deosebire de bare, care pot fi supuse atat la
intindere cat si la compresiune, firele pot fi supuse
numai la intindere. Daca se sectioneaza firul intr-un
punct oarecare, pe cele doua fete ale sectiunii
tensiunile, egale si de sens contrar, sunt orientate in
modul aratat in fig.8.2; se considerd pozitiva tensiunea
care are sensul coordonatei s.

8.2 Ecuatiile generale de echilibru

~T(s) 5 As Se studiaza echilibrul unui segmentului

de fir elementar MM, =As din fig.8.1,
detaliat in fig.8.3. Luand ca reper general un
punct O, pozitia relativa a punctului M, fata
de M este definita prin vectorul:

AP T (s + As)

r(s) MM | = A7 =7(s + As) — 7 (s) (8.1)
tangenta in Forta exterioara distribuitd care actioneaza
7(s + As) asupra segmentului elementar se poate

considera constantd pe lungimea acestuia si
poate fi redusa la o rezultantd p As aplicata

Fig.8.3 la mijlocul segmentului. La extremitatile
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acestuia se introduc tensiunile corespunzatoare sectiunilor respective. Echilibrul
segmentului sub actiunea acestor trei forte se descrie prin relatiile vectoriale:

(ZF =0) T(s+As)—T(s)+pAs=0

Ty (8.2)

(ZMM)zo AFxT(s+As)+%x(f9As)=O

Se imparte fiecare relatie la As si se calculeaza limitele fiecarui termen atunci
cand As —> 0.

T(S+AS)—T(S)+ lim 5

lim p=0
As—>0 As As—>0
AF AF (8:3)
lim 2 x lim T(s+As)+ lim —x lim p=0
As—0 A As—0 As—0 2 As—0

Deoarece forta distribuitd p poate fi consideratd constantd pe segmentul
elementar As, se poate scrie:

lim p=p (8.4)
As—0

Atunci cand As — 0 punctul M, tinde catre M si deci A — 0 ; in consecinta:
lim ar =0 (8.5)
As—0 2

Pentru tensiunea in fir sunt valabile relatiile
T(s+As)-T(s) dT

im T(s+As)=T(s)=T  (8.6) lim (8.7)
A0 As—0 As ds
In continuare:
AV r r : oo r|o_ _
fim 27— gim [ A AT A i A2 (s
As—0 As  As—O0\ |A7 | As As—0 | Ar | As—0 As
care se mai poate evalua si in modul urmator:
. ﬂ: fim r(s+As)—r(s):£ (8.9)
As—0 As  As—0 As ds
Prin echivalarea celor doua relatii se obtine:
dr
T=—o0 8.10
s (8.10)

La limita, cand M, se suprapune peste M, dreapta MM, devine tangenta in M

la curba firului 1ar vectorul 7 este versorul acestei tangente. Cu aceste precizari
cea de a doua relatie (8.3) devine:
TxT =0 (8.11)
Un produsul vectorial nul indica coliniaritatea vectorilor respectivi. In consecinta
vectorul tensiunii va avea directia tangentei la fir in punctul M.
In baza acestor determinari ecuatiile generale de echilibru (8.3) iau forma

—+p=0 T=T7 (8.12)
ds
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8.3 Ecuatiile de echilibru in coordonate carteziene

y B Firul, pentru care s-au stabilit
ecuatiile generale de echilibru (8.12), se
N s M(x,y,2) poate raporta la un sistem de referintd
cartezian Oxyz (fig.8,4), pastrand ca varia-
bila independentad coordonata intrinsecd s.
Vectorul de pozitie al punctului M este:
F=xi+yj+zk (8.13)
in care coordonatele punctului sunt dease-
menea functii de s. Relatia (8.10) pentru
versorul 7 al tangentei Mt se poate scrie:
dr dx- dy- dz+

T=—=—i+—j+—k 8.14
ds ds ds] ds ( )

Pornind de la cea de a doua relatie (8.12) pentru tensiunea in fir se obtine:
T:Tf:(T@jf+(T@jj+(T%jl€:Txf+Ty]+TZl€ (8.15)

T

|

T t

<V

Fig.8.4

ds ds ds

Termenii din paranteze reprezintd proiectiile pe axe ale tensiunii. Forta distribuita
p poate f1 exprimata si ea In functie de proiectiile pe axele de coordonate:

P=Dd+p,j+pk (8.16)
Se prelucreaza prima ecuatie (8.12) si se obtin ecuatiile scalare:
d (., dx d(,.dy d(,dz
—|T— |+ p, =0 —|T— |+p,=0 —| T— |+ p. =0 (8.17
ds ( dsj P ds ( ds j Py ds ( dsj P ( )

Acestea reprezintd un sistem de ecuatii diferentiale prin integrarea caruia se poate
determina atat forma firului cat si legea de variatie a tensiunii din fir.

8.4 Ecuatiile de echilibru in triedrul Frenet

Triedrul Frenet”’ este un sistem de
referinta local, a carui origine este in punctul
de pe curba firului pozitionat prin coordonata
intrinseca s =AM (fig.8.5). Directiile axelor
sunt tengenta Mt, normala principald Mn si
binormala Mb. Versorii acestor directii sunt
7,v, 3 . Normala principald trece prin centrul

de curburd C al curbei iar p=CM reprezintd

raza de curbura in M. Variatiile versorilor (ca
Fig.8.5 directie) in functie de coordonata s sunt
o cunoscute prin formulele lui Frenet.

* . . - A . °
) O prezentare mai detaliatd se va face in partea de Cinematica.
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Pentru studiul de fata intereseaza prima formula a lui Frenet, respectiv:
T 1_
@t _1; (8.18)
ds p

Cu aceste precizari se prelucreaza ecuatiile generale de echilibru (8.12):

A _ 47y -Tz p 4T A7, T3 (8.19)
ds ds ds ds ds yo,
Pentru forta distribuitd p se considerd o dezvoltare analitica de forma:
P=p.T+p,V+p, B (8.20)

Se proiecteazd prima relatie (8.12) pe directiile triedrului Frenet si rezulta
ecuatiile scalare:

£+p1_:0 Z+p‘/:0 p. =0 (8.21)
ds Yo, B

Ultima relatie pune in evidenta faptul ca sub actiunea fortei distribuite firul se
aseaza 1n asa fel incat vectorul p sa se afle in planul determinat de versorii 7 si

v (planul osculator).
Se pot pune 1n evidentd urmatoarele situatii particulare:
a) cazul firului neincdrcat (p, = p, =0):

ﬂzO — T =const. Z=0 —> p=® (8.22)

ds yo,
Firul este rectiliniu, tensiunea din fir este constanta.
b) cazul firului incdrcat, fard frecare (p, =0) — T = const.

8.5 Functii hiperbolice. Relatii generale.

Pentru studiul firului omogen greu se considerad utila inserarea in cele ce
urmeaza a unor aspecte referitoare la functiilor hiperbolice. Relatiile strict utile

au fost grupate in tab.8.1%.

Tabelul 8.1

Functii hiperbolice - reprezentari grafice

Y /!\-h\(x) )\y/\/
TH ch(x) !

5 > x O > x
sh(0) =0 ch(0)=1

") Manualul Inginerului, vol I, Ed.Tehnica, 1965
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Tabelul 8.1 (continuare)
Relatii intre functiile hiperbolice

chx+shx=e"

chx—shx=¢e "

1 _
h — X X
shx 2(6 e ) {

chxzé(ex +e )

ch’x—sh’x=1

{Sh(xl +x,)=shx; chx, Xchx; shx,

ch(x; £x,)=chx;chx, £shx; shx,

hx_ chx—1
sh2x=2shxchx s P 2
ch2x=ch’x+sh’x chf— /chx+]
2 2

X;+X, X=X X;+X, X —X
! 2Ch]22 chx1+chx2=2ch]2zch]22

—X X;+X
2C]’l 1 2

shx;+shx,=2sh

XJ +XZ th]—xz

shxl—shx2=2shxl chx; —chx,=2sh

2 2 2
3 5 7 2 4 6
shx=x+-+X 42X 4 chx=1+> 42 X 4
3 5 7 21 4 6
d d
—(shx)=chx —(chx)=shx
dx( ) dx( )
d 1 d 1
— (argshx) = —(argchx) =
dx \/]+x2 dx \/xz_]

Observatie: In coordonate cu o metrici omogend a ambelor axe, tangenta
in punctul de inflexiune O face unghiul 7z /4 cu directia Ox.

8.6 Studiul general al firului omogen greu

Se considera un fir actionat doar de N
greutatea proprie (p [N/m] = greutatea
unitatii de lungime). Extremitatea 4 se afla 4
pe axa Oy iar B in planul Oxy dispus 1
vertical (fig.8.6). Pentru sarcina distribuita
p = const. se pot scrie proiectiile:

pPx=p:=0, py,=-p 823
Ecuatiile generale de echilibru (8.17) iau
in acest caz formele: Z Fig.8.6

3|

i\
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d( dx d dy) d(d
ds( j 0 (8.24) ds(Tds) p=0 (8.25) d( ds] 0 (8.26)

ds s
Din ecuatia (8.24) se observa ca: y B
T@ =T, =const.=H (8.27)
ds

Aceasta relatie indica faptul cd in orice
sectiune a firului proiectia pe orizontala a
tensiunii, notatd prin H, este constantd '
(fig.8.7). In punctul cel mai de jos al Fig.8.7
firului, notat C, tangenta este orizontala si tensiunea este minima, avand chiar
valoarea H. Din (8.27) se expliciteaza pentru calculele urmatoare:

T=H as (8.28)
dx
Se prelucreaza in continuare ecuatia (8.26):
T%_C] —> Hé%_cl —> dZ:de —> Z:QX‘FCZ (829)
ds dx ds H H

in care C; s1 C, sunt constante de integrare. Valorile acestora se determind din
pozitiile extreme:

—inpunctuld: x=0, z=0 —> (C;=0
. — z=0 (8.30)
—inpunctulB: z=0 - C,=0

Este evident ca sub actiunea greutatii proprii toate punctele firului se vor afla in
planul vertical Oxy.

Pe o portiune elementara un arc de curba pland se

poate aproxima cu coarda (fig.8.8) si se poate scrie: ds p
y
ds =/(ax) + (v =dx 1+( j —de 1+ (y'f (831) &
in care intervine derivata:
Fig.8.8
v _ (8.32) £
dx
Ecuatia (8.25) se prelucreaza in modul urmator:
ds\ ds ds dx ds ds\dx) H
v (8.33)
> =2 Py
1+’ A
Se introduce constanta:
H N
a =— =const. {— = m} (8.34)
p N/m

a carei semnificatie va fi evidentiata ulterior; se precizeaza ca din punct de
vedere dimensional a este o lungime.
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Se procedeaza la integrarea ultimei relatii (8.33):

jd—y :ijdx+C] S argsh()=2+C, — y':sh(£+C,J (8.35)
[] + (y1)2 a a a
Tinand cont de rel.(8.32) se face o noua integrare:
jdyzjsh(hcljdx > y=a ch(f+clj+cz (8.36)
a a

Pentru calculul constantelor de integrare C; si
A C, din relatiile (8.35) si (8.36) se pun con-
ditiile specifice punctului C aflat in pozifia
C cea mai de jos a firului (fig.8.9). Pe ordonata
acestuia se introduce un punct auxiliar

---------- ‘PW’G O,(xy,yy) aflat la distanta CO,=a.

Coordonatele punctului C, devin astfel:

{xc -0 (8.37)
Fig.8.9 37).
‘& Yc =Yy ta

Se observa ca C este un punct de minim al curbei firului si in consecinta derivata
este nuld in acest punct. Se introduc aceste conditii in ecuatiile mentionate si se
determina succesiv:

P(xe)=0 — sh(x—0+C1j:0 > 24020 > ¢ =-20 (838)
a a

a
Xo _ Xo
y(xc)=yp+a — achl———|+C,=yp+a —> C,=y, (8.39)
a a
Cu aceste valori ale constantelor de integrare, ecuatiile (8.35) si (8.36) devin:
y':shx_x() (8.40) y=yp=a e (8.41)

Forma pe care o ia un fir supus actiunii greutatii proprii, descrisd prin
ecuatia (8.41), poartd numele de curba funiculara si este o cosinusoida
hiperbolica. De cele mai multe ori Tnsa, aceasta curba se raporteaza la un sistem

de axe particularizat (fig.8.10), obtinut printr-o translatie de axe din O in O, ; in

acest sistem x, =0, y, =0 si ecuatiile de mai sus devin:

X
YN V'=sh= (8.42)
A B a
s X
=ach— 8.43
\ % ») y p (8.43)
c Sub aceasta forma curba funiculard este
a ~ mai cunoscuta sub numele de lantisor.
O < Lungimea a, importantd pentru

pozitionarea firului in acest sistem de axe,
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poartda numele de parametrul lantisorului. Valoarea lui este dependentd de
conditiile concrete de solicitare; modul de determinare se va studia in continuare.

In noul sistem de axe coordonata intrinseci s se masoara fata de punctul C.
Lungimea unui arc de lantisor se poate calcula in functie de coordonate pornind
de la relatia (8.31):

s = Sds: x\/1+(y')2 dx = ' 1+ 5?2 dx = xchidxzashz (8.44)
0 0 0 a 0 q a

Legea de variatie a tensiunii in fir se poate stabili pornind de la relatiile
(8.28) si (8.34):

VI+ONd /
T:HﬁzH o) *_H ]+Sh2£=Hch£=pa-Z=py (8.45)
a a a

dx dx
Se observa cd tensiunea in fir este dependentd numai de ordonata punctului in
care se face determinarea. In punctele de suspendare 4 si B tensiunile vor lua
valorile extreme:

Ty=pyy Tg=pyp (8.46)
8.7 Probleme speciale in statica firelor
8.7.1 Firul foarte intins

Acest caz are multiple aplicatii A
practice. Tensiunea in fir este foarte mare | d

>
comparativ cu greutatea proprie iar sageata 4 JBLJ Y

firului este foarte mica.
Functiile hiperbolice care intervin in C u
calculele din capitolul precedent pot fi o
. - : N
dezvoltate in seriile de puteri convergente z
(cf.tab.8.1): Fig.8.11
2 4 6
chf:1+i z +i z +i ) (8.47)
a 2\ a 4\ a 6!\ a
3 5 7
PEIEINEY 8 IS .2 IR () IS (8.48)
a a 3\a SN a 71\ a

In conditiile mentionate mai sus, atunci cand creste tensiunea in fir si, implicit,
componenta sa orizontald H, creste si valoarea parametrului a = H/p ; in acelasi

timp, argumentul x/a al functiilor hiperbolice de mai sus scade, astfel ca
ponderea termenilor de rang superior in aceste serii se diminueaza. O buna

aproximatie se obtine daca se pastreaza numai primii doi termeni ai fiecarei serii.
Ecuatia (8.43) devine:

X ] XZ ] 2
=ach—=a|l+—— |=a+—x 8.49
Y a ( 2!a2) 2a ( )
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Analitic, aceasta ecuatie reprezintd o parabold simetricd fatd de axa Oy cu
punctul de minim C situat la distanta a deasupra originii. Parabola aproximeaza
satisfacator cosinusoida hiperbolicd pe portiunea cuprinsd intre punctele de
suspendare.

In unele situatii se prescrie o distantd d intre punctele de suspendare si o
sigeata f. In functie de aceste mirimi se pot face unele determinari. Astfel, in
punctul B:

(x—i —a+f) - a+f—a+ix2 - a—ﬁ (8.50)
27 2a 8/ |
Arcul de lantisor este:
753 3 5 12
s=asht=a| T+22 :x+x—:x+3—f—x3 (8.51)
a a 6a’ 6a’ 3 d?
Lungimea totala a firului este dublul arcului CB:
8 f°
[=2-5(xp)=d+—"— 8.52
(xp) 3 4 (8.52)
Tensiunea in fir se poate determina cu relatia:
1 2 de
T'=py=pla+—x" | pa=—- 8.53
py p( 2 j pa= gy (8.53)

in care s-a suprimat un termen neglijabil. Se poate considera ca tensiunea este
aproximativ constanta pe toata lungimea firului.

8.7.2 Firul cu lungime impusa

Se considerda un fir omogen cu lungimea / i greutatea p pe unitatea de
lungime, care se suspenda la extremitati; intre cele doud puncte de suspendare 4
si B existd o distantd d pe orizontald si o diferentd de nivel / pe verticald. In
functie de aceste marimi se studiaza caracteristicile de asezare si de solicitate ale
firului.

/| Firul suspendat intre punctele 4 si B
d constituie o portiune dintr-un lantisor,
N\ B curbd a carei definire in raport cu aceste
puncte este precizatd prin parametrul a si

coordonata x, (fig.8.12). Pentru determi-

} - A narea acestora se porneste de la relatiile
a generale (8.43) si (8.44):

x> lsz—SAzashx—B—ashx—A
- a ¢ (8.54)

X X
h=yp,—v,=ach=2 —aqch=4
Fig.8.12 VB~ V4 a a

Cu observatia cd x, =x, si Xz =Xy +d sitindnd cont de relatiile intre functiile

A
Y

hiperbolice date in tab.8.1, se mai poate scrie:
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- 2 d
[ =2ash XBZ Y4 ch sz—I— Y4 _ 2ash2ich xg hl
. 4 ;‘ ; 4 p (8.55)
h=2ash Xp X4 sh X4 _ 2ash—sh Xo *
2a 2a 2a 2a
a) parametrul lantisorului (a)
Se prelucreaza sistemul (8.55) in modul urmator:
2 2 _ _
! f =Shzzi -(chzzxg—d—shzzxg—djzshzzi —
4a ¢ ¢ “ “ (8.56)
2 .2
o4 _NE-hT
2a 2a

Ecuatia transcendenta astfel obtinuta contine drept unica necunoscuta parametrul
a al lantisorului; explicitarea lui din acesta ecuatie nu este insa posibilda. Pentru
rezolvare se pune aceasta ecuatie sub forma

d NIP-h’ d
a a
si se introduc notatiile auxiliare:
d ., PR
a
Ecuatia ia forma simplificata: y N1 = sh\x Yy =mx
shx* =mx” (8.59) ‘
Variabila intermediard adimensionald x* corespunde
abscisei punctului de intersectie al ramurii pozitive a el
unei sinusoide hiperbolice y; cu o dreapta y, ce 2
. .o A~ . . / E
trece prin origine 1n‘Fr—un sistem de axe Oxy particular \ ! S
(ﬁg.8.1-3); Intersectia ramurii negative cu dreapj[a O x* <
respectiva nu are sens fizic deoarece a >0 . In functie
de valorile pentru d, 4, [ pot exista situatiile: Fig.8.13

1) />+d?+h?, m>1 —firul este mai lung decat distanta dintre punctele

. . - %
de suspendare, solutia exista, x~ >0, a>0;

2) I=Nd?+h?, m=1 — dreapta ¥, este tangenta in O la sinusoida

hiperbolica y;; rezultd x* =0 si a=o0; teoretic firul are forma dreptei care
uneste punctele de suspendare;

3) I<\d?+h?, m<l — firul este prea scurt fatd de distanta dintre 4 si
B, nu exista o solutie reala.

Un prim procedeu pentru calcularea valorilor numerice x*si a in functie
de datele d, h, /, consta in interpolarea functiilor y; s1 y,. Se calculeazd aceste
functii pentru valori succesive atribuite variabilei x (fig.8.13) pornind de la 0, cu
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un pas de variatie Ax convenabil ales, pdnd cand |y, —-y;|<&, unde &

reprezintd o eroare admisibild. Algoritmul propus pentru efectuarea acestei
operatiuni este dat in tab.8.2.

Tabelul 8.2
Initializari Iteratii Finale
m:,/ﬂ_;ﬂ/d X < x+Ax xX*=x
m<l? — stop ylzshx:(ex—e_x)/Z a:d/Zx*
x=0 Yy =mXx
Ax=... Ay=y,—-y
E=... Ay<0? = Ax<«Ax/2
‘Ay‘sg? —  exit

Observatie: Se remarca injumatatirea pasului de variatie Ax la apropierea
de solutie.
Un al doilea procedeu constd in rezolvarea pe cale analitica a ecuatiei

(8.59) in care se inlocuieste functia shx* prin primii trei termeni ai dezvoltarii
el in serie de puteri (tab.8.1):

® 1 %3 1 ®\J ®
X +5(x) +5(x) =mx (8.60)

Cu observatia ca pentru o solutie reala x* >0 si m>1, dupa simplificare se
obtine ecuatia bipatrata:

(x)? +20(x*)? —=120(m—1)=0 (8.61)
cu solutia unica:

x* == 10+ 100+ 120(m— 1) (8.62)
care confirma si analiza facutd mai sus referitor la raportul intre lungimea firului
si distanta dintre punctele de suspendare. Neglijarea termenilor de rang superior

din seria functiei sk x* nu afecteaza precizia determinarii.
In continuare parametrul lantisorului se calculeazi cu relatia:

_d

oy

Valoarea parametrului a este cu atat mai mare cu cat firul este mai intins.
b) distanta fata de origine (X))
Se porneste de la ecuatiile (8.55) care se prelucreaza astfel:

2 2 2xp+d
Ivh=2ash- Ll enZXotd g2t 252 JE (s.64)
2a 2a 2a

4 (8.63)

in care s-a tinut cont de rel.(8.56) si de tab.8.1.
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Din aceasta relatie se expliciteaza dupa logaritmare:
=Ll _d (8.65)
2 I-h 2
Prin coordonata x, si parametrul a se pozifioneaza sistemul de coordonate
specific 1n care este definit firul ca lantisor. Se poate observa cu usurinta ca, in
cazul unui fir intins, punctul de minim C se afld in afara punctelor de suspendare
A si B; la un fir relaxat punctul C se afla intre acestea. Daca punctele de

suspendare se afld la acelasi nivel, =0 si rezultd x, =—d/2; curba firului este
in acest caz simetrica fata de Oy.

__2:1 h
A o _f
\
a
3 X 0,

Fig.8.14
¢) sageata firului (1)

Distanta pe verticala intre punctele C s1 4 (fig.8.14) se calculeaza cu relatia

fzachx—o—a (8.66)
a

in cazul firului simetric (=0, x, =—d/2) se obtine:

f=a\/1+sh22i—a=§\/4a2+lz—a (8.67)
a

d) directia tangentei la fir (0)
Intr-un punct M(x,y) tensiunea actioneazd dupa directia tangentei la curba
lantisorului; panta acesteia este datd de derivata de ordinul I, respectiv:

tg0=y. =sh>=> (8.68)
a

a
in care s este arcul de lantisor CM definit in rel.(8.44). Se pot exprima in
continuare si functiile:

sh™
cosf = ! = ! = ! _4 sinf = g0 __a_>*
VI+g0 g2 X ot Y VI+1g’0 cpt Y

a a a

(8.69)
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In punctele de suspendare unghiurile de pozitie ale tangentelor se calculeazi cu
relatiile:
Xp + d

toa = sh ta 3 = sh (8.70)
a

a
Pentru firul simetric (4 =0, x, =—d/2) se obtine:
d d [ d [
tga=sh —— |=—sh| — |=—— tg f=sh —|=— 8.71
g S[ 2aj ° (Zaj 2a gh=s (Zaj 2a ( )
fiind evidenta egalitatea |a|= f3].

e) Tensiunea in fir (T)
Valoarea efectiva a tensiunii intr-o sectiune M(x,y) se calculeaza cu relatia
generala (8.45), respectiv T = py . La extremitdtile firului tensiunile vor fi:

Ty=pys=pla+tf) Ty =pyg=pla+f+h) (8.72)
in care f este sdgeata firului calculata in (8.67). In cazul firului simetric:
T,=Tz=pla+f) zép\/4a2 +1° (8.73)

Tensiunea minima in fir apare in punctul C al firului si, asa cum s-a demonstrat
anterior, este egald cu proiectia pe orizontala a tensiunii 7 in orice punct:

T, =H=TcosO=py-<=pa (8.74)
y

8.7.3 Firul cu sarcina aditionala fixa

Se considera un fir suspendat la extre-
mitati pentru care se cunosc datele p, [, d, h
specificate in capitolul precedent. Intr-un punct
M al firului, aflat la distanta AM =/, (masurata

pe fir), se atarnd o greutate G (fig.8.15).

Este evident ca fiecare din cele doua
ramuri ale firului, respectiv AM si MB, sunt arce
de lantisor. Tangentele in punctul M  fac

unghiurile orientate &; si 6, cu orizontala (in

Fig.8.15

fig.8.15 6, <0). Daca se descompune greutatea

G dupd aceste directii, componentele obtinute vor fi egale cu tensiunile din
ramurile respective. Respectand conventia de semn pentru tensiuni, suma

vectoriald G =T +(~T,) se proiecteazi pe orizontald si verticald prin ecuatiile:
T;cosl;, —T,cosl8, =0

Presupunand pentru inceput ca ramurile AM si MB ar apartine unor curbe
funiculare diferite s1 cu observatia cd 7 cosd=H = pa, prima dintre aceste

(8.75)

relatii se mai poate scrie:
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H;—H;=pa;—pa,=p(a;—a;)=0 (8.76)

Aceasta relafia este posibila numai daca a; =a, =a, fapt care demonstreaza ca
cele doud ramuri apartin aceleiasi curbe funiculare, fara a fi insd vecine.
Punctului M 11 vor corespunde astfel doua puncte pe aceasta curba, respectiv M
st M, (fig.8.16). Cu precizarea cd, asa cum s-a aratat mai inainte, 7= py §i
sinf@=s/y, cea de a doua relatie (8.75) devine:
Py 2L —PY> 22 =G (8.77) ~

Vi Y2 N
in care s; s1 s, sunt arcele de

B

lantisor corespunzatoare puncte-
lor M, si M, iar y; si ),

ordonatele acestora. Se obtine in
continuare:

SZ—S]:g (878) >

p Fig.8.16
Se observa ca in f1g.8.16 s; <0.

Relatia (8.78) pune in evidenta faptul ca intre segmentele reale AM; si

BM, ale curbei lanfisorului se intercaleaza un segment fictiv M ;M , a carui

lungime este proportionalda cu marimea sarcinii concentrate G; punctele de
suspendare 4 si B sunt “expulzate” lateral pe lantisor. Se poate constata cu
usurintd cd majorarea sau micsorarea acestei forte determind indepartarea sau
apropierea segmentelor reale pe lantisorul mentionat.

In continuare, studiul detaliat al firului se poate face pe baza metodele si
relatiile expuse in capitolul precedent, cu observatiile ca parametrul a al
lantisorului are aceiasi valoare cu cel din cazul firului neincarcat cu sarcina

concentratd aditionala sica d; +d, =d.
8.7.4 Firul cu sarcina aditionala mobila

Particularitatea acestui caz provine din faptul cd sarcina adifionald este
aplicata firului printr-o rola care se poate deplasa in lungul acestuia. Considerand
neglijabila lungimea segmentului de fir aflat in contact cu rola, problema poate fi
studiata in conditiile capitolului precedent.

In ipoteza absentei frecirii dintre rold si fir,
tensiunile la capetele segmentului si, implicit,
tensiunile din cele doud ramuri ale firului in punctul M
in care se afla rola, trebuie sa fie egale, respectiv
T,=T7T,=T (tig.8.17). Prelucrdnd in aceastd ipoteza

ecuatiile (8.75) si tinand cont de rel. (8.69), se
determina:




136

cost; =cosl, — y; =y, (8.79)
Aceasta aratd ca punctele M, si M, (fig.8.18) au aceeasi ordonatd pe curba
lantisorului si, in consecintd, CM;=CM,. Din relatia (8.78) se deduce in
continuare:
571=]53 1=~ (8.80)
2p

Studiul detaliat al firului se poate face si in acest caz pornind de la relatiile
de calcul stabilite in capitolele precedente. Sunt de pus in evidentd cateva
observatii:

— echilibrul este posibil in situatia in care firul este relaxat, respectiv atunci
cand 1n stare neincarcatd punctul de minim C al lantisorului se afla intre punctele
de suspendare 4 si B;

— pozitia de echilibru a rolei este pe verticala punctului de minim C din
starea neincarcata.

Pentru a realiza un echilibru si in alte pozitii decat cea mentionata ca si
pentru deplasarea uniforma in lungul cablului sunt necesare forte suplimentare
aplicate direct rolei. Problema prezinta importantd pentru instalatiile de transport
pe cablu.

“V




