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PARTEA V-a DINAMICA SOLIDULUI RIGID
16. MOMENTE DE INERTIE MECANICE

16.1 Generalitati

Pentru caracterizarea distributiel masei unui corp in raport cu un reper
geometric (punct, axa, plan, etc.) se utilizeaza o marime numita moment de inertie
mecanic; notatia curenta utilizatd pentru acest parametru masic este simbolul J,
insotit de indici referitori la reperul geometric respectiv. In exprimarea curenti
atributul “mecanic” se omite; el este totusi necesar atunci cand trebuie facuta
deosebirea de momentul de inertie geometric / al sectiunii unei bare (important in

calculul de rezistentd) sau de momentul rezultant A, al fortelor de inertie.

Momentele de inertie sunt utilizate la calculul parametrilor dinamici a1 unui

corp (momentul cinetic, energia cinetica) specifici miscarii de rotatie a acestuia.
(m) Clasificarea momentelor de inertie se face in
functie de reperul geometric in raport cu care se
a) calculeaza. Considerand, de exemplu, un punct material,
momentul sdu de inertie se obtine inmultind masa
acestuia cu patratul distantei la reperul respectiv

(m) (fig.16.1). Se deosebesc:
o Y
A

0

— momentul de inertie polar (fig.16.1, a):
Jo=mr’ (16.1)

in care r este distanta la punctul de reper O;
— momentul de inertie axial (fig.16.1, b):

?( m)
ﬂ< ¢) Jy=m5? (16.2)
) in care o reprezinta lungimea perpendicularei pe axa A ;

— momentul de inertie planar (fig.16.1, ¢):
Jipy=mh’ (16.3)
n (m) in care h este distanta la planul (P), masurata pe
2

% d) perpendiculara coborata pe acesta;
hi — momentul de inertie centrifugal (fig.16.1, d):

in care h; s1 h, sunt distantele la doua plane, de regula

(P2)

Fig.16.1 perpendiculare intre ele.

Momentele de inertie ale solidului rigid se determina in special pentru
situatia in care reperele geometrice mentionate apartin unui sistem de referinta
cartezian. In locul masei punctului material se va considera o masa elementara dm
din configuratia corpului, prin m intelegdndu-se in acest caz masa totald a acestuia
(fig.16.2). Pentru masa elementard dm se calculeazd un moment de inertie
elementar d.J astfel ca pentru intregul corp momentul de inertie va fi:

J=[dJ (16.5)
(m)
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— momentul de inertie polar fata de originea O a
sistemului de referinta se va calcula cu relatia generala:

N
Jo= [rldm= [(x*+y"+2")dm 166  °
0 (i) (i)( 7 +z7) (16.6) (dm)
in care » = OP 1iar x,y,z sunt coordonatele masei elementare. P
— momentele de inertie axiale fata de Ox, Oy si Oz se 7 (m)
definesc prin relatiile: z
2 2, .2 9 >y
Jo= [8idm= [(y" +z")dm 4
(m) (m) .
J, = [8ldm= [(z* +x7)dm a6n *
(m) (m) Fig.16.2
J, = Jéjdmz J.(x2 +y2)dm
(m) (m)
— momentele de inertie planare au in acest caz expresiile:
Jvop = Izzdm Jyor = fxzdm J.ox = fyzdm (16.8)
(m) (m) (m)
— momentele de inertie centrifugale au o notatie simplificata:
Jyy = fxydm Jy. = Iyzdm J. = _[zxdm (16.9)

(m) (m) (m)
Sunt evidente egalitatile:
Sy =J Jy =J2y J.=J. (16.10)
Momentele de inertie mecanice sunt marimi scalare pozitive; fac exceptie

cele centrifugale care pot fi si negative. Se poate observa cu usurintd ca intre
momentele de inertie ale unui corp tridimensional exista urmatoarele relatii:

i
o=+, +J2) (16.11) Jo=Joy +Jr0: 00 (16.12)

In cazul unei plici plane, pozitionata intr-un sistem
de referintda Oxy (fig.16.3), orice masa elementarda are  yp

coordonata z=0. Pentru momentele de inertie relatiile x (dm)
generale se stabilesc in acest caz particularizind
expresiile stabilite pentru corpul tridimensional, dupa
cum urmeaza: , J

— momentul de inertie polar:

Jo= [ridm= [(x"+y")dm (16.13) O >
(m) (m) )
— momentele de inertie axiale: Fig.16.3

J,. = Iyzdm J, = _[xzdm J, = _[(x2+y2)dm (16.14)
(m) (m) (m)
— momentele de inertie planare:

Jeoy =0 Jyoo= [Pdm T = [yidm (16.15)
(m) (m)
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— momentele de inertie centrifugale:
Jy= |wdm  J_ =J, =0 (16.16)
(m)
Si 1n acest caz se poate pune in evidenta o relatie importanta intre momentele
de inertie ale placii:
Jo=J.=J,+J, (16.17)
Se deduce cda momentul de inertie polar al unei placi este egal cu momentul de
inertie fatd de o axd perpendiculara pe placd in punctul respectiv; totodata,
momentul de inertie polar fatd de punctul de intersectie al unor axe reciproc
perpendiculare este egal cu suma momentelor de inertie fata de aceste axe.

16.2 Variatia momentelor de inertie fata de axe paralele

Se considera cunoscute momentele de inertie
ale unui corp fatd de un sistem de referintd Oxyz;
se determind, in functie de acestea, momentele de
inertie fatd de sistemul de referintd Cx;y;z; cu
originea 1n centrul sau de masa si ale carui axe sunt
paralele cu cele ale sistemului dat (fig.16.4). Intre
coordonatele masei elementare dm in cele doua
sisteme de referintd exista relatiile:

X;=x—a yv;=y—>b z;=z—c (16.18)
in care a, b, ¢ sunt coordonatele punctului C in ¥
sistemul Oxyz.

Pentru determinarea momentului de inertie polar fatd de punctul C se
procedeaza in modul urmator:
Jo= [ (] +y] +z))dm= [[(x=a) +(y=b)" +(z—c)’1dm=
(m) (m)
= j(xz -I—yz +22)dm+(a2 +b’ -|—02) jdm—Za j xdm—2b I ydm—2c Izdm
(m) (m) (m) (m) (m)
Pentru coordonatele centrului de masa C in sistemul Oxyz se cunosc relatiile:
ma = J.xdm mb = Iydm mc = Izdm (16.20)
(m) (m) (m)
Cu observatia ca a’+b’ +c? =0C? si Idm =m relatia (16.19) ia forma:
(m)
Jo=J,—mOC? (16.21)
In mod asemanitor se procedeaza si pentru momentele de inertie axiale:
Ja= [0]+zDdm= [[(y=b) +(z=¢)’ldm=
(m) (m)
= J.(yz +22)dm+(b2 +62) J.dm—2b J.ydm—Zc Izdm
(m) (m) (m) (m)

Fig.16.4

(16.19)

(16.22)
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Se noteazd prin o, = Vb7 +¢?  distanta dintre axele Ox; st Cx s1, {indnd cont de
observatiile precedente referitoare la centrul de masa, relatia (16.22) devine:

J. =J, —mé5? (16.23)

X
in mod analog,

Jy=J,-m&,  J,=J.-md; (16.24)

Pentru momentele de inertie centrifugale se calculeaza:
ey = [xyidm= [ (x=a)(y—b)dm=
(m) (m)
= Ixydm+ab Idm—a Iydm—b jxdm=]xy —mab
(m) (m) (m) (m)
Celelalte momente de inertie centrifugale sunt:
Jy1z1=J,, —mbc J.v = —mca (16.26)
Revenind asupra momentelor de inertie axiale, se poate
face o generalizare:

(16.25)

Jay =Jp+md’ (16.27)
Aceasta expresie, cunoscutd in Mecanicda sub denumirea de oy
relatia lui Steiner, precizeaza ca momentul de inertie mecanic d/ o
fatd de o axa oarecare A; se poate calcula insumand momentul (m _/

de inertie fatd de o axa A, paralela cu A, si care trece prin A A

centrul de masa al corpului, cu produsul dintre masa acestuia si !

patratul distantei dintre cele doua axe (fig.16.5). Fig.16.5
Relatia (16.27) mai pune in evidenta si faptul ca momentele de inertie fata de

axe care trec prin centrul de masa al unui corp au valori minime.
16.3 Variatia momentelor de inertie fata de axe concurente

Se considerd cunoscute momentele de inertie axiale si centrifugale ale unui
corp fata de axele unui sistem de referintd Oxzy (fig.16.6); se cere sa se determine
momentul de inertie axial fatd de o directie A pozitionata in sistemul respectiv prin
unghiurile directoare «, £, .

Se ataseaza directiei A un versor # a carui
dezvoltare vectorialda 1n functie de unghiurile
directoare si de versorii axelor de coordonate este:

it =cosai+cosfB j+cosyk (16.28)

Intre cosinusurile directoare exista relatia:

cos’ a +cos’ ,8+cos2 y=1 (16.29)

Momentul de inertie axial fatd de directia A
este definit prin relatia generala:
Jp= [6%dm (16.30)
(m)
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in care O este lungimea perpendicularei pe directia A dusd din punctul P(x,y,z) in
care se afld masa elementard dm. Din triunghiul dreptunghic OPM se deduce:

57 =PM? =0P’ —OM? (16.31)
Pentru termenii acestei relatii se pot face urmatoarele prelucrari:
OP’ =|r |2: (x2 +y2 +ZZ)(COSZ o +cos’ ,B+cos2 7) (16.32)
OM = pr\r =7 - =(xi+y j+zk)-(cosai+cosf j+cosyk)= (1633)
=Xcosax+ ycosf+zcosy
Se fac inlocuirile 1n relatia (16.31) si se obtine:
5% = (y2 +z2)cosa+(y2 +x2)cos,8+(z2 +x2)cosy— (16.34)
—2xycosacosfB—2yzcosfcosy —2zxCOSy cos
Cu aceasta determinare, momentul de inertie fata de directia A devine:
J A =cos’ & j(yz -|-22)dm+cosz,b’ .[(zz +x2)dm+cos2;/ j'(z2 +x2)dm—
(m) (m) (m) (16.35)

—2cosacosf jxydm—Zcos,Bcosy jyzdm—Zcosycosa jzxdm
(m) (m) (m)
Se recunosc 1n integralele din aceasta expresie relatiile de definitie ale momentelor
axiale si centrifugale fata de axele sistemului de referintd Oxyz. Se obtine in final:

Jp\ =J, cosza+Jy cosZ,B+JZ cos’ ¥

(16.36)
—2J,,cosacosff—2J, cosficosy—2J  cosycosa
Aceasta relatie poate fi pusa si sub o forma matriceala:
Jy —Jy —Jy || cosa
Ja =[cosa cosf cosy]|—-J,, J, —J,.|lcosp (16.37)
-J —Jzy J, cosy

Folosind pentru notarea matricelor si a vectorilor o simbolizare adecvata (in
cazul de fata prin caractere ingrosate — ,,bold”), relatia de mai sus se poate scrie:

Jy=u,Ju (16.38)
in care s-au notat:
Jy Iy Ik cosa
J= —Jyx Jy —Jyz (16.39) u=|cosf (16.40)
—J =Js I cosy

Matricea J contine toate momentele de inertie axiale si centrifugale; se observa ca
momentele axiale sunt dispuse pe diagonala principala iar cele centrifugale, luate
cu semn schimbat, sunt dispuse simetric fatd de aceasta; s-a ardtat mai inainte
(rel.16.10) ca momentele centrifugale cu aceiasi indici sunt egale intre ele.
Matricea J se va numi in continuare matricea de inertie a corpului fata de sistemul
de referintd Oxyz. Elementele vectorului coloand u, corespunzator versorului u ,
sunt cosinusurile directoare ale direcfiel A;u, este transpusa lui u (se reaminteste

ca prin transpunere liniile unei matrici devin coloane iar coloanele devin linii).
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16.4 Directii si momente principale de inertie

Relatia (16.36) pune in evidenta faptul cd momentul de inertie J, fata de o
directie oarecare este 0 marime variabila in functie de cele trei unghiuri directoare
a, B, 7, respectiv in functie de cosinusurile acestora:

Jp =J (cosa,cosB,cosy) (16.41)
Pentru aplicatii este deosebit de importanta determinarea extremelor acestei functii,
respectiv a valorilor maxime si minime, precum si a directiilor corespunzatoare
acestor extreme. Se va utiliza in acest scop metoda multiplicatorilor lui Lagrange.

Se alcatuieste o functie auxiliard de forma:

D=J\+Ap (16.42)
in care A este un multiplicator Lagrange. Tinand cont de relatia (16.29) dintre
cosinusurile directoare, se noteaza:

¢=I—cos2a—cos2,8—cos27=0 (16.43)

Conditiile de extrem pentru functia auxiliara @ impun ca derivatele partiale in
raport cu fiecare din cele trei variabile sa fie nule:

oD 0 oD 0 oD _
o(cos) o(cosf) o(cosy)
Prima din aceste derivate are expresia:
oD
o(cosa)
In mod analog se fac calculele si pentru celelalte doud derivate. Se obtine un sistem
de ecuatii liniare omogene avand ca necunoscute cosinusurile directoare:

0 (16.44)

=2J,cosa—2J,,cosf—2J cosy—2Acosa=0 (16.45)

(Jy—A)cosa—J,,cosff—J,. cosy =0
—Jyccosa+(J, —A)cosff—J, cosy =0 (16.46)
—Jccosa—J  cosf+(J,—A)cosy =0
Acest sistem poate fi pus sub forma matriceala:

Je—=A4 —Jy —Jy ||cosa 0

~Jy Jy=A4 —=J,, ||cosf|=|0 (16.47)

Ty J,=A1|| cosy 0

Acelasi sistem mai poate fi pus si sub forma echivalenta:

Jy —Jy —J || cOSQ cosa
—Jy Jy I ||cosf|=A|cosp (16.48)
—Jn —J I cosy cosy

care, tinand cont de notatiile simbolice din relatiile (16.39) si (16.40), se mai poate
scrie concentrat:
Ju=/1u (16.49)
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Cosinusurile directoare nu pot fi simultan toate nule astfel incat conditia
(16.47) este indeplinitd numai daca determinantul coeficientilor este nul.
Dezvoltand acest determinat se obfine ecuatia caracteristica de gradul 3 in

parametrul A avand forma generala:
al + b2 +cA+d =0 (16.50)
Radacinile acestei ecuatii satisfac fiecare condifia de anulare a valorii determinan-
tului. Fiind de natura unor momente de inertie axiale, aceste radacini se vor nota:
A =J; A =J, A3 =J; (16.51)
Inlocuind succesiv aceste valori in sistemul (16.46) sau (16.47) se pot calcula trei
seturi de cosinusuri directoare, fiecare set corespunzand uneia din directiile cautate.
Astfel, pentru A =J; sistemul ia forma:
J=J1 =y -J. ||cosq, 0
—Jy  Jy=Jp —J ||cosf=|0 (16.52)
-J,. —J,  Jo=Jp|[cosy, 0
Prin rezolvarea acestuia se ob‘;inAcosinusurile directoare ale uneia dintre directiile
cdutate, notata in acest caz A;. In mod analog, pentru A1 =J, s1 A=J; se obfin
cosinusurile directoare ale unor directii A, s1 Aj.
Cele tret directii A;, A, s1 A; se numesc directii principale de inerfie iar
momentele J;, J, si J; se numesc momente principale de inertie. Valorile
max1ima s1 respectiv minima ale functier J, se gasesc printre aceste valori.

Se poate demonstra ca cele trei directii principale de inertie sunt reciproc
perpendiculare. Demonstratia se face mai comod apeland la cunostintele de analiza
matriceald. Astfel, fiecareia dintre directii 1 se poate atasa cate un versor:

i; =cosa;i+cosf; j+cosy k

it, =cosa,i+cosf, j+cosy, k (16.53)
it; =cosayi+cosf; j+cosysk
Conform relatiei (16.40), vectorii coloana corespunzatori acestor versori sunt:
cosq; cosa, cosa;
ul=|cosp, u2=|cosp, u3 =| cosf; (16.54)
cosy; cosy, COSY;

Luand, de exemplu, versorii u; $i u,, acestia vor fi perpendiculari daca produsul
lor scalar este nul, respectiv daca:
cosa,

i, it =ul, u2:[cosa1 cosf C0371] cosf, | = (16.55)
CoSsy, .

=cosq; cosa, +cosf;cos B, +cosy;cosy, =0
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Pentru a demonstra nulitatea produsului scalar respectiv se particularizeaza
mal intai relatia matriceald (16.49) pentru A =J; s1i A=J,:

Jul=J;ul (16.56) Ju2=J,u2 (16.57)
Prima relatie se inmulteste la stinga cu vectorul u2, 1iar cea de a doua cu ul,:
u2, Jul=J;,u2,ul (16.58) ul, Ju2=J,ul,u2 (16.59)

In continuare se procedeazda la transpunerea relatia (16.58). Trebuie facuta
precizarea cd matricea de inerfie J este simetricd §1 in consecintda J, =J. Se

reaminteste cd la transpunerea unui produs de matrici ordinea acestora se
inverseaza iar transpusa transpusei unei matrici este matricea respectiva. Se obtine:

ul, Ju2=J, ul, u2 (16.60)
Comparand aceasta relatie cu (16.59) se constata egalitatea:

Jyulyu2=J, ul, u2 (16.61)
sau, trecand totul 1n partea stanga:

(J;—=Jy)ulyu2=0 (16.62)

In cazul general J, #.J,, astfel ci produsul scalar ul, u2=0, ceea ce era de
demonstrat in relatia (16.55). In mod analog se poate demonstra ci versorul & ; este

perpendicular pe u; $1 u, . Se confirma astfel ca directiile principale de inertie sunt

perpendiculare una pe cealalta.
Pe baza relatiei generale (16.38) momentele principale de inertie se pot
exprima sub forma matriceald dupa cum urmeaza:

Jy=Jy, =uly Jul Jy=Jdp, =u2 Ju2 J3=Jy, =u3 Jul (16.63)
S-a demonstrat mai sus cd ul, u2=0; se deduce ca partea stanga a relatiei (16.59)

este nuld. Generalizdnd aceastd observatie pentru toate produsele scalare dintre
versoril u;, u, uz se deduc relatiile matriceale:

ul, Ju2=0 u2, Ju3d=0 u3, Jul=0

(16.64)
u2, Jul=0 u3; Ju2=0 ul, Ju3=0

Pornind de la matricea de inertie J, calculata fata de sistemul de referinta dat
Oxyz, se poate calcula o matrice de inertie J : fata de un sistem de axe alcatuit din
cele trei directii princpale de inerfie A;, A, si A;. In acest scop se alcatuieste o
matrice de transformare U care va contine cosinusurile directoare ale acestor axe
fata de cele initiale:
cosQ; COSa, COST
U:[ul u2 u3]: cosf; cosf3, cospf; (16.65)
COSy; COSYy, COSy;3
Relatia matriceala de transformare se poate pune sub forma simblica:
J=UJU (16.66)
sau, sub forma detaliata:
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Jir Ji2 Jis
I =\Jo Jop Jo3|=
J31 J32 J33
(16.67)
cosa; cosf3; cosy; || J, —J, —J ||cosa; cosa, cosa;
=|cosa, cosp, cosy, || =Sy, J, —J,. || cosf; cosf, cosy;
cosaz cosfy cosys || —J, —J,, J. || cOsy; cosy, cOsy;

Elementele matricii de inertie J se obtin aplicand regulile de inmulfire matriceala.
Astfel, tinand cont de relatiile (16.63) si (16.64) elementele acesteia sunt:

J]]ZUItJUIZJ] J12=u1tJll2=0 J]3=ll1tJu3=0
J21=u2tJll1=0 J22=u2tJll2=J2 J23:u2tJu3:0 (1668)
J3]=ll3tJll1=0 J32=ll3tJll2=0 J33=ll3tJll3=J3

In final, matricea de inertic J : fata de directiile principale de inertie are o forma
diagonala, elementele acesteia fiind tocmai momentele principale de inertie:

J; 0 0
J=l0J,0 (16.69)
0 0 J;

Recapituland cele demonstrate mai Tnainte, in cazul raportarii corpului la un
sistem de referintd Oxzy oarecare, se pot pune in evidentd cateva concluzii:

— exista trei directii principale de inertie, reciproc perpendiculare, concurente
in originea O a sistemului de referinta;

— valorile extreme ale momentelor de inerfie axiale se afld printre momentele
principale de inertie;

— fata de directiile principale de inertie momentele centrifugale sunt nule.

In cazul in care sistemul de referinti are originea in centrul de masa al
corpului se mai pot face urmatoarele precizari:

— tindnd cont de relatia lui Steiner (16.27) care aratd ca momentele de inertie
axiale au valori minime fatd de directii care trec prin centrul de masa al corpului, se
deduce ca in acest caz toate momentele de inertie principale au valori minimale;

— conform celor aratate in Statica, daca un corp are una sau mai multe axe de
simetrie, centrul lui de masa se va afla pe axa sau la intersectia axelor respective; in
consecinta axele de simetrie se afld printre directiile principale de inertie;

— fata de axele de simetrie ale corpului momentele centrifugale sunt nule.

O observatie deosebit de importanta pentru aplicatiile practice rezolvate pe
calculator este aceea cd momentele principale de inertie sunt valorile proprii ale
matricii de inertie; toate mediile de programare cu specific matematic poseda
programe destinate calcularii acestor valori.
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Studiului privitor la directiile s1 momentele principale de inertie 1 se poate
adauga si o interesanta interpretare geometricd, mai pufin utila insa in aplicatiile
practice. Astfel, pe o directie oarecare A (fig.16.7) se marcheaza un punct A astfel
incat distanta OA sa fie corelatd, facand abstractie de elementele dimensionale, cu
valoarea momentului de inertie fatd de aceasta directie prin intermediul relatiei:

g 04=—1 (16.70)
\/JA

A(x,y,z) Vectorul de pozitie al punctului 4 va fi:

0 I S O—A:OA-L_l:cosai+cosﬂ]-,+cosyl€:
% Y NN N S T A )
. Fig.16.7 =xi+yj+zk

Rezulta pentru punctul 4 coordonatele:
_ cosa _ cosf , _ Sosy (16.72)

A Vs

Din relatia de definifie pentru momentul de inertie J,, stabilita anterior, respectiv:

N :ch052a+chos2ﬂ+JZcoszy (16.73)
—2J,, cosacosff—2J, cosficosy—2J  cosycosa .

se obtine, dupa impartirea cu J, :

J X+, 4 J.20 =20 oy —=2J  yz =2 zox =1 (16.74)
Se deduce ca locul geometric al punctului A4 este reprezentat de suprafata unui
elipsoid cu centrul in punctul O numit elipsoidul de inertie.

In sistemul de referintd format de directiile
principale de inertie A;=x',A,=)" si A;=Z'
(fig.16.8), acest elipsoid va avea ecuatia:

Jx? 4y 4Tz =1 (16.75)
deoarece, asa cum s-a aratat mai sus, momentele de
inertie centrifugale sunt in acest caz nule. Directiile
principale de inertie sunt axele de simetrie ale acestui

elipsoid iar semiaxele acestuia au expresiile:

azi sz c !

Vi V> Vs
In acest sistem momentul de inertie fatd de directia A va fi dat de relatia:
Jy=J; cos’ a'+J, cos’ P+J; cos’ y' (16.77)
in care o’, 3°, y’ sunt unghiurile directoare ale acesteia fatd de A;, A, s1 A;.

(16.76)
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16.5 Momente de inertie uzuale
16.5.1 Relatiile generale

Pentru corpurile omogene uzuale din categoriile de modele bare, placi si
volume se determind momentele de inertie polare, axiale si centrifugale in raport cu
un sistem de referintd Oxyz convenabil ales. Se reamintesc relatiile generale:

Jo= [rPdm= [(x"+y"+z7)dm (16.78)
(m) (m)
Jo= [07+2)dm I, = [(ZZ+xDydm  J.= [(x*+y7)dm (16.79)
(m) (m) (m)

Sy = Ixydm Sy = jyzdm J. = szdm (16.80)
(m) (m) (m)
Cu aceste valori se alcatuieste matricea de inertie:
Jy —Jy —Jp
IJ=|-J, J, —J (16.81)
B sz B Jzy Jz

Folosind relatiile stabilite pentru variatia momentelor de inertie fatd de axe
paralele, respectiv:

Ja=J.—m,  J,=J,-mS;  J,=J.-md;

Jeiyi =Jy—mab  J . =Jyz—mbc J, =J. —mca

(16.82)

. . . . * - . . - « . A
se va calcula si matricea de inerfie J fatd de un sistem de referintd cu originea in
centrul de masa al corpului, ale carui axe sunt paralele cu cele ale sistemului Oxyz:

Jx] _Jxly] _Jx]zl
J = _Jylxl Jy] _Jy]zl (1683)

_lexl _Jz]y] Jz]

Se vor indica, dupa caz, directiile principale de inertie.

Momentele de inertie ale corpurilor compuse, formate prin alipirea sau
decuparea unor corpuri cu forme geometrice simple, se obtin prin Tnsumarea sau,
respectiv, scaderea momentelor acestora. Fie, de exemplu, un corp compus
oarecare format prin alipirea corpurilor (1) si (2) din care se decupeaza corpul (3).
Masa corpului compus va fi:

m=m;+m, —my (16.84)
Pentru momentul de inertie polar fata de un reper O se poate scrie:
Jo= jr2dm= jrzdm+ jrzdm— Ir2dm:Jg)+J(02)—J(03) (16.85)

(m;+m,—my;) (m;) (m,) (my)

La fel se procedeaza si pentru momentele axiale si centrifugale.
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16.5.2 Momentele de inertie la barele omogene

a) Bara rectilinie (f12.16.9)

In sistemul Oxyz masa elementara dm are

& dg - coordonatele y=z=0. In functie de masa si
) (dm) (m,l)v >x lungimea barei:
1/ X C m
z "1 dm = p; dx=7dx (16.86)
Fig.16.9 unde p, este densitatea liniard a acesteia. Se

observaca J, =0 si J,, =J,, =J, =0. Celelalte momente de inertie sunt:

J,=J,=Jp= J‘xzdm:%j;xzdx:émlz (16.87)
(m)
Matricea de inertie se scrie concentrat:
000
J :§m12 010 (16.88)
001
in sistemul Cx,y,z,, J,; =0 si Jviy1 =121 =J 2100 = 0. Celelalte momente sunt:

2
)i i )i
Jo =J,=Jr=Jr—mOC’ ==ml’ —m| = | =—ml’ 16.89
vl zl C 0] 3 (2j 12 ( )

Fata de acest sistem matricea de inertie are forma concentrata:

; 000
J° :Emﬂ 010 (16.90)
00 1

Axele acestui sistem sunt directii principale de inertie.

b) Bara in forma de arc de cerc (fig.16.10)

Bara se aseaza planul Oxy, cu axa de
simetrie suprapusa axei Ox. Masa elementard dm
se calculeaza cu relatia:

m m
dm=p, ds=——RdO=——4d0O 16.91
=P as 2Ro 2a ( )

do

7

V4

in care ds este lungimea arcului elementar iar « )
este semiunghiul la centru al barei. Cu observatia
ca r = R =const. momentul de inertie polar este:

Jo=J,= _[rzdmzRZ jdm:mRz (16.92)
(m) (m)
Se observa ca acesta nu depinde de unghiul la
centru, relatia fiind valabild pentru orice unghi. Fig.16.10




318

Coordonatele masei elementare sunt x = Rcos@, y=Rsinf s1 z=0. Fata
de axa Ox momentul de inertie este:

2 gy — _ —
= [y’dm= [ (Rsin0)’ ad@ > jsm 6do =

) o (16.93)
_mR H—istH mRz(i—staj
20 |2 4 _a 2 Aa
in care unghiul « se introduce in radiani. In mod aseminitor se determina:
1 2
= [x%dm= [ (Rcost)’ —dH mRZ(z sin “j (16.94)
o

(m) (m)
Se verifica cu usurinta relatia J, =J, +J,, demonstrata anterior.

Deoarece z =0 si Ox este axa de simetric se deduce ca toate momentele de
inertie centrifugale sunt nule. Matricea de inertie fata de sistemul Oxyz are forma:

1/2—-sm2a/4a 0 0
J=mR’ 0 1/2+sin2a/4a 0 (16.95)
0 0 I

Fata de sistemul de referinta paralel Cx;y;z; se utilizeaza pentru momentele
de inertie axiale relatiile:
Ja=Jdy Jy=J,-mxp  J =Jc=J —mx; (16.96)

X X b% z
in care xo =0C=Rsina/a .
Momentele de inertie centrifugale sunt deasemenea nule. Axele acestui

sistem sunt directii principale de inertie iar momentele axiale de mai sus sunt
momente principale de inertie.

Problema 16.1 Sa se determine matricea de inertie pentru o bard curba avind
masa m si raza R si forma in variantele din fig.16.11; sd se indice directiile
principale de inertie si sa se calculeze matricea de inertie fata de aceste directii.

N y/\ N ¥y /\y

y\ Xj

\ ]
R R \
X X=X
- > Sz

ol C X
0 7
| c)
a) — | b)
Fig.16.11

Rezolvare: S-a aratat mai inainte cda momentul de inertic polar fatd de centrul
geometric O nu depinde de unghiul la centru al arcului; in consecinta:

Jo=J, =mR’ (16.97)
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La cercul complet (fig.16.11, a) o= sirezulta din relatia (16.95):

12 0 0
J=mR’| 0 1/20 (16.98)
0 0 I

Este evident ca axele Ox, Oy, Oz sunt directii principale de inertie.
Pentru semicerc (fig.16.11, b)) a =x/2 sirezultd ca matricea de inertie fata

de Oxyz este identica cu (16.98); introducand in (16.96) distanta x. =2R/x
rezultd matricea fatd de Cx;y,z;:

1/2 0 0
J'=mR’>| 0 1/2-4/7° 0 (16.99)
0 0 1-4/7°

Axele acestui sistem sunt directiile principale de inertie.
La sfertul de cerc (fig.16.11, ¢), reamintind ca J, =J, +J,, se obtine:

2
szJyzéJO:% (16.100)

Momentul de inertie centrifugal J,,, se determind distinct observand ca densitatea

liniara este in acest caz p;, =2m/

/2
Ty = jxydm:”szZSmecose-Zmdaz2’"R2 Linzg[ _m (16.101)
(m) 0 V4 T |2 0 V4
Matricea de inertie fata de Oxyz are forma:
1/2 —1/zm 0
J=mR?|-1/r 1/2 0 (16.102)
0 0 1

Bisectoarea arcului este axa de simetrie, pe ea aflandu-se si centrul de masa al
barei; in consecintd axele sistemului Cx;y;z; sunt directiile principale de inertie.
Momentele principale de inertie se determina cu relatiile (16.95) si (16.96) in care

se introduce a=7/4 si x¢ = 2RV2 /7. Se obtine matricea de inertie:

1/2-1/n 0 0
J'=mR?| 0  1/2+1/z-8/2° 0 (16.103)
0 0 1-8/7°

16.5.3 Momentele de inertie la placile omogene

a) Placa dreptunghiulara (fig.16.12)
Se cunoaste masa m si laturile a si b ale placii; notand prin p, densitatea

superficiala, se exprimd masa elementara prin relatia:
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Y kg dm:quA:ﬂbdxdy (16.104)
, a
: Cu observatia ca masa elementard are
: coordonata z =0, momentul de inertic fata de
! Ox se calculeaza in modul urmator:
\C Xy
Bl oper R kS s an= " [y =
v {dy (m) (m)
(dm) : b 1 (16.105)
Y ! z—jdxjyzdyz—
: Ay ab 0 0 3
Ol x _ : ~ Inmod analog se determina:
-, 2
> J, = _m;’ (16.106)
Fig.16.12

J.=Jdo=J+J, =%(a2 +5%)  (16.107)

Momentul centrifugal J,, se calculeazd in modul urméator:

fxydm—— nydxdy——jxdxjydy—m—w (16.108)
(m) ab (m) ab 4
Se observa ca J,, =J . =0. Matricea de inertie in s1stemul Oxyz este:
mb’[3 —mab/4 0
J=|—mab/4 md’/3 0 (16.109)
0 0 m(a’+b%)/3

Pentru sistemul de referinta Cx;y;z; se utilizeaza relatiile de variatie a
momentelor fatd de directii paralele in care &, =b/2 si 0, = a/2 sunt distantele

intre axe. Pentru directia Cx; se calculeaza:

2 2 2
T = —m? =m0 o) _mb” (16.110)
3 2 12
In mod analog se fac calculele si pentru celelalte axe. Momentul centrifugal este:
mab b a
Jx]y]:ny—m5x§y_7—mE§—0 (16111)

Acest rezultat confirma faptul ca fatd de axele de simetrie momentele centrifugale
sunt nule. Matricea de inertie fatd de Cx;y,z,; este:

mb’[12 0 0
J=| 0 md/12 0 (16.112)
0 0 m@a’+b>)/12
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b) Placa triunghiulara (fig.16.13)
La o placa avand forma unui triunghi

) : . : y
dreptunghic se cunosc masa m si lungimile b si B/ N
h ale catetelor; masa elementard se poate
exprima prin relatia:
dm= p, dAzi)—’dedy (16.113)
Limitele de variatie ale coordonatelor x si y sunt , dx
legate prin ecuatia dreptei 4B care poate {1 pusa (dm)
sub forma: A*
b ‘ dy
in care s-a notat x * abscisa punctului 4* de pe o X, X
AB pentru evitarea confuziei cu coordonata x a x*
masei elementare dm. b
Momentul de inertie axial fata de Ox se _
va determina in modul urmator: Fig.16.13
J, —Iyzdm——ﬂy =—Iy(f )y——jyx dy =
(m) bh (m)
(16.115)
_21’1’1 _é +b |d —2_m _éﬁ_kbﬁ —_mhz
7R G v s
In mod analog se determina:
mb? m
Jsz (16.116) JZ:JO:JX+Jy:g(h2+b2) (16.117)
Momentul centrifugal J,, se calculeaza in mod asemanator:
2m o (x*)
jxydm-—ﬂxydx y——jy(j x dx )dy: joy( ) dy =
(m) bh () bh 2
B (16.118)
ma (b m(b>h? 2620 K7 mbh
=—[y|l-——y+b|dy=— ——————+b — |=——
bh 0 h bh| h* 4 h 3 2 12
Deoarece z =0, celelalte momente de inertie centrifugale sunt nule.
Matricea de inertie 1n sistemul Oxyz va fi:
B —bh/2 0
J:% —bh/2 b’ 0 (16.119)

0 0 K +b°

In sistemul Cx;y,z; (fig.16.14) momentele de inertie se calculeazi cu

relatiile de variatie a momentelor fata de directii paralele in care:
O, =yc="h/3 5y:xczb/3 (16.120)
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In acest sistem momentele axiale se vor calcula in modul AN
urmator: Y !
W (B mh’ \
Ja=J,-ms? =" 2 2 (16121
e T s (3) 5 ) \
b2 X
m e
_ v 16.122) & C \
s ( ) 31 S
Olbs3 X
J. =2 +b%) (16.123)
s | Fig.16.14
Momentul de inertie centrifugal se calculeaza cu relatia:
mbh bh mbh
Jijpy=Jp —Mo0, =———m——=——— 16.124
U A A B E I (16.124)
Celelalte momente centrifugale sunt nule. Matricea de inertie are forma:
W obh/2 0
J* =% bhj2 b2 0 (16.125)

0 0 h°+b’

Se observa ca in acest caz numai axa Cz; este directie principala de inertie.

Problema 16.2: Sa se calculeze matricea de inertie a unei placi triunghiulare
de o forma oarecare, avand masa m si dimensiunile din fig.16.15. Sa se considere si
cazul particular al triunghiului echilateral.

Rezolvare: Triunghiul oarecare poate fi considerat ca fiind format prin alipirea a
doua triunghiuri dreptunghice (1) si (2). Daca m este masa totala a placii, masele
celor doua componente vor fi proportionale cu ariile acestora.

y/\ Din ecuatiile:
H _
7\ m; + m,=m
2 I my A 5P b (16.126)
m, A, Lah a
h ‘*C 2 2 2
se deduc masele :
17 .
4] a |0 b B> om=-C-m om=—"m  (16.127)
< >T< > a+b a+b
Fig.16.15 Momentele de inertie ale placii se obtin prin
o insumarea momentelor celor doud placi:
2 2 2

m1b2 N m2a2 _m a +b’
6 6 6 a+b
JZEJO:JX+Jy:%(h2+a2—ab+b2) (16.130)

J,=J P+ = =%(a2 —ab+b%) (16.129)
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Pentru triunghiul (1) momentul de inertie centrifugal se va calcula cu relatia
(16.118) in care se inlocuieste m prin m;. La triunghiul (2), in sistemul de referinta

considerat, variabila x* corespunzatoare laturii AH este data de relatia:

x*:%y—a (16.131)

astfel ca momentul centrifugal se va calcula cu relatia, provenita din (16.118):

2m 2m, [ © m-ah
JO =272 ([ xpdedy =22 xdx |dy=—"2 16.132
w = (Ij)y ="y xf y=-—" (16132

mbh myah _ mh
12 12 12
Celelalte momente de inertie centrifugale sunt nule. Matricea de inertie este:

W’ —h(b—-a)/2 0
J=% —h(b—a)/2 (a*—ab+b%) 0 (16.134)
0 0 (W’ +a’ —ab+b?)

(b—a) (16.133)

_ D, @) _
Jy=JD+JQ =

Pentru sistemul de referinta paralel Cx;y,z; calculele se fac introducand in

relatiile generale distantele &, =y =h/3 §i 6, =xc =(b—a)/3:

W’ hb-a)l2 0
T ="\ hb-a)/2 o’ +ab+b’ 0 (16.135)
18 2 2 2
0 0 h+a +ab+b

Numai Cz,; este directie principala de inertie.

Ny = ¥, In cazul particular al unui triunghi
” echilateral de masa m si latura a, In matricea de
inertie din relatia (16.134) se inlocuiesc
W3 lungimile 4, b si a cu corespondentele specifice
> a X; indicate 1n fig.16.16. Matricea de inertie fata de
C sistemul Oxzy va fi:
X 513 00
a/20|_al2 ] ~ J:% 010 (16.136)
Fig.16.16 00 4
in sistemul Cx,y,z, se introduc distantele &, = yo = aN3/6 i 0, =0 . Se obfine:
51100
g ="400 10 (16.137)
00 2

Axele Cy; s1 Cz,;, fiind axe de simetrie, sunt s1 directii principale de inertie.
Stiind cd cele trei directiile principale de inertie sunt reciproc perpendiculare,
rezultd ca si axa Cx; aparfine acestora.



c) Sectorul circular (fig.16.17)

Aria sectorului circular, dispus cu axa de
simetrie suprapusa axei Ox, se calculeaza in modul
urmator:

A= [dA= [[rd@-dr=
(4) (4)
X R o »? (16.138)
> =jrdr-jd9=7-2a=R2a
0 -
In consecinti, masa elementard se va exprima prin
relatia:
m m
dm=p, -dA:ZdA: P -rd@-dr  (16.139)

Momentul de inertie polar fatda de punctul O se

Fig.16.17 calculeazd dupa cum urmeaza:
R a 2
Jo=J, = Irzdmz ﬂrz- IZI -rd@-drz%-jﬁdr- J‘a’é’zﬂ (16.140)
(m) (1) Ra Ray o 2

Coordonatele masei elementare sunt x =7cosé si y =rsin@; in consecinta:

R a
Jo= [yidm=-"1—{[(rsin0)’rdrd6 =—2—[rdr- [sin’ 046 =
) Raa Keo = (16.141)
4 a 2 . '
_m R\, 1. g _MR(I_smla
Rla 4 |27 4 . 2 \2 4a
in mod analog se determina:
2 .
Jy:m§ Gﬁljmj (16.142)
a

Ox este axa de simetrie si in consecintd J,, =0; deoarece z=0, J,, =J,, =0.

Matricea de inertie fata de sistemul Oxyz are componenta:

2 1/2—sm2a/4a 0 0
sz2 0 1/2+sin2a/4a 0 (16.143)
0 0 i

Fata de sistemul de referintd paralel Cx;y;z; momentele de inertie se
calculeaza cu relatiile:

Jg=Jy  Jy=J,-mxi Iy =Jc=J. —mx; (16.144)
in care xo =0C = ZRsna . Momentele de inertie centrifugale sunt toate nule iar
o

axele acestui sistem sunt directii principale de inertie.
Se poate observa cd momentul de inertie J, =.J, dat de relatia (16.140) nu
depinde de unghiul la centru al sectorului circular.
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Problema 16.3: Sa se determine matricea de inertie pentru placile plane din
fig.16.18 la care se cunosc masa m §i raza R. Sa se indice directiile principale de
inertie si momentele de inertie fata de acestea.

Y/ YN ANV
_

ab. b
(961’/1;/ 0) ji/

L—1
b) ¢) d)
Fig.16.18
La discul complet (fig.16.18, @) matricea de inertie are componenta:
172 0 0
mR?
JZT 0 1/2 0 (16.145)
0 0 1

Este evident ca axele sistemului Oxyz sunt directii principale de inertie.
Aceeasi componentd o are §i matricea de inertie pentru un semidisc
(fig.16.19, b). Fatd de sistemul de referintd Cx;y;z; matricea de inertie se

calculeaza cu relatiile (16.144) in care se introduce x, =4R/37x:

2|12 0 0
=" 0 1/2-32/977 0 (16.146)
0 0 1-32/97°

Axele acestui sistem sunt directii principale de inertie pentru semidisc.
Pentru sfertul de disc (fig.16.18, ¢) momentele axiale au expresiile:

mR? )i mR?
Jx:‘]yZEJO: 4

Momentul de inertie centrifugal J,, se determina observand cd in acest caz

J,=Jp= (16.147)

densitatea superficiala este p, =4m/ 7zR2 Efectuand calculele se obtine:

j'xydm ﬂr sinfcosl-——-rdl-dr =

(m) () R2
m
' a2 ) (16.148)
" R |1 R
jr3dr Ism00039d0224—m — ‘—sm g ="t
7rR R° 4 |2 0 2r
Matricea de 1nertle are forma.
o 1/2 =1z 0
mR
J= —1/r 1/2 0 (16.149)

0 0 1
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Bisectoarea sfertului de disc este axa de simetrie, pe ea aflandu-se si centrul de
masa al barer; In consecinta axele sistemului Cx;y,;z; sunt directiile principale de

inertie. Momentele principale de inertie se determind cu relatiile (16.141) si
(16.142) in care se introduce « =7z/4 . Se obtine matricea de inertie:

. -1z 0 0
J*:mT 0 I+1/z-8/7z° 0 (16.150)
0 0 2-8/7?

Discul inelar (fig.16.18, d) este format prin decuparea cercului de raza r din
cercul de raza R; matricea de inertie are forma:

p2_ 2|12 0 0
J:% 0 1/2 0 (16.151)
0 0 I

Axele sistemului Oxyz sunt si directii principale de inertie.

d) Elipsa
Calculul se efectueazd intr-o prima
B/ \Y 2 ) etapa pentru o placa avand forma unui sfert
—5 T b—2 =1 de elipsa de masa m (fig.16.19).
(dm) dx a Din ecuatia analitica a unei elipse
b Tk VE. avand semiaxele a si b se expliciteaza relatia
dy dintre coordonatele punctului 4* aflat pe
y y conturul exterior al placii:
ol x 4 x*z%\/bz—yz (16.152)
~ %
a > Aria sfertului de elipsd este A=mb/4,
d astfel ca masa elementara dm va fi:
Fig.16.19 dm=pdd="Caa=" gvay (16.153)
A mab
Momentul de inertie al placii fata de axa Ox se calculeaza In modul urmator:
b
= 5dm = ] vy = a2y =
(m) 7ab () b
b
_4m a CyIb =y dy= (16.154)
mab b0
b
2 2
4”; y\/( I +b— b7 —y? +b? arcsinzj _mb”
7b 8 b ) 4
in mod analog se calculeaza:
2
ma m
J, = (16.155) J.=Jo=J.+J, =;(a2+b2) (16.156)
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Pentru momentul de inertie centrifugal J,, se procedeaza in modul urmator:

Iy _fxydm—mTﬂxydxdy— n;jjy(j:*xdx)dy:

() 4 (16.157)
4dm b (x*) 2m a’ mab

= — vy = —=
mab on 2 dy = mab sz‘ ( Y ) 4 21

Celelalte momente de inertie centrifugale sunt nule (z =0).
In sistemul de referintid Oxyz matricea de inertie are configuratia:

b? —2ablmr 0
ng _2abln  d&° 0 (16.158)
0 0 a’ +b°

Se poate observa ca pentru a=b=R se obtin valorile din (16.149) calculate
pentru sfertul de disc.

YA YA

N

1) a 7 \\Oy <
)

a) b
Fig.16.20
Pentru jumatatea de elipsa (fig.16.20, a), avand masa m si aria A= b/ 2,
calculul se face in acelasi mod, limitele integralelor fiind (0,5) pentru variabila y si

(—x*,x*) pentru x. Pentru elipsa intreaga (fig.16.20, ) de masa m si arie A= mb ,
limitele sunt (-b,b) pentru y si (—x*,x*) pentru x. In ambele cazuri, datoritd
simetriei, momentele centrifugale sunt nule. Matricea de inertie va fi:

b 0 0
m 2
J:z 0 a 0 (16.159)
0 0 a’+b°

La acelasi rezultat se poate ajunge considerand semielipsa si elipsa completa ca
figuri compuse din 2 si respectiv 4 sferturi de elipsa.

Si in acest caz, pentru a =b = R se obtin rezultatele calculate la semidisc si
la discul complet, prezentate in relatia (16.145).

La semielipsa axa Oy este directie principald de inertie. La elipsa completa
toate cele trei axe — Ox, Oy si Oz, sunt directii principale de inertie; momentele de
inertie axiale calculate fata de aceste directii sunt si momente principale de inertie
deoarece punctul O este si centrul de masa al elipsei.



328

16.5.4 Momentele de inertie la volumele omogene

a) Paralelipipedul (fig.16.21)
- 4\ Se cunoaste masa m a paralelipipe-
dulut s1 lungimile a, b si ¢ ale muchiilor

() acestuia. Masa elementara dm este data
de relatia:
(dm) c dm= p, dV (16.160)
r in care densitatea volumica va fi:
z

9 =d _m_n 16.161

y X a Py V  abc (16.161)
¥ b Volumul elementar este:
K ' dV =dxdydz (16.162)
Fig.16.21 Momentul de inertie polar fatd de O este:
Jo = Irzdm ——.”:[ (x +y +z )dxdydz = —(11 +1, +13) (16.163)
(m) G abe
Cle trei integrale din partea dreapta se calculeazﬁ in modul urmator:

1 x’dxdydz = [xdx-[d dz——a bc 16.164

1= (Ig) y I I v I 3 (16.164)
1
1, —J..Uy dxdydz = Idx jyzdy jdz—;alﬁ (16.165)
)
1

I _IIIZ dxdydz = fa’x jdy J.ZZdZ—EabC (16.166)

)
Rezulta momentul de inertie polar:

1
Jozgm(a2+b2+cz) (16.167)
Se calculeaza in continuare momentele de inertie axiale:

1
:(i)()ﬂ +22)dm—ab gj;(y +z )dXdde_abc(12+13):§(b2+02) (16.168)

J, =§(cz+a2) (16.169) J. :é(a2+b2) (16.170)

Se verifica relatia dintre momentele de inertie axiale ale unui corp tridimensional:
1

JO=5(JX+Jy+JZ) (16.171)

Momentele de inertie centrifugale se calculeaza in modul urmator:
b

(i)xydm—zgy)xydxdde—— dex gydy fdz-émab (16.172)
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J )z =§mbc (16.173) szzémca (16.174)
Matricea de inertie a corpului in sistemul de referintd Oxzy are componenta:
m(b2+cz)/3 —mab/4 —mac/4
J=| —mab/4 m(c®+a’)/3 —mbcl/4 (16.175)
—mac/4 —mbc/ 4 m(a2+b2)/3

La calculul momentelor de inertie fatd de un sistem de referintd Cx,y,z,, paralel

cu acesta si avand originea in centrul de masa al corpului, se aplica relatiile de
variatie dupa cum urmeaza:

J

X

=J,—mé8? :i(bz +c2)—im(b2 +c?) :im(bz +c?) (16.176)
A 3 4 12
In mod analog:

J =ém(02+a2) (16.177) J. :ém(a2+b2) (16.178)

Axele mentionate sunt si axe de simetrie astfel cd momentele centrifugale sunt
nule. In final, matricea de inertie corespunzatoare este:

b’+c? 0 0
V=" 0 a0 (16.179)
12 S
0 0 a“+b

Axele de simetrie sunt si directii principale de inertie.

b) Cilindrul (fig.16.22) dx
- y . A
Un cilindru de masa m are raza R si y (dm)
inalfimea 4. Volumul siu este: - - R
V=rR’h (16.180) oL “; / X
Densitatea volumica este: \\ \ j
m m z
Py =—= (16.181) X
"V 2R ) h
Drept masa elementara se alege o portiune din . i
cilindru de grosime dx: Fig.16.22
m 2 m
dm= p,dV = TR dx =—dx (16.182)
g 7 R%h h
Fata de axa Ox aceasta masa elementara are momentul de inertie:
dJ, :édem (16.183)

analoga celei stabilite 1n relatia (16.140) la discul plan. Pentru intregul cilindru:

1 1
Jo=[dJ, :ERZ IdszmRz (16.184)

(m)



330

h
m 1
J,=J.= [xX’dm=—[x"dx=—mh’ (16.185)
h 3
(m) 0
Ox este axa de simetrie iar centrul masei elementare are coordonatele y=z=0. In
consecintd toate momentele centrifugale sunt nule. Matricea de inertie va fi:

mR’>/2 0 0
J=| 0 mh’/3 0 (16.186)
0 0 mh’/3

Mutand sistemul de referintd in centrul de masa al corpului, la distanta 4/2, se
obtin urmatoarele momente de inertie:
1

J.=J, =EmR2 (16.187)
I 5, (hY 1
Jy1=J21=§mh —m(EJ =Emh (16.188)
Matricea de inertie are in acest sistem componenta:
mR*/2 0 0
J=| 0  mh’/12 0 (16.189)
0 0  mh’/I2

Axele acestui sistem sunt directii principale de inertie.

c) Conul circular drept (fig.16.23)

I\ dx Volumul conului este dat de relatia:
R
(dm) L. V:énth (16.190)
g \\xr C > Volumul elementar dV este asimilat unui mic
* j cilindru de inaltime dx, a carui raza r este data
X de relatia:
z
- h rz%x (16.191)
Fig.16.23 : :
‘& Masa elementara va fi determinata de expresia:
dm= pydV = 3’121 -ﬁrzdxzj—zmrzdx:'g—’?xzdx (16.192)
R h R°h h
Acestel mase elementare 11 corespunde un moment de inertie elementar de forma:
2
ar =L 2gm=3 "R g, (16.193)
2 2 K

Rezulta momentul de inertie axial fata de axa Ox:

2 h 2 5
szdex:EmR e =3MR 3 R (16.194)
2 Koy 24 5 10
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Centrul mase1 elementare are coordonatele y =z =0 astfel ca celelalte momente
axiale se vor calcula cu relatia:

h 5

J,=J,= Ixzdm=3—zijx4dx=3—?-h—=imh2 (16.195)
(om) h’ w5 5

Din acelasi motiv, toate momentele centrifugale sunt nule. Matricea de inertie fata

de sistemul de referinta considerat va avea componenta:

3mR?/10 0 0
J=| 0 3mh’/5 0 (16.196)
0 0  3mh’/5

Pentru sistemul de referintd Cx;y,z,;, paralel cu sistemul dat, se cunoaste distanta
6, =0, =xc =3h/4, astfel ca:

2
J.=J, Jy]:lezgth—m(%j :%mh2 (16.197)
Momentele centrifugale sunt nule. Rezultd matricea de inertie:
3mR? /10 0 0
J' = 0 3mh? /80 0 (16.198)
0 0 3mh?® /80

Axele acestui sistem sunt directii principale de inertie.

d) Sfera dr;

Coordonatele carteziene ale masei elemen-
tare dm (fig.16.24) pot fi exprimate in functie de p (dm)
coordonatele sferice 7, @, ¢ prin relatiile:

X =rcosp cost
y=rcospsinf (16.199)

z=rsing 0

<V

Volumul elementar al acesteia este: .
dV =rde-rcospdl-dr (16.200) Fig.16.24

Cunoscand ca volumul total al sferei (fig.16.25) se

calculeaza cu relatia: A
R /2 2r 4
V= IdV: .[rzdr- _[COS(pd(o- J.dl9=§7Z'R3
) 0 —7/2 0
(16.201)
rezulta densitatea volumica:
m 3m
Pr == (16.202) Fig.16.25
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Pentru masa elementara se obtine relatia:

" cospdrdpdd (16.203)
R

4

Momentul de iner‘;ie polar se calculeaza in modul urmator:

Jo = j/dm: " cospdrdpd6 =
(m) 4R (i)
(16.204)
_[r4dr Icosgad(p Id@— —2-2r=—mR
" 47R a2 47R’ 5 5

Plecand de la relatia de legatura intre momentele de inertie ale corpurilor
tridimensionale, respectiv:

1
Jo :E(Jx+Jy+JZ) (16.205)
se deduc momentele axiale, egale intre ele din motive de simetrie:
2
Je=J,=J. =§J0 :EmRZ (16.206)

Momentele centrifugale fatda de axele de simetrie sunt nule, astfel ca
matricea de inertie va avea forma:
1 0
2l 7 (16.207)
0 0

0
J= 0
1

LN

Axele sistemului Oxyz sunt directii principale de inertie.
A Pentru figurile geometrice provenite din sfera,
momentele de inertie se calculeaza in mod asemanator,
modificand volumul ¥ si limitele integralelor.

La semisfera din fig.16.26 volumul este:

V= %mﬁ (16.208)

Masa elementara va avea in acest caz forma:

X
dim — 3m

Fig.16.26 27R?
Momentul de inertie polar se va calcula iTn modul urmator:

r COS(pdrd(de (16.209)

Jo = Irzdm = 3 mr cospdrdpdfd =
(m) 27R” )
5 (16.210)
712 3m R 3,
Zfr dr- ICOS(pdgo jd@- 5 —1-2r=—mR
Momentul ax1a1 fa‘;a de Oz se calculeaza distinct plecand de la relatia:
= [(x* +y7)dm (16.211)

(m)
Utilizand relatiile (16.199) se obtine in continuare:
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J, = 3 m(r cos’ @ cos’ @ +r’ cos’ @ sin 6?) ¥ COS(pdrdgde—
2R (V)
/2 2r 5 (16.212)
R 2 2
= 3m3 Ir4dr _[cos o do- jdﬁ— 3m3 =2 2r=ZmR?
27Z'R 0 0 27Z'R 5 3 5
Pe baza relatiei (16.205) se poate deduce.
Je=J, =é(2J0 —JZ):émRz (16.213)

Momentul de inertie centrifugal J,, se calculeaza in modul urmator:

= Ixydm = 2323 m (rcos@pcosf)-(rcospsin 9)-r2 cospdrdpdf =

" o 16.214
= Ir4dr jcos pdp- Jsm@cos@dﬁ— ——=-0=0
2 R3 ) 27R° 5 3

Deoarece Oz este axa de simetrie, J w=J=0.

Matricea de inertie pentru semisfera are aceeasi forma ca si cea pentru sfera
completa, respectiv (16.207), diferenta facand-o masa corpului.

Mutand sistemul de referintd cu originea din O in centrul de masd C, cu
precizarea ¢d 0, =0, =z =3R/8, modificdrile care apar sunt:

2
Jx]:JyI:Jx—m@f=§mR2—m(§Rj 38230 mR? (16.215)
2
3 9
atyr =Ty =m8 8y =0=m TR | ==—mR (16.216)

e) Elipsoidul (1ig.16.27)

Deducerea relatiilor specifice unui elipsoid de 7t
masa m si semiaxe a, b si ¢ este in acest caz - /
laborioasa. O cale mai simpla este sa se “dedubleze” \
relatiile similare stabilite in cazul sferei, respectiv [~
(16.201) +(16.207). Se obtin urmatoarele relatii:

Vz?ﬂ'abc (16.217) «x

Fig.16.27

J0=§m(a2+b2+c2) (16.218)

‘]x:?(b2+c2) Jy:%(c%raz) JZ:?(a2+b2) (16.219)

b’ +c? 0 0
" o 24g? 0 (16.220)
5 2 2
0 0 a’ +b
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16.5.5 Metode speciale de calcul

In cap.4.7 din partea I — Statica, a fost expusd metoda elementului finit
pentru determinarea pozitiei centrului de masa in cazul corpurilor la care
integralele din relatiile de calcul nu au solufii analitice (integralele eliptice).
Metoda este utilizabila si pentru corpurile de forma neregulata, respectiv acele
corpuri care nu pot fi descompuse in figuri geometrice simple. Procedeul de calcul
prezentat in capitolul mentionat mai sus poate fi extins si pentru calculul
momentelor de inertie mecanice.

Se reaminteste principiul metodei. Corpul se divizeaza in n segmente foarte
mici - elemente finite, avand in general aceeasi formd, si se considerd ca fiind
compus din aceste elemente; momentul de inertie al corpului va fi suma
momentelor de inertie ale elementelor finite fatd de reperul geometric considerat.
Cu cat aceste elemente vor fi mai mici, numarul lor va fi mai mare, crescand
precizia determindrii. In aceste conditii, relatia pentru calculul momentului de
inertie polar, de exemplu, va lua urmatoarea forma:

Jo= [rldm — Jo=YriAm=am-Y P =232 =mj, (16.221)
(m) i=1 i=1 N i=1
in care prin:

1 n
Jo==2r7 (16.222)
ni=i

s-a notat un moment de inertie unitar, corespunzator unei mase a corpului egala cu
unitatea (m = 1kg). In mod analog se poate proceda si pentru celelalte momente de

inertie axiale si centrifugale; se observa ca aceste momente de inertie unitare
depind numai de numarul elementelor finite si de pozitia acestora in sistemul de
referinta considerat. Momentele de inertie unitare se pot determina prin explorarea
domeniului ocupat de corpul analizat, de regula utilizand un program de calculator
adecvat; prin inmulfirea ulterioara cu masa m se determina valorile efective ale
momentelor de inertie respective.

Se exemplificd in continuare acest procedeu
de calcul, extins si pentru determinarea directiilor
si momentelor principale de inertie, pentru cazul
unei placi plane de forma neregulata (fig.16.28).
Succesiunea operatiunilor este urmatoarea:

— se considerd un sistem de referinta Oxy in

planul placii s1 se calculeaza coordonatele x.,y.

ale centrului de masa al acesteia;
N o . . .
0O % —secalculeazd momentele de inertie J,, J, si

Fig.16.28 Jy, definite de relatiile generale:

Jo= [yidm  J, = [x’dm  J, = [xydm (16.223)
(m) (m) (m)
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— se calculeazd aceleasi momente fatd de axele Cx; | Ox si Cy,||Oy folosind
relatiile de variatie:

2 2
Jx]:Jx_myC Jy]:Jy_me JxlyI:ny_meyC (16224)
— se calculeaza J; =Jc=J,;+J,,; acesta este unul dintre momentele princi-

pale de inertie, directia A; este perpendiculara pe planul placii in C;

— se considera o dreapta A trecand prin C care face unghiul o cu Cx;; pentru
valori ale unghiului ¢ in intervalul (0, ), se calculeaza J, cu relatia:

JA=Jx1cos2a+Jy1sin2a—2Jx1ylcosasina (16.225)

provenita din particularizarea relatiei generale (16.36);

— se refine valoarea J; =J, i, ; este un alt moment de inertie principal; directia
A, face cu Cx; unghiul ¢; pentru care s-a obtinut minimul respectiv;

—se calculeazd J, =J,(«,), Incare a, =a; +x/2; directia A, face acest
unghi cu axa Cx;;

— verificarea calculelor se poate face cu ajutorul relatiei matriceale

J; 0 0| |cosa; sina; 0| Ji —Jsy 0| |cose; cosa, 0

0 J, 0 |=|cosa, sina, 0\ |—Jyy, Jyy 0| |sing; sna, 0| (16.226)

0 0 J; 0 0 1 0 0 Je 0 0 1
provenita din relatiile generale (16.67) si (16.69).

La realizarea unui program de calculator S

pe baza elementelor de mai sus, se considera ca
placa este reprezentatd printr-o figura la scarad X i Xonax
pe ecranul monitorului (tindnd seama si de |y . T

rezolutia acestuia. Se fac urmatoarele precizari:

— sistemul de referintd se alege suprapus
marginilor ecranului; in general sistemul de
coordonate al ecranului are directiile indicate in
fig.16.29;

— culoarea de fond a ecranului trebuie sa fie |y, 1
diferita de culorile cu care se reprezinta figura \
plana; 1% Fig.16.29

— figura se exploreaza intre niste limite de
incadrare, comparand culoarea pixelilor acesteia cu cea a fondului;

— atat pozitia centrului de masa cat si momentele de inertie se calculeaza
considerand pixelii componenti ai figurii drept elemente finite identice, de arie A4
si masa Am ;

— prin explorarea figurii se determind numadrul total » de pixeli ai acesteia; x;, y;

™~

sunt coordonatele curente ale unui pixel;
— coordonatele centrului de masa (in pixeli) se calculeaza in modul indicat n
cap.4.7, utilizand relatiile:
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1 12
Xe == 2% Yo ==Y (16.227)
ni—y ni—y

— momentele de inertie unitare fatd de marginile ecranului se calculeaza cu
relatiile analoge expresiei (16.222):
R .1 , 1
Y S P 36 Y It 350 (16.228)
ni=1 Ni=1 ni=1

— dupd determinarea directiilor principale de inertie conform celor ardtate mai
inainte, se marcheza pe figurd pozitia centrului de masa si se traseaza dreptele A;
si A, cu o culoare distinctd; se afigeaza valorile momentelor de inertie principale
(J;,J,,J;)obtinute prin inmulfirea momentelor unitare cu masa placii.

Se prezinta in continuare o secventa de program Turbo-Pascal care include
atat determinarea pozitiei centrului de masa cat si a momentelor de inertie unitare
principale.

Jl:=7x;
. alfal:=0;
fond:=getbkcolor; arl:=0;
n:=0; for alfa:=1 to 180 do
sx:=0; begin
sy:=0; ar:=pi*alfa/180;
sxx:=0; cs:=cos (ar);
syy:=0; sn:=sin(ar);
sxy:=0; Jjd:=jx*cs"2+jy*sn"2-
for y:=ymin to ymax do 2*Jxy*cs*sn;
for x:=xmin to xmax do if j31<3jd then
begin begin
culoare:=getpixel (x,V) J1l:=3d;
if culoare <> fond then alfal:=alfa;
begin arl:=ar;
n:=n+1; end; {if}
SX:=SX+X; end; {for alfa}
sy:=sy+ty; alfa2:=alfal+90;
SXX:=SXX+X*X; ar2:=arl+pi/2;
SYyy:=syyty*y; cs:=cos (ar?);
SXYy:=sxXyt+x*y; sn:=sin(ar2);
end; {1f} J2:= jx*cs"2+jy*sn"2-
end; {for x} 2*Jxy*cs*sn;

end; {for vy}
XCc:=sx div n;
yc:=sy div n;
Jx:=sxx div n-yc”"2;
Jjy:=syy div n-xc”2;
Jxy:=sxy div n-xc*yc;
J3:=Jx+jy;
setcolor (red) ;
circle (xc,yc,2);
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17. DINAMICA SOLIDULUI RIGID
17.1 Calculul parametrilor dinamici
17.1.1 Generalitati

zﬂ\ Parametrii dinamici generali, respectiv impulsul,
(dm) momentul cinetic si energia cineticd se pot defini in cazul
solidului rigid pornind de la relatiile lor corespunzatoare

c punctului material, prezentate in cap.13.1.2.

r Se reaminteste cd in cazul punctului material
Te parametrii dinamici mentionati au expresiile:
g >y H=mv (17.1) Ky,=FxH=Fxmy (17.2)
X Fig.17.1 E= émvz (17.3)

Unei mase elementare dm din configuratia corpului (fig.17.1), asimilata unui
punct material, i vor corespunde parametrii dinamici elementari:

dH =vdm (17.4) dK,=rxdH =Fxvdm (17.5) dE:évzdm (17.6)

Pentru intregul corp parametrii dinamici mentionati se calculeaza facand integrarea
pentru toatd masa corpului. In functie si de miscarea pe care o are corpul acesti
parametri pot lua forme specifice; se vor trata miscarile uzuale cele mai generale,
respectiv translatia, rotatia in jurul unui punct fix, rotatia n jurul unei axe fixe,
miscara plan-paralela.

Pentru nevoile demonstratiilor urmatoare se reaminteste relatia cunoscuta
din Statica referitoare la pozitia centrului de masa:

Ifdmszc (17.7)
(m)
Impulsul total al corpului se determind, pornind de la relatia (17.4), 1n modul
urmator:

H= _[dH Ivdm— —dm—— Irdm d(m_c) mdL—mvC (17.8)
(m) (m) dt dt dt dt

In aceasti relatie derivarea in raport cu tlmpul este independenta fatd de integrarea
pe masa corpului, astfel ca cele doua operatiuni pot fi inversate in expresie. Relatia
de mai sus pune in evidentd cd impulsul unui corp nu depinde de forma si
dimensiunile acestuia c¢i numai de pozitia si viteza centrului sau de masa.

Vectorul impulsului, coliniar cu viteza centrului de masa, are in sistemul
Oxyz dezvoltara analitica si modulul:

H=Hi+H j+Hk (179 H|=H?+ 12 12 (17.10)

Relatiile pentru calculul impulsului in functie de tipul miscarii depind de cele
stabilite Tn Cinematica pentru viteze.
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Momentul cinetic se defineste, pornind de la relatia (17.5), prin:

Ko=[dKy= [(Fxv)dm (17.11)
(m)
Expresia analitica a vectorului moment cinetic s1 modulul acestuia sunt:
Ko=Ki+K,j+Kk (17.12) Ko|=yKZ+K2+K2  (17.13)
Energia cinetica a corpului are definiia stabilita pe baza relatiei (17.6):
I
E=|dE=— |vidm 17.14
jar=" | 17,14

(m)
17.1.2 Cazul miscarii de translatie

Caracteristic migcarii de translatie a unui corp (fig.17.2) este faptul ca toate
punctele lui au aceeafl viteza, respectivv = v .

a) Impulsul. Relatia generald (17.8) se poate pune -
sub forma matriceala:
Hx Vex
H, |=m|vg, (17.15) K,
Hz Vez
In cazul unei translatii rectilinii, la nivel scalar:
H=mv, (17.16)
b) Momentul cinetic. Relatia generald (17.11) se Fig.17.2

prelucreaza in cazul translatiei in modul urmator:

Ko= [(Fxve)dm= [(Fdmxve)=([Fdm)xve =mipxVe =icxmve (17.17)
(m) (m) (m)

Similitudinea cu (17.2) aratd ca in translatie momentul cinetic este identic cu cel al

unui punct material avand masa corpului, pozitia si viteza centrului sau de masa.
Relatia de mai sus se mai poate pune si sub forma determinantului prin care

se exprima un produs vectorial, din care, in continuare, se pot calcula proiectiile:

ik K, =m(ycve: —zcvey)
Ko=m|xc ye zc| (17.18) K, =m(zeve, —xeve,)  (17.19)
Vex Yoy Ve K, =m(xcvey = Yever)
Relatia matriceala echivalentd pentru calculul proiectiilor este:
K, 0 —Ver Vo Xc
K, |=m| ve, 0 —Vvey ' Ve (17.20)
K. —Vey  Vex 0 Zc

in care intervine matricea antisimetricd asociatd vitezei centrului de masda v..In
cazul unei translatii rectilinii, daca vectorii 7~ §1 V- sunt coliniari, momentul
cinetic al corpului fata de reperul O este nul.
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c) Energia cinetica. Tinand cont de faptul ca toate punctele corpului au
aceeasi viteza, relatia generala (17.14) ia forma:

1 2 1 > I
E=— |\vidm=—v dm=—mv 17.21
5 I C C,f P C ( )

(m) (m)
In translatie energia cinetica a corpului este identicd cu cea a unui punct material
avand masa corpului si care se deplaseaza cu viteza centrului de masa al acestuia.

17.1.3 Cazul miscarii de rotatie in jurul unui punct fix

Punctul fix al corpului este constituit de o articulatie sferica iar originea
sistemului de referinta se alege, pentru o tratare comoda, chiar in acesta (fig.17.3).
a) Impulsul. Viteza centrului de masa este:

Ve =0 XTI (17.22)
astfel ca impulsul se poate scrie:
z/ i j Kk
H=m@xig)=m|lo, o, o, (17.23)
9 Xc Yc Zc
0 Rezulta proiectiile pe axe:
H,=m (an)y —Yc®;)

Hx =m (xCa)Z - an)x) (1724)

H, :m(yCa)x _xCa)y)

Fig.17.3 _ e 5
Relatia matriceala corespunzatoare este:
H, 0 -0 o, Xc
H,|=m| o, 0 - ||y (17.25)
H, -0, O, 0 Zc

in care intervine matricea antisimetrica atasata vitezei unghiulare @ . Impulsul este
nul dacd centrul de masa C coincide cu punctul fix O (7 =0).

b) Momentul cinetic. Viteza masei elementare dm este v =w xr astfel ca
relatia generala (17.11) devine:

Ko = [[Fx(@xF)ldm= [[@ (7 -F)—F(@-F)]dm (17.26)
(m) (m)

in care s-a introdus si expresia alternativa a produsului dublu vectorial. Tinand cont
de expresiile analiticea ale vectorilor @ si 7, produsele scalare vor fi:

For=x2+y° +2° (17.27) o F=xo,+yo,+zeo, (17.28)
Relatia (17.26) devine:
K, = j[(wxf+wy]+wzl€)-(x2 +y2 +Z2)—(x17+y]_'+zl€)-(xa)x +yo, +zo,)]dm
(m)
(17.29)
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Cu observatia ca vectorul @ este independent de distributia masei corpului, se
grupeaza in continuare termenii acestei relatii dupa versorii axelor de coordonate.

K, = j[a)x(xz +y2 +22)—x(xa)x +yo, +zo,)]dm =
() (17.30)
=, J.(y2 +22)dm—a)y .[xydm—a)z J.xzdm
(m) (m) (m)
Se recunosc in integralele din partea a doua a relatiei momentele de inertie axiale si
centrifugale referitoare la axa Ox a sistemului de referintd. Procedind in mod
analog si pentru celelalte axe, se obtine:

K,=Jo,-J,0,-J. 0,

K, =-Jyo.+J,0,-J, 0, (17.31)
K, =-J, o, —Jzya)y +J,0,
Rezultatele obtinute pot fi grupate in relatia matriceala:
Kx Jx B ny o sz Wy
K,l=|-Jun J, —J. |0 (17.32)
KZ - ‘]zx - Jzy JZ o,

in care se recunoaste matricea de inertie J a corpului fata de axele sistemului Oxyz.
Sub formd simbolica aceasta relatie se poate scrie:
K=J o (17.33)
In cazul in care axele sistemului sunt directii principale de inertie, atunci
Jy=J;, J,=J, si J,=J; sunt momente principale de inertie ale corpului iar

toate momentele centrifugale sunt nule. Relatia (17.32) devine:

K. J; 0 0 @,
K,|= 0 J, 0 ||o, (17.34)
K. 0 0 J;||o,

iar expresia analiticd a momentului cinetic K, ia forma redusi:
Ko =Joi +J,0,]+J;0.k (17.35)

c) Energia cinetica. Viteza masei elementare dm se pune sub forma:

V=oXr=o, 0, o, — Vv, =XQ, —Z0, (17.36)
Xy z Vv, = Y0, — X,
Facand inlocuirile in relatia:
v = ‘\7‘2 = vi +v§ +vZ2 (17.37)

se obtine:
v = a))f(y2 +22)+a)§(z2 +x2)+a)22(x2 +y2)—2a)xa)yxy—2a)ya)zyz—2a)za)xzx
(17.38)
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Se introduce aceasta expresie in relatia generald a energiei cinetice (17.14):

Ezi[a)ﬁ J.(y2 +22)dm+a)§ I(zz +x2)dm+a)22 I(x2 +y2)dm—
(m) (m) (m) (17.39)
20,0, J'xydm—2a)ya)z Iyzdm—2a)za)x szdm]
(m) (m) (m)
Se obtine 1n final:

1 2 2 2
E :E(Jxa)x +J,0,+J,0; -2J 0.0, -2J 0,0, 2] 0.0.) (17.40)

Aceasta relatie poate fi pusa si sub forma matriceala:

; Jo —Jy I || O
E=loc o, ol|-v 0y U e, (17.41)
B sz o Jzy Jz o,
Forma concentrata a aceastei relatii este:
1
EZE"%'J'(‘) (17.42)
Daca axele Ox, Oy si Oz sunt directii principale de inertie, relatia (17.41) devine:
; J; 0 0| o
E=2loc o, @0 0 0o, (17.43)
0 0 J;||o,
sau:
1
E= E(J,a)j +J,0, +J307) (17.44)
17.1.4 Cazul miscarii de rotatie in jurul unei axe fixe
Viteza unghiulard @ este coliniara cu axa de
rotatie; toate punctele corpului descriu traiectorii
circulare 1n jurul acesteia.
¢) Impulsul. Vectorul impulsului este tangent la
cercul descris de centrul de masa al corpului in sensul
vitezei acestuia (fig.17.4). Vectorul impulsului si
) modulul acestuia se determina cu relatiile:
- H =mve =m(ox7,) (17.45)
|H| = m|@||7c|sine =maor (17.46)
Daca centrul de masa se afla pe axa de rotatie » =0 si
X in consecinti H =0. Aceeasi situatie se intdlneste si

in cazul unei roti avand o articulatie cilindrica fixa in
centrul ei geometric (fig.17.5).
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b) Momentul cinetic. Demonstratia efectuata pentru cazul
miscarii de rotatie in jurul unui punct fix isi pastreaza R
valabilitatea s1 in acest caz. Deosebirea provine din faptul ca
vectorul vitezei unghiulare este coliniar cu axa Oz, suprapusa in
cazul de fata axei de rotatie.

o =wk (17.47)
Relatia matriceala (17.32) ia forma:
K, Jo —Jy I ||0
Ky|=|-Ju J, —Jp [|0 (17.48)
K. —J =Jy I 10,

Expresia vectorului moment cinetic este:
Ko=—J oi—J oj+J. ok (17.49)
Relatia matriceala (17.33) isi pastreaza valabilitatea, cu
precizarea ca vectorul @ va confine doar elementul @, #0.
Daca axa de rotatie este si axa de simetrie, atunci ea este
o directie principalda de inertie a corpului si In consecintd
J. =J,, =0. Relatia de mai sus devine:

Ky=J wok=Jo (17.50)
In aceasti situatie se deduce ci vectorul momentului cinetic este § &
coliniar cu axa de rotatie (fig.17.6). Generalizand, fata de o axa s
. : . . . . K,
de rotatie oarecare A care trece prin O si este si axa de simetrie
a corpului, momentul cinetic este: 0

K,=J,@ (17.51) 9

In cazul particular al unei disc articulat in centrul sdu de masa

(fig.17.5, 17.7), O=C, vectorul K, este perpendicular pe

planul discului iar modulul sau este: A0
Ko|=J-o (17.52) )
[Kol=c Fig.17.7

c) Energia cinetica. Se particularizeaza relatia (17.40) pentru situatia

o, =0,=0 sl 0, =o; rezulta:

E:éJza)Z (17.53)
Generalizand pentru rotatia in jurul unei axe fixe oarecare A se obtine:
E= éJAa)Z (17.54)

Se constata ca energia cinetica depinde numai de momentul de inertie axial fata de
axa fixa si de viteza unghiulara cu care are loc rotatia in jurul acesteia.

Relatia matriceala (17.42) este deasemenea valabilda cu observatia ca
vectorul ® confine numai elementul @, # 0.



343

17.1.5 Cazul miscarii plan-paralele

S-a aratat in Cinematica cd miscarea corpului poate fi redusa in acest caz la
cea a sectiunii acestuia continutd in planul migcarii. Parametrii cinematici (vectorul
de pozitie, viteza si acceleratia) sunt vectori confinufi in acest plan iar parametrii
unghiulari @ s1 &€ sunt perpendiculari pe acesta. Miscarea poate fi considerata atat
ca o rotatie in jurul centrului instantaneu de rotatie cat si ca o compunere intre o
translatie cu parametrii cinematici ai unui punct al corpului din planul miscarii (de
reguld centrul de masa al acestuia) simultana cu o rotatie in jurul acestui punct.

a) Impulsul. Viteza v, a centrului de masa,

calculata prin procedeele cunoscute din Cinematica, este
continutd in planul miscarii; Tn consecintd, vectorul
H= mv, va fi g1 el confinut in acest plan.

Daca miscarea se raporteaza la centrul instantaneu
de rotatie (fig.17.8) viteza v, este perpendiculard pe
segmentul /C si are sensul vitezei unghiulare @ ; modulul
impulsului se va calcula cu relatia:

|H|=mppc|=maIC (17.55)

In cazul particular al unei roti aflate in rostogolire
fara alunecare (fig.17.9) centrul instantaneu de rotatie se
afla in punctul de contact cu suprafata de sprijin.
Impulsul se va calcula cu relatia:

|H|=maoR (17.56)

b) Momentul cinetic. Fata de reperul O, tinand cont
de compunerea miscarilor, se poate utiliza relatia:

in care K- este momentul cinetic corespunzator rotatiei

corpului in jurul centrului sdu de masa; se poate observa
ci atdit K, cat si K. sunt vectori perpendiculari pe
planul miscarii. Pentru roata care se rostogoleste fara
alunecare (fig.17.9), relatia utild in aplicatii este:

2
Fig.17.10 \Ec\cha):%w (17.58)

c) Energia cinetica. Considerand miscarea plan-paraleld drept o rotatie in
jurul unei axe instantanee care trece prin punctul /, se poate utiliza relatia:

E zé.],a)z (17.59)

Pe baza relatiei de variatie a momentelor de inertie fata de axe paralele:
J;=Jo+m-IC? (17.60)
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Energia cinetica devine:
E:é(JC+m-IC2)a)2zéJCa)2+ém(a)-IC)2 (17.61)
Observand cd @wIC=v,, se obtine relatia finala:
Ezémvé +§Jca)2 —E_+E,, (17.62)

Energia cinetica a corpului aflat in miscare plan-paralela se poate calcula insumand
energia cinetica corespunzatoare translatiei acestuia cu viteza centrului sdu de masa
cu energia cinetica corespunzatoare rotatiei n jurul acestui punct.

17.2 Teoremele generale in dinamica solidului rigid

Teoremele generale au ca scop determinarea variatiei parametrilor dinamici
ai unui solid rigid (impulsul, momentul cinetic, energia cineticd) in functie de
fortele aplicate acestuia la un moment dat, variatii care se exprima prin derivatele
acestor parametri n raport cu timpul.

La punctul material fortele aplicate sunt concurente si se reduc la o singura

fortd F ; teoremele generale au fost demonstrate in cap 13.1.4 si au forma:

dH = dK — = _ =

— =F (17.63) TtO:MO(F) =7xF (17.64) dE=dL (17.65)
La solidul rigid, asa cum s-a aratat in Statica, fortele exterioare se pot reduce in
cazul general la un torsor compus din rezultanta fortelor si din momentul rezultant
al acestora in raport cu un punct de reducere O, respectiv:

{E=2E

oy — — — i (17.63)

My =SMy(F) =3 @ xF)

in care i este in acest caz un indice de Tnsumare. Fortele mentionate sunt forte

concentrate aplicate Tn puncte distincte ale corpului; fortele distribuite si fortele

masice sunt si ele reductibile la forte concentrate. Din acest motiv, pentru o

demonstratie riguroasa a teoremelor generale, la tranzitia de la punctul material la

solidul rigid trebuie intercalat sistemul de puncte materiale.
Se considera un sistem de puncte materiale

(fig.17.11) actionat de fortele exterioare F, precum si de

fortele de interactiune interioare F;; dintre aceste puncte.

F.
— 2
Este evident ca in baza principiului actiunii §i reactiunii, I,
fortele interioare sunt egale, respectiv: ;
F,=-F, (17.64) 70 - 4,
a) Teorema impulsului. Pentru un punct material de 1— 23
rang i din sistem teorema impulsului are forma, provenita 4; 32

din (17.63):

H;=F,+YF; (17.65) > Fig17.11
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Impulsul total al sistemului de puncte materiale este suma impulsurilor acestora;
insumarea se aplica si derivatelor acestor impulsuri, astfel ca:

H=YH =YF+Y3F, (17.66)
In baza relatiei (17.64), suma totald a fortelor interioare este:
Z int _ZZE]' =0 (17.67)
si, In consecinta:
H=YF=SF, (17.68)

Se deduce ca variatia impulsului total al unui sistem de puncte materiale este
determinata numai de fortele exterioare.

Solidul rigid este compus dintr-o infinitate de mase elementare, analoge
punctelor materiale. Fortele dintre aceste mase elementare reprezinta tensiunile
interioare ale corpului care, datd fiind rigiditatea acestuia, nu-i influenteaza
miscarea. Relatia (17.68) devine in acest caz,

ﬁ:% dH)=YF =Y F,, (17.69)
sau, tinand cont s1 de relatia de definitie (17.8):
0;_";’ — Ve =mg =Y Fiyy = (17.70)

Teorema impulsului, exprimatd de aceasta relatie, precizeaza ca variatia impulsului

unui solid rigid este data de rezultanta fortelor exterioare aplicate corpului.
b)Teorema momentului cinetic. Pentru punctul material de rang i, pozitionat

prin vectorul 7 fatad de un reper geometric fix O, teorema momentului cinetic se

poate pune sub o forma analoga relatiei (17.64), respectiv:
Eg)zﬁx(E+ZEj):ﬁxE+EXZFg (17.71)

Momentul cinetic total al sistemului fatd de reperul O se obtine Tnsumand
momentele cinetice ale punctelor materiale ale acestuia; insumarea se aplica si la
nivel de derivate, astfel ca:

ZK(’) =Y (7 x F) + X(7 x L Fy)) (17.72)

Se observa ca termenul final al acestei relatii este nul
deoarece pentru fiecare pereche de forte interioare
(fig.17.12) exista o relatie de forma:

7y x By =y < F) (17.73)
Se re‘;ine in final relatia:
Fig.17.12 =Y xF)=XMy(F)=XMy(F,,) (17.74)

Pe baza observatiilor de mai sus privind tensiunile interioare, relatia obtinuta
este valabild si pentru solidul rigid. Teorema momentului cinetic, exprimata de
aceasta relatie, pune 1n evidentd faptul ca variatia momentul cinetic al unui solid
rigid este produsa de momentul rezultant al fortelor exterioare.
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c) Teorema energiei cinetice. Pentru punctul material de rang i din sistem,
variatia energiei cinetice se exprima prin relatia diferentiala:

in care dr; este deplasarea elementard sub actiunea fortelor aplicate punctului iar

dL; este lucrul mecanic elementar produs de acestea. Pentru intregul sistem de
puncte materiale se obtine variatia:
dE =Y dE; =Y.(F; -dr,)+ X X.(F}; - dr,) = dL,, +dL,, (17.78)

Lucrul mecanic al fortelor interioare nu este nul deoarece deplasarile relative pe
directia acestor forte existd. Se deduce ca variatia energiei cinetice a sistemului este
egalda cu suma lucrurilor mecanice atat ale fortelor exterioare cat si a celor
interioare.

La solidul rigid, deplasarile relative intre oricare puncte ale corpului sunt
nule astfel ca lucrul mecanic al tensiunilor interioare este nul, respectiv dL,,, =0.

Se obtine forma diferentiala a teoremei energiei cinetice:
dE =dL,, (17.79)

la care se adauga si forma finita, corespunzatoare trecerii corpului dintr-o pozitie 4
intr-o pozitie B:

Enuntul acestei teoreme precizeaza ca variatia energiei cinetice a unui corp este
egala cu lucrul mecanic produs de fortele exterioare care ii sunt aplicate.

17.3 Teoremele generale in miscarea relativa a solidului rigid
fata de centrul sau de masa

Teoremele generale au fost demonstrate in capitolul precedent ludnd in
considerare migcarea solidului rigid fatd de un sistem de referintd fix, respectiv
miscarea absolutd a acestuia. In multe aplicatii intereseaza insd utilizarea acestor
teoreme considerand miscarea relativa a corpului fata de centrul sau de masa.

Se alege un sistem de referintd mobil
Cxyz cu originea in centrul de masa al corpului,
ale carui axe sunt paralele cu cele ale sistemului Z1/

de referinta fix Ox,y,z, (fig.17.13). Miscarea

absoluta a corpului fatd de sistemul fix va fi
compusa dintr-o miscare de transport
(translatie) a sistemului mobil fata de cel fix,
efectuata simultan cu miscarea relativa (rotatie)
a corpului fata de centrul sau de masa,.

In conformitate cu cele aritate in ¥
Cinematica (cap.l11) referitor la miscarile
compuse, parametrii cinematici ai unei mase elementare dm in raport cu cele doua
sisteme de referinta sunt legati intre ei prin relatiile:

Fo=r.+7 (17.81) V,=v.+v (1782) @, =a.+a (17.83)

Fig.17.13
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In aceste relatii 7,,V,, @, sunt parametrii cinematici ai miscdrii absolute,
¥o, Ve, Ao sunt parametrii cinematici migcarii de transport ; parametrii 7, v, a se
referda la miscarea relativa a masei elementare fata de centrul de masa al corpului.
Deoarece miscarea de transport este o translatie, acceleratia Coriolis este nula.

Marimile dinamice ale corpului, respectiv impulsul, momentul cinetic si
energia cinetica, la care se adaugad si lucrul mecanic al fortelor exterioare se vor
recalcula 1n continuare pornind de la relatiile generale de definitie si tindnd cont de
compunerea miscarilor mentionate mai sus, cu adaptarile de rigoare in ceea ce
priveste indicierea. Se precizeaza in prealabil ca, prin alegerea originii sistemului
de referintd mobil in centrul de masa, exista urmatoarele relatii auxiliare:

[dm=m (17.84) [Fdm=0 (17.85)
(m) (m)
[vdm= | @dmzi(jfdmj=0 (17.86)
(m) (m) dt dt\ (m)

Totodata, datoritd faptului cd miscarea de transport este o translatie, parametrii
cinematici 7., V., d. nu depind de distributia masei corpului, putand fi extrasi de

sub semnul de integrare impreund cu operatorii algebrici respectivi.

a) Impulsul.
H= [vdm= [(yo+V)dm=V, [dm+ [Vdm=mv, (17.87)
(m) (m) (m) (m)
Expresia impulsului nu depinde de miscarea relativa a corpului.
b) Momentul cinetic.
K, = [(7,xv))dm= [[(i. +7)x (V. +V)]dm (17.88)
(m) (m)
Cele patru integrale care rezulta prin dezvoltarea acestei expresii se evalueaza
separat, dupa cum urmeaza:

[(7e xVe)dm= (7. xv,) | dm=TF.xmv, (17.89)
(m) (m)
[ xVYdm=F.x([vdm)=0 (17.90)
(m) (m)
[(Fxv.)ydm=([rdm)xv,. =0 (17.91)
(m) (m)
[(Fxv)dm=K, (17.92)
(m)
Se obtine 1n final:
K, =r.xmv.+K, (17.93)

Expresia obtinutd este cunoscutd in Mecanica drept relatia lui Koenig pentru
momentul cinetic. Aceasta relatie precizeaza ca momentul cinetic al unui solid rigid
fatd de un punct fix O este egal cu suma dintre momentul cinetic corespunzator
translatiei corpului cu parametrii cinematici ai centrului sdu de masa (rel.17.17) si
momentul cinetic corespunzator rotatiei corpului in jurul acestui punct.
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c) Energia cinetica. Pentru patratul vitezei absolute se poate face prelucrarea
urmatoare:

2 =P _= = _= = - =, = =_ 2 - =, .2
V) —‘vl‘ =V, V, =V Vo + 2V VYV -V =V + 2V -V +Y (17.94)
Energia cinetica totald, corespunzatoare miscarii absolute a corpului, se poate scrie:

1 1 _ _ 1
E, == [vidm==v{ [dm+v.- [vdm+= [v'dm (17.95)
2 (m) 2 (m) (m) 2 (m)

Se noteaza:

1
E== [vidm (17.96)
2 (m)
energia cinetica corespunzatoare miscarii relative a corpului fata de centrul sau de
masa. Energia cinetica totald va lua forma:

E = émvé +E (17.97)

Aceasta expresie este cunoscutd sub denumirea de relatia Iui Koenig pentru
energia cinetica. Ea precizeaza ca energia cinetica totald este egala cu suma dintre
energia cineticd corespunzatoare translatiei corpului cu viteza centrului sau de
masa $i energia cinetica corespunzatoare miscarii lui relative fata de acest punct.

d) Lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare aplicate corpului, calculat
cu deplasarile absolute ale punctelor lor de aplicatie, se poate pune sub forma:

dL, =Y (F -dr,)) =Y [F - (drp +dr)]=
=(XF)-dig +X(F -dr)=R -drp +dL

(17.98)

in care s-a notat:

dL =Y (F -dr) (17.99)
lucrul mecanic efectuat de fortele exterioare cu deplasarile locale ale punctelor lor
de aplicatie fata de sistemul de referinta mobil.

Se reanalizeaza in continuare teoremele generale tindnd cont de miscarea
compusa a corpului.
a) Teorema impulsului. Se deriveaza in raport cu timpul relatia (17.87):

H=mve=mas=YF =R (17.100)
Relatia obtinuta este identica cu (17.70); miscarea corpului fatd de centrul sau de
masa nu afecteaza aceasta teorema.

b) Teorema momentului cinetic. Forma generala a acestei teoreme, datd de
relatia (17.74), este:

Ko =Y M,(F) (17.101)
Tinand cont de (17.73), primul termen al acestei relatii devine:

K=r.xmv.+r.xmv.+K.=r.xma.+K.=r.xR+K. (17.102)
Se observa ca ?C =V si, in consecintd, primul termen al derivatei este nul.
Momentul rezultant al fortelor exterioare se poate prelucra dupa cum urmeaza:
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SMo(F)=X (7 xF)=X[(c+7)xF]=
=i x(XF)+X(FxF)=7c xR+ M (F)

In aceastd relatie vectorii de pozitie r, st r apartin punctelor de aplicatie ale

(17.103)

fortelor exterioare. Facand inlocuirile in (17.101), dupa reducerea termenului
comun 7. X R , se obtine:

Ko=YMq(F) (17.104)
Aceasta relatie, identica ca formad cu (17.101), precizeaza ca variatia in raport cu
timpul a momentului cinetic, corespunzator miscarii relative fatd de centrul sau de
masa, este datd de momentul rezultant al fortelor exterioare fata de acest punct.
c) Teorema energiei cinetice. Forma generala a acestei teoreme, pornind de
la relatia (17.79) si adaptand corespunzator indicii, este:
dE, =dL, (17.105)

Se diferentiaza mai intdi expresia (17.97) a energiei cinetice corespunzatoare
migcarii absolute a corpului:

dE, :émd(vé)+dE (17.106)

Tinand cont ¢a v, =| v/, |=V,. - V., primul termen al acestei relatii devine:
_ _ dve ) - _ =
émd(vc Ve)=m(dvg -ve) = m(%) -(Vedt)=mac -drc =R -dr  (17.107)

Relatia (17.106) devine:

dE, =R -di; +dE (17.108)
Aceasta relatie, impreuna cu (17.98), se inlocuiesc in (17.105). Dupa reducerea
termenului comun R -dr se obtine relatia:

dE =dL (17.109)
Aceaste relatie, identica ca forma cu (17.105), aratd ca variatia energiei cinetice
corespunzatoare miscarii relative a corpului fatd de centrul sdu de masa este egala
cu lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare calculat cu deplasarile locale ale
punctelor lor de aplicatie in cadrul acestei miscari relative.

17.4 Discutie asupra teoremelor generale

Pe baza analizei din capitolele precedente se poate enunta o formulare
generald a teoremelor de variatie ale parametrilor dinamici, valabila atat pentru
migcarea absoluta a corpului fata de sistemul de referintd fix cat si pentru migcarea
relativa a acestuia fatd de centrul sdu de masa. Astfel, se poate defini un torsor
cinetic al solidului rigid, compus din impulsul si momentul cinetic:

tn(H.Kp) (17.110)
Primele doud teoreme pot fi rezumate in modul urmator: derivata in raport

cu timpul a torsorului cinetic al unui solid rigid este egala cu torsorul de reducere
al fortelor aplicate acestuia. Aceasta enuntare poate fi pusa sub forma:
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- _ H=-R=YF,
(H,Kp)=1p(R,M)) — L __(17.111)
Ko=Mgo=2Mo(Fpy)
Aceste doud teoreme sunt in general suficiente pentru stabilirea ecuatiilor
diferentiale ale miscarii solidului rigid destinate determindrii att a legilor de
miscare ale corpului cat si fortelor necunoscute (de reguld reactiunile din legaturi).
Metoda bazata pe aceste doua teoreme se va numi in continuare, ca si in cazul
punctului material, metoda impulsului.

Teorema energiei cinetice, care std la baza metodei energiei, permite
determinarea numai a legilor de miscare; pentru determinarea reactiunilor se
recurge ulterior la ecuatiile metodei impulsului.

Proiectand relatiile (17.111) pe axele unui sistem de referintd cartezian se
obtine un sistem de ecuatii diferenfiale scalare prin integrarea caruia se determina
legile de miscare ale corpului precum si reactiunile din legaturi.

2-cz'n

Reamintind cd H =ma. =mry, din teorema impulsului §i teorema
momentului cinetic rezultd un sistem general de 6 ecuatii:

H_ =mic=YF, K. =YM,
H,=mjc =X F, K,=¥M, (17.112)
H_=mi,=YF, K. =YM,

Relatiile efective ale momentului cinetic depind, asa cum s-a ardtat mai inainte, de
tipul migcarii corpului. Numarul de ecuatii se reduce daca sistemul de forte are o
configuratie particulara. Astfel, daca fortele sunt coplanare in Oxy (cazul miscarii
plan paralele), sunt suficiente 3 ecuatii scalare, respectiv:

H, =mx,=YF,
H,=myc=2F, (17.113)
KZ = ZMZ
Daca fortele sunt coplanare si paralele, alegand una din axe pe directia fortelor,
acest sistem se reduce la doua ecuatii - una de proiectie si una de momente. Daca
fortele sunt coliniare (cazul translatiei rectilinii) este suficientd o singura ecuatie de
proiectie pe directia respectiva.
Daca rezultanta sistemului de forte este nula, atunci:
H=R=0 — H-= myve =const. — Vo =const. (17.114)
Se spune cd impulsul corpului se conserva iar acesta, in functie de starea initiala,

ramane in repaus sau continud o miscarea rectilinie si uniforma. Conservarea
impulsului poate avea loc si numai dupa o directie; de exemplu:

H.=>F. =0 — H, =mvy =const. — Vg, =const. (17.115)
Daca momentul rezultant al sistemului de forte este nul, atunci:
Ko=M,=0 — K, =const. (17.116)

In acest caz are loc o conservare a momentului cinetic al corpului.
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Momentul cinetic se poate conserva si dupa o directie; astfel:

K.=>M_=0 — K,_=const. (17.117)
Considerand, de exemplu, un disc in rotatie fata de o axa fixa (rel.17.50):
K, =J,w=const. — w=const. (17.118)

In functie de starea initiald discul va rimane in repaus sau va continua o miscare de
rotatie uniforma.

Daca corpul este actionat numai de forte conservative (forte de greutate,
elastice sau de atractie universald), conform celor ardtate in cap.13.1.3 si utilizdnd
forma finita a teoremei energiei cinetice, se poate scrie:

Epg+Vy=E,+V, — E,=E+V =const. (17.120)
in care U este functia de forte, V' este energia potentiala iar E, este energia

mecanica. In acest caz are loc o conservare a energiei mecanice a corpului.
In Statica, la studiul reducerii sistemelor de forte (cap.3.3.5) au fost
prezentate cazurile de reducere si echivalenta sistemului in functie de valorile

componentelor torsorului, respectiv. R si M. Acest studiu poate fi complectat
indicandu-se s1 migcdrile particularea ale unui corp in fiecare din aceste cazuri.
Cazul I : R=0, M, =0 — Sistemul de forte se afld in echilibru. Corpul
ramane in repaus sau continud o miscare de translatie rectilinie si uniforma.
Cazul Il : R =0, M, #0 — Sistem de forte echivalent cu un cuplu. Corpul

executd o miscare de rotatie in jurul unui punct fix O; in particular, daca directia
momentului este constanta, rotatia are loc in jurul unei axe fixe care trece prin O,

coliniard cu M.
Cazul Il : R0, M o =0 — Sistemul de forte este echivalent cu o forta

unica, egald cu rezultanta, actionand in punctul de reducere. Corpul executda o
translatie dupa directia de actiune a rezultantei.

CazulIV:R #0, M, #0 . Se deosebesc urmitoarele situatii:

a) R-M,=0 — Sistemul este echivalent cu o for{i unici, egaldi cu
rezultanta, actionand pe axa centrald. Corpul executa o miscare plan-paralela.

b) R-M, #0 — Sistem echivalent cu un torsor minimal. Miscarea corpului

este oarecare. In particular, dacd R ||M, corpul executa o miscare elicoidala.
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18. DINAMICA MISCARILOR PARTICULARE
ALE SOLIDULUI RIGID

18.1 Miscarea de translatie

Corpul este actionat de un sistem de forte care se reduce la o rezultanta
unica; aceasta va imprima corpului o acceleratie dupa directia si in sensul ei de
actiune. In acest caz se aplica numai teorema impulsului:

H=R — mac=>F (18.1)
-\ R Proiectand aceasta relatie vectoriald pe axele unui
sistem de referinta cartezian (fig.18.1) se obtine un
sistem de trei ecuatii diferentiale de ordinul II,

corespunzator celor trei grade de libertate ale
solidului rigid liber, respectiv:

0 = mx =Y F,
¥ Y my =3 F, (18.2)
Fig.18.1 mz =7 F,

Numarul ecuatiilor diferentiale se reduce la doud in cazul unei translatii in plan si
la o singura ecuatie daca translatia este rectilinie. Daca solidul rigid este supus la
legaturi, rezultanta fortelor include si reactiunile.

18.2 Miscarea de rotatie fata de o axa fixa
18.2.1 Sistemul de ecuatii

In Cinematica s-a precizat ¢ un corp are
o miscare de rotatie fata de o axa fixa daca doua
puncte ale sale sunt fixe pe aceasta axa. Se
reaminteste din Statica ca legatura care fixeaza
un punct al unui corp este articulatia sferica; in
cele doud puncte mentionate mai sus, notate O
si A, se introduc astfel de legaturi (fig.18.2).

Pentru simplificarea tratarii, sistemele de
referintd fix Ox;y;z; si cel mobil Oxyz se aleg

cu aceeasi origine si cu axele z; =z suprapuse

axei de rotatie. Sistemul de referintd mobil se
X : alege in asa fel incat centrul de masa C sa se
Fig.18.2 .
afle in planul Oxz .
Corpul in migcare de rotatie fata de o axa fixa are un singur grad de libertate,
parametrul pozitional corespunzator fiind unghiul 6. Vectorii @ si & sunt coliniari
cu axa de rotatie.
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In afara fortelor exterioare, in articulatiile sferice O si A, aflate la distanta
OA = h, se introduc in mod explicit reactiunile R, si R,:
R/ =R, i+R;,j+R k Ry=Ryi+R,, j+Ryk (18.3)
Drept necunoscute ale calculului dinamic sunt cele 6 proiectii ale acestor reactiuni
si unghiul de rotatie @ (prin derivatele lui @ =6 si £ =6).
Pentru utilizarea teoremelor generale se reaminteste din Cinematica

(cap.11.1) ca, in cazul unui vector oarecare J/ avand o expresia analitici in
sistemului de referintd mobil de forma:

V=Vi+V,j+Vk, (18.4)

derivata absoluta se calculeaza cu relatia:
¥V _V L ox (18.5)

dt ot

in care termenul OV /ot reprezintd derivata locald a vectorului, in care se ignora
variatia in raport cu timpul a versorilor sistemului de referintd mobil.

Pentru stabilirea ecuatiilor diferentiale ale miscarii se utilizeaza teorema
impulsului si teorema momentului cinetic ale caror expresii vectoriale au in cazul
de fata formele:

dH = = = dK, _
;7=2F+&+&?a&® —;Q:ZMOHMX& (18.7)
t t
Expresiile impulsului $i momentului cinetic, stabilite in cap.17.1.4, sunt:

H=m@xiz) (18.8)  Ky=—J oi-J, 0j+J ok (189)

Tinand cont de pozitia particulara a centrului de masa, impulsul devine:

Pk
H=m|0 0 ol|=mox.j (18.10)
XC 0 Zc

In conformitate cu relatia (18.5), derivata impulsului va fi:

_ ik
Cii—];[:@a—];l+a_)x17:md)xcj+ 0 0 0] :—ma)zxcf+m3xcj (18.11)
0 moxc 0

In mod asemanator se determina si derivata momentului cinetic:

o i ik
_dfto:_51;0+a—)x1?0:_1xza>f-1yz@j+JZ@/€+ 0 0 o |(1812)
-Jeo -J,0 Jo

Grupand termenii se obtine:
JK,
dr

Momentul reactiunii R, fati de punctul O se calculeazi in modul urmitor:

=(-J e+ 0 )i +(~J e —J o) j+J gk (18.13)
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i Jj k
OAxR,=| 0 0  h |=—hR,i+hR,j (18.14)
R2x R2y RZZ

Din ecuatiile vectoriale (8.6) si (8.7) se obtine sistemul de ecuatii scalare:
—ma’ Xc=2F.+R;,+R,,
mexe=2F,+R;,+R;,
0=>F.+R;.+R,.

P (18.15)
—JeetJ 0 =M, —hR,,

2
—Je=J 0" =M, +hR;,
=2M,

Sistemul obtinut contine 6 ecuatii scalare; comparand cu numarul de 7 necunoscute

se evidentiaza existenta unei nedeterminari. Se incearcd climinarea acesteia,
respectiv gasirea a incd unei ecuatii, prin utilizarea teoremei energiei cinetice:

dE =dL — dE _dL (18.16)
dt dt
Energia cineticd, definitd prin relatia (17.53), are derivata:
de _d ( J,o j J,oo=J w& (18.17)
dt dt

Reactiunile R, si R, sunt aplicate in puncte fixe; lucrul mecanic va fi dat numai

de fortele exterioare. Tindnd cont c@ singura miscare este rotatia de unghi 6 in
jurul axei Oz , pentru lucrul mecanic elementar al acestor forte se poate scrie:

~(2M.)do L M) 2o 1819
Facand inlocuirile in relatia (18.16) se obtine:
=>M, (18.19)

Relatia obtinuta este identica cu ultima din sistemul (18.15), astfel ca din punct de
vedere al numarului de ecuatii nedeterminarea se mengine.

Reamintind cad ¢ =@, se determind mai intai legea de miscare prin integrarea
ecuatiei diferentiale de ordinul II:

=SM, - =00t — 0=0(t) (18.20)
Din celelalte ecuatii ale sistemului se calculeazd in continuare reactiunile,
respectand urmatoarea succes1une
oy =— (XM, +J e+, a))/h

R, =QM_.+J_e-J /h
2y (Z X xz€ yza) ) (1821)

Ix = —(ZFX +R2x +ma)2xC)
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Nedeterminarea mentionatd mai inainte se regdseste in A
relatia de proiectie a fortelor pe directia axei de rotatie:

Rlz +R22 :_ZF; (1825)
Aceastd nedeterminare poate fi eliminata numai daca se renunta la
ipoteza rigiditatii corpului si se aplicd metodele specifice din
domeniul Rezistentei Materialelor.

Nedeterminarea mai poate fi 1inlaturatd si pe cale
constructiva, fard a afecta aspectul functional, prin inlocuirea uneia
dintre articulatiile sferice printr-o articulatie cilindricd, de exemplu Fig.18.3
cea din punctul 4 (fig.18.3); in acest caz:

R, =0 R,.=->F (18.26)

z z

18.2.2 Echilibrarea rotorilor

Scopul urmarit in cazul operatiunilor de echilibrare consta in eliminarea
variatiei reactiunilor din lagare, variatie care se manifesta prin socuri, vibratii
daunatoare sau zgomote.

Torsorul de reducere al fortelor exterioare aplicate unui corp in miscare de
rotatie fata de o axa fixa se poate pune sub forma urmatoare:

R=YF
toA Mo =Y My(F)= (ZMX)5+(ZMy)Jj+(ZMZ)l€ (18.27)
MOS MOd

La momentul rezultant se deosebeste o componenta statica care actioneazd numai
in stare de repaus (atunci cand @ =& =0) si 0 componenta dinamica motoare care
determina rotatia in jurul axei Oz.

Reactiunile din lagarele O si 4 se pot descompune in cate doua componente:

R, =R, ,+R,;,  (18.28) R,=R,,+R,, (18.29)
Componentele R,, si R,, reprezinti reactiunile statice care apar atunci cand corpul
se afla in echilibru static. Ecuatiile de echilibru corespunzatoare sunt:

SF+R, +R,, =0 (18.30) > My, +OA xRy, =0 (18.31)
Componentele R;; si R,,; reprezintd reactiunile dinamice care apar numai in
timpul miscarii corpului.

Ecuatiile teoremelor generale (18.6) si (18.7) pot fi puse sub forma:
dH

0
0

Se considera ca pentru o functionare ideala reactiunile dinamice trebuie sa fie nule,
respectiv R;; = R,; = 0. In aceste conditii relatiile de mai sus devin:
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a _ 0 (18.34) Ko
dt dt
in aceste conditii, expresiile (18.11) si (18.13) care definesc derivatele in raport cu
timpul ale impulsului si momentului cinetic devin:
dH
dt

=Moy =(XM, )k (1835)

=—ma’x i +mexgj =0 (18.36)

df—t‘? =(-J e+ ,0))i+(=J e—J 0”) j+ T ek =M )k (18.37)
Din ecuatia (18.36) se obtine o prima conditie pentru echilibrarea corpului in
miscarea de rotatie. Intrucdt w=0 si £#=0, rezultd ci derivata impulsului se
anuleaza pentru:
xc =0 (18.38)
Se deduce ca centrul de masa al corpului trebuie sa se gaseasca pe axa de rotatie.
Corpul la care este indeplinita aceasta conditie este echilibrat static.
Echivaland in relatia (18.37) termenii de acelasi versor, se obtine sistemul:
2
Jeet+J 0" =0 (18.39)
—Je—J xza)2 =0

Pentru ca acest sistem liniar si omogen in ¢ si o’ , sa nu aiba solutiile banale
£ =w =0, este necesar ca determinantul coeficientilor lui sa fie nul:

~Je J vz 2 2
=0 - J,+J, =0 (18.40)
-Jy, —Je v
Relatia obtinutd este posibild numai daca:
Jy=J,,=0 (18.41)

S-a aratat in cap.16.4 ca momentele de inertie centrifugale sunt nule fata de
directiile principale de inertie; observand ca cele doud momente centrifugale se
refera la axa de rotatie Oz, se deduce o a doua conditie pentru echilibrarea corpului
si anume ci axa de rotatie trebuie sd fie directie principald de inertie. In acest
context se reaminteste cd o axa de simetrie este si directie principald de inertie; in
concluzie rotorul este echilibrat daca axa lui de rotatie este axa de simetrie. Corpul
care Indeplineste aceasta conditie este echilibrat dinamic.

: \. !

a) b) c)
Fig.18.4
In fig.18.4 este reprezentat un rotor: a) — dezechilibrat, ) — echilibrat static,
¢) — echilibrat dinamic. In mod practic actiunea de echilibrare, atat cea staticd cat si
cea dinamica, se realizeaza prin corectarea distributiei masei, respectiv prin
extragerea sau adaugarea unor mase adifionale.
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18.2.3 Pendulul fizic

Pendulul fizic este un corp care poate executa o miscare
oscilatorie in jurul unei axe orizontale sub actiunea greutatii ()
proprii. Pentru comoditatea tratdrii se considerda o bara
suspendata la o extremitate printr-o articulatie cilindrica fixa O [
(fig.18.5). Centrul de masa se afla la distanta OC=a iar 0
greutatea corpului este G =mg . Ecuatia diferentiald generala:

J.e=>M, (18.42)
va lua in acest caz forma: xJ

J.0=—-mgasin® (18.43) é+%§%m0:o (18.44)

z

Aceasta relatie poate fi prelucrata prin introducerea unei notatii
suplimentare:

Jz (18.45) é+§sm9=0 (18.46)

ma

Ecuatia diferentiala a miscarii obfinutd pentru pendulul
fizic este identicd cu ecuatia (13.246) a unui pendul matematic
cu masa m si lungimea / a firului (fig.18.6). Se deduce de aici ca
pendulul fizic oscileaza la fel cu pendulul matematic studiat in
cap.13.3.4. Punctul O,, aflat la distanta OO, =/ de punctul de
suspendare, poarta numele de centru de oscilatie.

Referitor la centrul de oscilatie se poate pune in evidenta
o proprietate interesantd — daca se suspenda pendulul in punctul
O, , atunci noul centru de oscilatie va fi punctul O. Pentru a

[ =

demonstra aceasta proprietate se fac aceleasi operatii ca la
pendulul fizic initial:

J.,0=—mgbsin® (18.47) é+%g%m9=0 (18.48)
zl

llzﬁ
mb

~

(18.49) +8sn0=0 (18.50) x|

l; Fig.18.7
Folosind relatiile de variatie ale momentelor de inertie fatda de axe paralele se
deduce:

— J=J.+m(b’-a’) (18.51)
J

z

J,=Jc+ ma’
1= JC + me
Observand ca a+b =1/ sitinand cont de relatia (18.45) se calculeaza:
_J +m(b’—a’)  mal+m(b+a)b—a)
mb mb

l, / (18.52)

ceea ce era de demonstrat.
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Avand in vedere similitudinea dintre pendulul fizic si pendulul matematic
echivalent, micile oscilatii ale acestuia pot fi tratate in modul descris in cap.13.3.5.
Pentru pulsatia acestor oscilatii se poate scrie relatia:

g mga 2r
P W/l 1/ 7T (18.53)

Din aceasta se poate extrage relatia:

_mgaT ?
4’

care este utila la determinarea pe cale experimentald a momentului de inertie al

unui corp de forma oarecare.

J

z

(18.54)

Problema 18.1. O placa dreptunghiulara se roteste n jurul unei axe verticale
fixa, suprapusa uneia dintre laturi (fig.18.8), fiind lansata din pozitia initiala cu o
viteza data. Miscarii de rotatie 1 se opune o rezistentd datorata frecarii de pivotare
din articulatia inferioara. Sa se determine legea de miscare si sa se calculeze
reactiunile.

AV Date: G, h, b, 1, D, w,, 6, =0
L= Cerute: a(t),0(1),0,.» N.H;,V,,H,,V,
Yo T
O H, Rezolvare: Termenii din sistemul de ecuatii (18.15) au
0] in aceasta aplicatie urmatoarele expresii:
- a) elementele masice:
ng Xc =é (18.55)
g 2
b) momentele de inertie:
2
JZ:@ J :G—bh J.=0  (18.56)
g 4g
c) fortele exterioare:
XE=2F,=0 YF.=-G (18.57)
’(2) M. =0 ZMy:%b >M,=-M, (18.58)
1S d) reactiunile:
Mp £ | R]x:H] R]y:V] R]Z:N (1859)
N Ryy=H, Ry,=Vy Ry.=0  (18.60)
Fig.18.9 Momentul de frecare de pivotare se calculeaza
conform celor aratate in Statica, cu relatia:
2 1
M, =—uRN=—uDN 18.61
p=3H 34 (18.61)

in care R si D sunt raza si respectiv diametrul axului din lagarul inferior (fig.18.9).
Cu aceste precizari, cele 6 ecuatii scalare ale sistemul general (18.15) vor lua
forma urmatoare:
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2g
G—be =V, +V, (2)
2g
0=—-G+N (3
B thg:—hV2 ) (18.62)
1g
_Gbh > _Gb hH, (5)
1g
2
ﬂg = —l,uDN (6)
3g 3
Tinand cont ¢ ¢ =6, din ecuatiile (3) si (6) se stabileste ecuatia diferentiala:
éz—so :_ﬂ;g = const. (18.63)

in care s-a notat prin &, valoarea constanta a acceleratiei unghiulare. Se integreaza
aceastd ecuatie de doua ori in raport cu timpul:

w=0=—g,t+C, (18.64) ez—égor%c,mcz (18.65)
Constantele de integrare C; s1 C, se determina din conditiile initiale:
0), = C,=m
ie0 - (Go=a  [C2=m (18.66)
00 = 0 C] - 0
Legea de miscare va consta in final din ecuatiile:
0=y — &yt (18.67) ezwoz—égoﬁ (18.68)
Punand conditia de oprire @ =0 se determina unghiul maxim de rotatie:
o wlh?
O = —2— = —2 (18.69)
2ep 2uDg
V1=V2=G—bg H,:—G—ba)2+G—b H2:—G—ba)2—G—b (18.70)
4g 4g 2h 4g 2h

In aceste relatii se recunosc componentele statice si dinamice ale reactiunilor din
legaturi; cele dinamice au in componenta lor parametrii unghiulari @ $1 ¢ .



360

18.3 Miscarea de rotatie fata de un punct fix
18.3.1 Sistemul de ecuatii

Punctul fix al corpului este o articulatie
sferica; cele doua sisteme de referinta,fix si mobil,
se aleg cu originea in acelasi punct (fig.18.10). Tot
in acest punct este aplicatd si unica reactiune R ,
necunoscutad atat ca marime cat si ca directie.

Teorema impulsului si teorema momentului
cinetic au in acest caz expresiile vectoriale:

di -
—=YF+R 18.71
=3 (18.71)
iRy < —

Fig.18.10 Mo (18.72)

Reactiunea R apare numai in teorema impulsului si, in consecintd, poate fi
determinatd numai din relatia respectiva. Studiul miscarii se va efectua utilizand
teorema momentului cinetic.

In cazul cel mai general momentul cinetic fatd de punctul fix O se calculeaza
in modul aratat in cap.17.1.3, relatia matriceala fiind:

Kx Jx _‘]xy _sz Wy
K, |=|-Jn J, —J. | o (18.73)
Kz _']zx _Jzy Jz 2

Calculul se simplifica daca axele sistemului de referintda mobil Oxyz, solidar cu
corpul, sunt directiile principale de inertie ale acestuia. In acest caz momentele de
inertie axiale sunt momentele principale de inertie iar momentele de inertie
centrifugale sunt nule. Relatia de mai sus devine:

K. | |J;, 0 0]||o

X X

K,|=|0 J, 0] o, (18.74)

K| 10 0 J;||le

z z

Reamintind ca in raport cu sistemul de referintd mobil toate momentele de inertie
sunt constante, expresia momentului cinetic n acest sistem devine:

Ko=Joi+J,0, j+J 0.k (18.75)
Pentru derivata absoluta a momentului cinetic se utilizeaza relatia:
‘”<—0=8K—0+a—)x1?0 (18.76)
dt ot
_ [ J k
dKO . T . - . T
7:J]a)xz+J2a)y]+J3a)Zk+ @, @, @, (18.77)

Jio, Jyo, J,o,
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Din relatia (18.72) se obtine sistemul de ecuatii diferentiale scalare:
Jlabx +a)ya)z(J3 _‘]2) = zMx
sz)y+a)za)x(J]—J3):ZMy (1878)
J3d)z +a)xa)y(‘]2 _‘]I) = ZMZ
cunoscute in Mecanica drept ecuatiile lui Euler pentru solidul rigid cu punct fix.
Prin integrarea acestui sistem se obtine intr-o prima etapd viteza unghiulard @ prin
proiectiile ei pe axe, respectiv o, @, @, .

In Cinematica (cap.10.5) s-a aritat ci sistemul de referinti mobil poate fi
pozitionat fata de sistemul de referinta fix prin unghiurile lui Euler (fig.18.11).
Aceste unghiuri sunt: w —unghiul de precesie, 6 — unghiul
de nutatie, ¢ — unghiul rotatiei proprii. Dreapta ON este
intersectia dintre planurile Ox;y; s1 Oxy. Legatura intre

derivatele acestor unghiuri si proiectiile vitezei unghiulare
este data de relatiile:

@, :Wsmﬁsm¢)+9005(p
w, :l/'/sinﬁcosgo—ésin(p (18.79) X; 0 N
@, =y cost +¢ Fig.18.11
S-a format un al doilea sistem deA ecuatii diferentiale ale carui necunoscute sunt
unghiurile de pozitie mentionate. In general, efectuarea acestei duble integrari pe

cale analiticd este dificila, fiind posibila doar in cateva cazuri particulare.
Integrarea poate fi efectuata folosind procedurile analizei numerice.

Reactiunea R se determini din relatia (18.71) in care impulsul este:

H=mve=m(@x7) (18.80)
Pentru derivata impulsului se utilizeaza relatia:
dﬂ=8ﬂ+5xﬁzaﬂ+a—)x(a—)xfc) (18.81)
dt ot ot
Derivata locala a impulsului se calculeaza cu relatia:
‘Z—ilzm(a*)xfcm—)xﬁc):m(gxfc) (18.82)
deoarece in sistemul mobil 7 = const. Din relatia (18.71) se izoleaza reactiunea:
R=m[(Exi)+@x(@x7:)|-SF =mas -3 F (18.83)

Proiectiile pe axe ale reactiunii se obtin detaliind aceasta relatie:
Rx = m[Zng —Vcéx T a)y(yCa)x - xCa)y) - a)x(xCa)z - ZCa)x)]_ ZFx
Ry = m[ngz - Zng + a)z(ZCa)y - yCa)z) - wy(yca)x - xCa)y)]_ ZFy (1884)

Rz = m[ngx —Xcé; +a)x(xCa)z _ZCa)x)_a)z(ZCwy _yCa)z)]_ze
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18.3.2 Giroscopul

Una dintre cele mai importante aplicatii ale miscarii solidului rigid cu un
punct fix o constitue giroscopul, un dispozitiv care intra in compunerea aparatelor
de control al pozitiei s1 de reglare a miscarii. Constructiv, giroscopul poate fi
asimilat unui disc care are o rotatie rapida in jurul unei axe mobile.

Din punct de vedere functional se deosebeste:

— giroscopul centrat, la care centrul de masa al discului coincide cu punctul
fix (C=0);

— giroscopul necentrat, la care centrul de masa se afla pe axa de rotatie
proprie a discului, axa care trece prin punctul fix (C # O).

a) giroscopul centrat (f1g.18.12)

_ Axa de rotatie Oz este si axa de simetrie;

@, ’N ! axele Ox s1 Oz se afld in planul discului s1 sunt
[\ ‘ S directii principale de inertie, astfel ca:

\ J;=J,=J J3=J.>>J (18.85)

— O — £ =—=F—=")> Prin constructie axele de rotatie sunt concurente

] Z intr-un punct fix care coincide cu centrul de

masa al discului, disc aflat in miscare de rotatie

proprie fatd de axa Oz. Singura fortd exterioara

este greutatea proprie a discului; este evident ca

% ? 2\70(5):0, astfel ca:

i

Fig.18.12 XM, =YM,=>M.=0 (18.86)
Ecuatiile generale (18.78) iau in acest caz forma:

Jo,+o,0.(J;-J)=0

Jo, +w,0,(J—J;)=0 (18.87)
Ji0,+0.0.(J-J)=0

Din ultima ecuatie, tindnd cont cd J; # 0, rezultd ¢, =@, =0 si, in consecinta:

@, = const.= @y (18.88)
Se deduce cd dacd se impune discului o viteza initiald @,, In absenta oricarei
rezistente, rotatia acestuia continua la infinit. Introducand notatia:
J3—=J
J
celelalte doua ecuatii pot fi prelucrate in modul urmator:

{a')x+pa)y:0 {c’c')x+pc£)y=0
%

p= @y (18.89)

. , — &, +plw.=0 (18.90)
o, —pw, =0 , = pa,

S-a obtinut o ecuatie diferentiala de ordinul II, omogena si cu coeficien{i constanti,
care se integreaza in modul aratat in cap.14.2; solutia acesteia este de forma:
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o, =C;cospt+C,sin pt (18.91)
in care C; st C, sunt constante de integrare dependente de conditiile inifiale.

Pentru @, solutia se obtine din prima ecuatie:

1. 1 : .
o, = —; )\ = —;(—C]psmpt+C2pcospt) =C;sinpt—C,cospt  (18.92)
Amandoua solutiile reprezintd niste variatii armonice de pulsatie p ale vitezelor
unghiulare fata de axele Cx si Cy aflate in planul discului si mobile odata cu acesta.
Proprietatile giroscopului pot fi puse in evidentd studiind in acest context
variatiile unghiurilor lui Euler y, 6, ¢. In fig.18.12 s-a reprezentat numai unghiul 8

facut de axa de rotatie a giroscopului cu directia fixa Cz;.
Constantele de integrare C; si C, din relatiile de mai sus se pun sub forma:
C; =w;smb,sme, C, =—w;sinf)cosy, (18.93)
in care w;,6,, @, sunt niste constante a caror semnificatie va fi pusa in evidenta in
continuare. Cu aceste inlocuiri relatiile (18.91) s1 (18.92) devin:
@, = @; sin,(sing, cos pt +cosy, sin pt) = w; sn b, sin(@, — pt) (18.94)
@, = @;sInGy(sin @, sin pt —cosy, cos pt) = w; sin b, cos(¢, — pt) (18.95)
Sistemul de ecuatii (18.79) 1a forma:
ysin@sing +0cosp = ®; sing, sin(p, — pt)
g/'/siné?cosgo—ésingo:a)l sin @ cos(py — pt) (18.96)
ycosd+¢=aw,

Se constata cu usurinta ca acest sistem de ecuatii diferentiale are solutiile:

Y=y t+o V=0
P=@y—pt — (@=-p (18.97)

Facand inlocuirile in primele doud ecuatii se obtine cate o identitate. Constantele

Wo,9y 0, sunt valorile initiale ale unghiurilor lui Euler.
Din ultima ecuatie (18.96) se obtine:

P+

w;cosly—p=wy — ;= (18.98)

cosf,

Se observd cd w; si p sunt pulsatiille miscarilor oscilatorii ale giroscopului

corespunzatoare unghiurilor de pozitie w si respectiv ¢. Tindnd cont si de relatia
(18.89), perioadele acestor oscilatii vor fi:

2 2rxJ _2m _ 2mJcosb,

=27 _ (18.99) T,
p (Us;=DNa @y J 30

(18.100)

Relatia =6, =const. pune in evidentda stabilitatea axei de rotatie a
giroscopului; agezand axa de rotatie sub un unghi inifial fatd de o directie fixa din
spatiu, ea va ramane 1n aceasta pozitie oricare ar fi perturbatiile suportului exterior.
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Deoarece viteza unghiulard @, si momentul de inertie J; al giroscopului sunt

mari, timpul de revenire in pozitia inifiala (ilustrat prin valoarea mica a perioadelor
T's1 T,) este foarte scurt, deplasarea axei de rotatie fiind anihilata aproape simultan
cu miscarea perturbatoare. Pe aceasta proprietate deosebit de importanta se bazeaza
constructia aparatelor de control si reglare pozitionald precum si de orientare
terestra utilizate in navigatie.

b) Giroscopul necentrat (f12.18.13)
Axa de rotatic Oz este si axa de simetrie,
astfel ca:

J.=J;  Je.=J,.=0 (18.101)

Spre deosebire de giroscopul centrat, axele Ox si
Oy nu sunt directii principale de inertie; pentru
momentele de inertie axiale si centrifugale fata de
acestea se porneste de la cele calculate in raport cu
axele Cx’ s1 Cy’ aflate n planul discului si paralele
cu Ox si Oy. Notand OC =/ se utilizeaza relatiile
de variatie ale momentelor fata de axe paralele:

Je=J,=J+mh’  J,=mh’ (18.102)

Momentul de inertie principal J este calculat, ca si
la giroscopul centrat, fatd de o axd oarecare din
planul discului; ramane valabild observatia ca

Fig.18.13 J3 >> .

Fortele care actioneaza asupra giroscopului sunt greutatea propric G si

reactiunea R din articulatia sfericd. Asa cum s-a aratat in cap.18.3.1, reactiunea
poate fi calculata utilizdnd relatiile provenite din aplicarea teoremei impulsului,
dupa determinarea parametrilor pozitionali si cinematici, respectiv a unghiurilor lui
Euler v, 0,9 si a derivatelor acestora in raport cu timpul. Se reaminteste ca
legdtura intre acesti parametri si viteza unghiulard @ a giroscopului la nivel de
proiectii este data de relatiile:

@, =ysmfsme + 9COS¢

@, =ysinfcosp —Osing (18.103)

@, =y cosfd+¢

In cele ce urmeaza, pentru sistematizarea calculelor, se vor utiliza pe cat
posibil formele matriceale ale relatiilor vectoriale; in acest context, sistemul de mai
sus poate fi pus sub forma:

@, sinfdsing cosp 0| |y
®, |=|sinfsing —sing 0|0 (18.104)
@, cosf 0 I||o

Proiectiile pe axe ale vitezei unghiulare au in acest studiu un rol intermediar.
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Pentru stabilirea ecuatiilor diferenfiale ale miscarii giroscopului necentrat se
porneste de la relatia generald a teoremei momentului cinetic, respectiv:

dK, —
—Y =M 18.105
” 0 ( )

Tinand cont de valorile momentelor de inertie, momentul cinetic se

calculeaza in modul urmator:

K] [Je —Jy 0]
K, =|~Jx J, 0] o, (18.106)
K. 0 0 J.||e,

(18.107)

Ko =(J,0,—J )i +(—J o +J ,0,) j+J] ok
Pentru derivata absolutd a momentului cinetic se utilizeaza relatia generala:
dK—Oz%+a_)><I?O (18.108)
dt ot
Proiectiile pe axe ale derivatei locale 0K, /0t se obtin pe baza relatiei (18.106):

Je —Jy 0|0
S Sy 0o, (18.109)
0 0 J.||o,
Proiectiile pe axe ale produsului vectorial:
ik
oxKop=|o, o, o, (18.110)
K, K, K,
se pot calcula introducand forma matriceald asociatad vitezei unghiulare:
0 -0 o, K,
, 0 -o||K, (18.111)
-0, 0O 0 K.
Momentul greutitii G fatd de punctul O este dat de produsul vectorial:
M,=0CxG (18.112)

Se observa ca vectorul acestui moment este perpendicular pe planul format de
axele Oz; s1 Oz, avand in consecintd directia liniei nodurilor ON (fig.18.13).

Modulul acestui moment este:
M| =Gsing-OC = Ghsin6

Proiectiile acestui moment pe axele sistemului Oxyz, dispuse matriceal, sunt:
M Ghsinfcose

M, |=|-Ghsmfsing (18.114)
M 0

z

(18.113)

Se fac in continuare inlocuirile in relatia (18.105):
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Jy —Jy 0 || 0 -0 o K, M,
—J Jy 0 o+ e 0 -o,||K,|=|M,|(18.115)
0 0 J,||o. -, O 0 K. 0

Din aceasta ecuatie matriceald se poate explicita vectorul care contine derivatele in
raport cu timpul ale proiectiilor vitezei unghiulare, prin inmultirea la stanga a
intregii ecuatii cu inversa matricii de inertie.

1

@, Jo —Jy 0] [[M, 0 -0 o ||K
o, |=| S Jy, 0] ||M,|-| o 0 -o,||K,|[(18.116)
@, 0 0 J, 0 -0, o 0 K,

Sistemul de ecuatii diferentiale se obtine derivand in raport cu timpul
ecuatiile (18.103):
1/'/'sin6’sin¢+gz)écos@singmty)gbsin@cosgo+écosgo—9gbsin¢ =,
wsinécosp+ y)écos@cosgo—gz)gbsinﬁsin(p—ésingo—é(pcosgo =, (18.117)
W cos@ —yr Osin +§ = é.
Prin prelucrarea acestuia se pot explicita derivatele de ordinul II ale unghiurilor lui
Euler:

W= .] (d)xsm(p+a)ycosgo—y)¢900s0)
sin @

<é=d}xc0s¢—d)ysin(p—y)¢sin0 (18.118)

¢ = (o, sing0+a')y cosp)cost —a, sin@—l/)é

Integrarea acestui sistem de ecuatii diferentiale pentru determinarea legii de
miscare a giroscopului se poate face numai pe cale numerica. Relatiile de mai sus
sunt necesare 1n algoritmul care confine functiile derivatelor.

Problema 18.2 In conditiile analizei
teoretice de mai sus, sa se alcatuiasca un program
MATLAB pentru studiul unui giroscop necentrat
suspendat (fig.18.14).

Date: m, R, h, W0,90,€00»V}0>903¢0

Cerute: y(t),0(1),p(1)
Rezolvare: Momentele de inertie sunt:

2
Jy=J,=Ja+mOC? =%+th

g =M
2
: _ 2_ 12
Fig.18.14 Jyy =J 0y +mOC” =mh

(18.119)
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In fig.18.15 sunt reprezentate unghiurile
lui Euler intr-o pozitie oarecare. Fata de
expunerea precedentd modificarea apare
la momentul greutatii in raport cu O:

M, —mghsin@cosp
M, |=| mghsmOsing
M 0

z

Pentru alcatuirea programului se
defineste un vector coloana al necunoscu-

telor:
z=[y;0,0,y,0;9]
cu valorile initiale:

ZO:[W0;90;€00;V70;90;(P0] (18.122)
Se formeaza deasemenea vectorul

coloana al derivatelor:

dery =[v7; 0; ¢;7; 0; ]

Fig.18.15

(18.123)

Programul MATLAB va avea urmatoarea configuratie:

program.m

% GIROSCOPUL NECENTRAT SUSPENDAT

clear; close all;

% DATE GENERALE

global J Jinv Mgh

m=0.6; R=0.15; h=0.5; g=9.81;
Mgh=m*g*h;

% MATRICEA DE INERTIE
Jx=m*R*2/4+m*h"2;

Jy=Jx; Jz=m*R"2/2;

Jxy=m*h"2; Jyx=Jxy;

Jxz=0; Jzx=0; Jyz=0; Jzy=0;

J=[Ix -Jxy -JIxz; -dyx Jy -Jyz; -Jzx -Jzy Jz];
Jinv=inv(J);

tmin=0; tmax=2;

interval=[tmin, tmax];

% POZITIA INITIALA

psi0=0; tetaO=pi/4; fi0=0;

psip0=1.8; tetap0=0.3; fip0=15;
z0=[psi0; tetaO; fi0; psip0; tetapO; fipQ];
% INTEGRAREA NUMERICA
[t,z]=ode45('giroscop',interval,z0);
psi=z(:,1); teta=z(:,2); fi=z(:,3);

% EXTRAGEREA Sl VIZUALIZAREA
% REZULTATELOR

psip=z(:,4); tetap=z(:,5); fip=z(:,6);
r=h*sin(teta);

polar(psi+pi/2,r);

giroscop.m

function dery=giroscop(t,z)

global J Jinv Mgh

psi=z(1); teta=z(2); fi=z(3);

psip=z(4); tetap=z(5); fip=z(6);

steta=sin(teta); cteta=cos(teta);

sfi=sin(fi); cfi=cos(fi);

rot=[steta*sfi, cfi, 0; steta*cfi, -sfi, 0; cfi, 0, 1];
eulerp=[psip; tetap; fip];

om=rot*eulerp;

KO=J*om;

omx=om(1); omy=om(2); omz=om(3);

omas=[0 -omz omy; omz 0 -omx; -omy omx 0];
MO=[-Mgh*steta*cfi; Mgh*steta*sfi; O];
omp=Jinv*(MO-omas*KO);

omxp=omp(1); omyp=omp(2); omzp=omp(3);

if steta<0.0001 steta=0.0001; end;
psipp=(omxp*sfi+omyp*cfi-psip*tetap*cteta)/steta;
tetapp=omxp*cfi-omyp*sfi-psip*fip*steta;
fipp=(omxp*sfi+omyp*cfi)*cteta-omzp*steta-psip*tetap;
dery=[psip; tetap; fip; psipp; tetapp; fipp];

Dupa efectuarea integrarii se reprezinta grafic, in coordonate polare,
traiectoria punctului C — centrul de masa al giroscopului, proiectatd pe planul
Ox;y; . Raza polara si unghiul de pozitie ale acestei proiectii fata de axa Ox; sunt

respectiv ¥ =hsin @ si w+ /2. Diagrama respectiva este prezentatad in fig.18.16.
Se poate observa tendinta de stabilizare a giroscopului in pozitia verticala.
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270
Fig.18.16

18.3.3 Efectul giroscopic

Fenomenul analizat in continuare poate fi mai usor inteles dacda se face
referintd la giroscopul centrat. El se manifestd nu numai la giroscopul propriuzis ci
si la orice alt ansamblu in care existd corpuri in migcare de rotatie care
functioneaza la turatii mari, cum sunt, de exemplu, rotoarele turbinelor sau ale
electromotoarelor, rotile boghiurilor de cale feratd sau ale unor vehicule.

x/\ Discul din fig.18.17 se roteste cu
- viteza unghiulard @, in jurul axei Oz. In

(00/ o ., conformitate cu cele aratate in capitolul

K. ‘ precedent referitor la giroscopul centrat, in

‘ﬂﬁ) absenta vreunei perturbatii aceasta axa este

/ 0 K, z<z, stabila. Se presupune ca inifial axa de rotatie
F

coincide cu directia fixd Oz;. Vectorul
v, momentului ciEetic:
Fig.18.17 Ky=J.0 (18.124)
este coliniar cu axa de rotatie.

Daca asupra axei de rotatie se aplici o fortd perturbatoare F , paraleld cu
axa fixi Oy,;, momentul M, al acestei forte va fi coliniar cu axa Ox,. Aparent,
sub actiunea fortei F axa de rotatie Oz ar trebui si se roteasca in jurul axei Ox 7
Conform teoremei momentului cinetic se poate scrie:

“’% _M, — d&,=Mdi (18.125)
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Se observa ca variatia dK, a momentului cinetic are aceeasi directie cu momentul
M , . Noul moment cinetic al discului se obtine facand insumarea vectoriala:
Directia acestui vector este continutd in planul Ox;z,;; deoarece vectorul moment

cinetic este coliniar cu axa in jurul careia se efectueaza rotatia discului, se deduce
ca aceasta axa a suferit o deplasare in planul mentionat, trecand din pozitia Oz in
pozitia Oz’. Se constatd cd, contrar aparentei, rotatia acestei axe a avut loc nu in
jurul axei Ox; ciin jurul axer Oy, . Aceastd deplasare a axe1 de rotatie intr-un plan
perpendicular pe directia fortei perturbatoare poarta numele de efect giroscopic.
Daca prin constructie deplasarea axei A
de rotatie este impiedicata, tendinta de 1
deplasare mentionata se va manifesta V,+F @
printr-un cuplu de forte (F,—F) de /

A
moment M g numit cuplu giroscopic; ( i S
acesta va actiona asupra lagarelor laterale T 0 AEZ =2
ale discului incarcandu-l pe wunul si 1 Y
descarcandu-l pe celilalt. Componentele Y, M, V,-F
V, si V, ale reactiunilor din lagire,
aplicate axului discului, se modifica cores- Fig.18.18

punzator cu fortele acestui cuplu (fig.18.18).
18.4 Miscarea plan-paralela

Pentru simplificarea tratarii, sistemul
de referintd mobil atasat corpului se alege
cu originea in centrul de masa al acestuia
(fig.18.19). Cei trei parametri pozitionali
sunt 1n acest caz:

X =X10()
Yie =Yic(t)
6=0() (18.127) ¥x,

Sistemul de forte aplicat corpului, in care
de aceasta datd se vor include si reactiunile,
se reduce in centrul de masa.

Teorema impulsului se aplica considerand miscarea corpului fata de sistemul
de referintd fix; teorema momentului cinetic se aplicd considerand miscarea
acestuia fata de sistemul de referintd mobil. Relatiile generale sunt:

Fig.18.19

H=ma,- =mr-=3F, (18.128)

Ke=YM, (18.129)
Din teorema impulsului rezultd un prim set de ecuatii diferentiale:
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mi;c =2 F,
mj}IC:ZFy] (18130)
0= ZFZ]

Pentru definirea momentul cinetic I?C se observa ca viteza si acceleratia
unghiulard sunt perpendiculare pe planul miscarii, respectiv. @ =wk =0k si

g=ck =0k . Se obtine relatiile:

Ke, o —Jy —Jc|]0
Keyl=|-Jpw I, —=J || 0 (18.131)
KCZ _sz _Jzy Jz @

Ke=-J oi—J 0j+J] .0k (18.132)

Deoarece momentul cinetic s-a calculat cu proiectiile sale in sistemul de referinta
mobil, pentru derivata acestuia in raport cu timpul se utilizeaza relatia:

dK—CzaK—%mEC (18.133)
dt ot
Termenii acesteia sunt:
&——J gi—J ej+J.ck (18.134)
ot Xz yz J z :
[ J k
axKp=| 0 0 o |=J. 0 1-J 0]  (18.135)

—Je0 -J,o0 J.o

In final, din relatia (18.129) se obtine un al doilea sistem de ecuatii diferentiale:

- ‘]ng + Jyza)z = ZMCX
1=Je—J o0’ =Y M, (18.136)
ng = ZMCZ
y Iy, in cazul frecvent al unei plici plane
’ solicitata doar de forte coplanare cu ea (fig.18.20):
&\ YF;=0 YMe=YMg=0 (18.137)
g 2 Daci directiile Cx si Cy sunt si directii principale
@ ” de inertie (axe de simetrie), J.=J,=0.
X
I'c C ! Sistemul de ecuaftii corespunzator va fi:
- mxjc =2,
0, X7 my;c=2F, (18.138)

Fig.18.20 Je=2Mc.
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Problema 18.3 — Sa se studieze
miscarea unei roti pe un plan inclinat in
ipoteza unei rostogoliri fara alunecare si cu
alunecare, considerdnd cd aceasta porneste |
din repaus. |
Date: G, R, a, 11, s
Cerute: x;c,0

Rezolvare: Se observa cd y;- =R =const.

si In consecintd ;- =0. Asupra rotii

actioneaza fortele reprezentate in fig.18.21.
Se fac inlocuirile in sistemul (18.138) si se Fig.18.21
obtin ecuatiile:

Ex']c = GSII’IO(—F}
0=N-Gcosa
5 (18.139)
Gig :F}R_Mr
2g
M,=sN

In cazul rostogolirii fird alunecare Fr <uN. Se observa cd O;/=14 si in

consecintd x;~ = R6, egalitate valabild s1 la nivelul derivatelor X;c- = RO .
Prelucrand sistemul de mai sus se obtin ecuatiile:

.. 2 . s . 28 . s
X~ =—g(siha ——cosa 18.140 0 =—=(sina——cos«a 18.141
1C 3g( 7 ) ( ) 3 R( 2 ) ( )

Integrand fiecare ecuatie de doua ori si pundnd conditiile iniiale specifice pornirii
din repaus, se gasesc legile de miscare:

x,czég(sina—%cosa)ﬂ (18.142) 9=§%(sina—%cosa)t2 (18.143)

Centrul de masa al rotii va avea o deplasare rectilinie uniform variatd; miscarea in
jurul acestuia va fi o rotatie uniform variata.
In cazul rostogoliri cu alunecare, forta de frecare dintre roatda si planul

inclinat este Fy = u N iar intre cei doi parametri pozifionali nu existd nicio

corelatie. Din acelasi sistem general (18.139) se obtin ecuatiile:
X;c =g(sina—ucosa) (18.144) é:%g(,u—%)cosa (18.145)

Integrand aceste ecuatii si punand aceleasi conditii inifiale, se gasesc legile de
miscare:
2

2
xlcz%(sina—,ucosa) (18.146) Qz%(u—%)cosa (18.147)
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19. DINAMICA SISTEMELOR DE CORPURI
19.1 Generalitati

Se reaminteste cd un sistem de corpuri reprezintd un ansamblu de solide
rigide aflate in interactiune mecanica; sub actiunea fortelor si momentelor extrioare
sistemul capata o miscare bine determinata.

Un prim obiectiv al analizei dinamice constd in stabilirea ecuatiilor
diferentiale ale miscarii sistemului tinand cont atat de solicitarile exterioare cat si
de relatiile cinematice interne dintre corpurile acestuia; este evident cd ecuatiile
diferentiale mentionate contin acceleratiile sistemului. Prin integrarea acestor
ecuatil se poate determina in continuare legea de miscare la nivelul vitezelor si
deplasarilor. Un al doilea obiectiv se refera la determinarea reactiunilor dinamice
interioare §i exterioare.

Numarul gradelor de libertate ale unui sistem este egal cu cel al parametrilor
pozitionali independenti; de regula acesti parametri se refera la corpul sau corpurile
care pun 1n miscare sistemul. Parametrii pozitionali ai celorlalte corpuri se exprima
in functie de acestia. Aceasta corelatie se extinde si la ceilalti parametri cinematici,
respectiv la viteze si acceleratii, liniare sau unghiulare. In cap.12.3 s-a prezentat
modul de efectuare a analizei cinematice, respectiv de alcatuire a tabelului
cinematic care precede analiza dinamica a oricarui sistem.

Stabilirea ecuatiilor diferentiale mentionate mai sus este echivalenta
determindrii in primul rand a acceleratiilor corespunzatoare parametrilor pozitionali
independenti; pe baza relatiilor cinematice se pot calcula apoi si celelalte
acceleratii. Reactiunile dinamice aplicate corpurilor vor depinde evident de
acceleratiile acestora.

Pentru studiul sistemelor, ca si in dinamica punctului material (cap.13.3.1),
se pot utiliza urmatoarele metode:

— metoda impulsului, avand la baza teorema impulsului si teorema momentu-
lui cinetic; prin utilizarea metodei se determind atat acceleratiile sistemului cat si
reactiunile dinamice;

— metoda energiei, bazata pe teorema energiei cinetice. Prin aceasta metoda
se pot determina numai acceleratiile sistemului; dupad determinarea acestora, pentru
calculul reactiunilor dinamice se apeleaza la metoda impulsului.

Elementul comun ambelor metode este tabelul cinematic. La alcatuirea
acestuia se au 1n vedere urmatoarele aspecte:

— se stabileste mai intdi corpul principal al sistemului; in general acesta este
corpul sau elementul care pune sistemul Tn miscare. Parametrii cinematici ai
acestuia (pozitia, viteza, acceleratia) vor fi parametri principali. Daca sistemul are
doud sau mai multe grade de libertate va exista cate un set de parametri principali
pentru fiecare din acestea.

— numarul de linii al tabelului este de regula egal cu numarul de corpuri al
sistemului. Aplicatiile curente pentru insusirea metodei contin corpuri cu miscari
de rotatie, de translatie si plan paralele; pentru acestea din urma se prevad doua



373

linii — una corespunzatoare translatiei centrului de masa si alta corespunzatoare
rotatiei in jurul acestuia.

— tabelul contine, in afara elementelor de identificare, trei coloane pentru
parametrii cinematici (pozitia, viteza, acceleratia) liniari sau, dupa caz, unghiulari.

— pe baza modului de transmitere a miscarii se stabilesc relatiile de legatura
dintre parametrii cinematici ai corpurilor secundare si parametrii considerati
principali. Daca sistemul porneste din repaus, conditiile initiale sunt nule si relatiile
corespunzatoare unui corp au aceeasi forma.

19.2 Metoda impulsului

Metoda este analogd din punct de vedere procedural metodei izolarii
corpurilor din Statica (cap.7.2), ecuatiile de echilibru fiind inlocuite insa cu
ecuatiile provenite din utilizarea teoremelor generale — teorema impulsului si
teorema momentului cinetic. Dupa alcatuirea tabelului cinematic, conform celor
aratate mai sus, se parcurg urmatoarele etape:

—se 1zoleaza corpurile sistemului utilizand reprezentari grafice simplificate
care contine numai elementele geometrice esentiale;

—se reprezintd fortele si momentele date, direct aplicate, precum si
reactiunile interioare si exterioare dintre corpurile sistemului;

—se scriu ecuatiile provenite din aplicarea celor doud teoreme pentru fiecare
din corpurile sistemului; numarul acestor ecuatii depinde de fortele aplicate;

—daca in sistem exista frecare, se adauga relatiile de definitie ale fortelor si
momentelor de frecare corespunzatoare;

—se prelucreazd sistemul general de ecuafii obtinut astfel incat prin
substitutii succesive sd se obtind una sau mai multe ecuatii care sa confind drept
necunoscute numai acceleratiile corpurilor;

—acceleratiile secundare se inlocuiesc prin expresiile corespunzatoare din
tabelul cinematic; dupa inlocuire ecuatiile reduse vor contine numai acceleratiile
principale;

—se determina valorile acceleratiilor principale;

—se calculeaza acceleratiile secundare;

—se calculeaza reactiunile.

In cazul frecvent al sistemelor cu misciri plane, actionate de forte coplanare,
ecuatiile generale provenite din cele doua teoreme au formele:

may =3 F (19.1) Jeg=Y M, (19.2)

In legatura cu utilizarea concreti a acestor relatii se pot face citeva observatii:

— pentru un corp care are numai miscare de translatie se scriu numai ecuatii
de forma (19.1);

— pentru un corp care executd o miscare de rotatie In jurul unei articulatii
fixe, articulatie care coincide cu centrul de masa, termenul din partea stingda a
ecuatiei (19.1) este nul (a- =0);

— in membrul din parte dreapta al fiecarei ecuatii se vor considera pozitive
fortele s1 momentele care actioneaza in sensul aceleratiei respective.



374

Problema 19.1 Sistemul din fig.19.1

se pune in migcare sub actiunea greutatii,
pornind din repaus. Sa se determine

Rezolvare:

J5

'1(!
4 V4
\\ 2r
‘ 2
GV “ >
3
3GY
T
o Y26
I
Fig.19.1 Gy

V2:V1:a)2'37"/2

V23:0)2'37":a)3'27"

de

2 4

V4:C()3‘V

Tabelul cinematic va avea in consecintd componenta ilustratd in tab.19.1.
Tabelul 19.1

Nr.| Misc. Deplasari Viteze Acceleratii

1T Vi vy a

5 r Vo=V Vo=V a,=4a;
R 0,=2y,/3r | @,=2v;/3r | &€,=2a,/3r

3] R 0;=y,/r w;=v,/r gy=a;lr

4 T Yi=Y] V=V ay=d

acceleratia sistemului si reactiunile.
Date: G, r, u=1/4, J;=4Gr’ I g
Cerute: a;, reactiunile.

Momentul
2 corpului 2 fatd de centrul sdu de masa se
2 calculeaza cu relatia:

_ mZRZZ 9 Gr?

inertie

Schemele de incarcare pentru corpurile sistemului sunt date in fig.19.2.

Corp I:
m]a] :G_T}

Corp 2:

mya, :2G+T}—T2—T3(2)

7 T, N, a,
t —

a, & F |
I ) 2
2G ¢

Fig.19.2
Aplicand teoremele generale se obtine urmatorul sistem de ecuatii:
Corp 3: Corp 4:
(1) 0=H-T, 4) myay =T, —F; (7)
0=V-3G-T; (5) 0=N-G (8)
J383:T327"—T47" (6) ij :ﬂN (9)

Jye,=(T)-T3)-3r/2 (3)

al

(19.3)

‘)f‘; Pentru alcatuirea tabelului cinematic se
evidentiaza relatiile dintre viteze:
(19.4)
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Se elimind din sistem reactiunile 7,, 7,, T3 st T, si se obtine o relafie care
contine numai acceleratiile si fortele date:

2 1
m1a1 +m2a2 +3_J282 +—J383 +m4a4:3G—/JG (195)
r r

Se exprima masele In functie de greutdti si acceleratiile secundare in functie de «,,

conform tabelului cinematic si datelor problemei. Rezultd in final acceleratia
principala:

11
a, = — 19.6
1 368 ( )
si acceleratiile secundare:
11 2 11 g 1 11 g
a,=a,=a; =— Ey=—a;=—= g;=—a;=—= (19.7
=@ = =goe =g =g asia=gls (97)
Reactiunile se calculeaza in modul urmator:
25

T} =G—m1a1 :gG:0,694G

1 2 25

T, =—Q3G-ma,—m>a,——J,&,)=—G=1,042G

2 2( 11 242 37 2 2) 24

T3:i(3G_m]a]—m2a2 +iJ282):ZG:],347G (198)
2 3r 72

V=3G+T; :EG:4,347G
72
La sistemele care se pun in miscare
numai sub actiunea greutatii, pornind
din repaus, acceleratia este constanta
si reprezintd o cotd subunitard din
acceleratia gravitationalda. O valoare
negativa a acesteia indicd miscarea in
sens opus celui considerat inifial.
Problema 19.2 In fig.19.3 este dat
un sistem cu doua grade de libertate.
Sistemul se pune in miscare sub
actiunea greutdtilor proprii, pornind
din repaus. Corpul 5 se rostogoleste
fard alunecare pe suprefata orizontala.
Sa se calculeze acceleratiile corpurilor
sistemului s1 reactiunile dintre ele.

Date: G, r, u=1/4, s=r/20 V) V2
2 Y HG GV Y
J3=J,=4Gr" /g

Cerute: &;, &4, reactiunile. Fig.19.3
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Rezolvare: Momentul de inertie al corpului 5 fatd de centrul sdu de masa se
calculeaza cu relatia:

2 2
g, =R _26r (19.9)
2 4 g

Drept parametri principali se aleg unghiurile 8; si 6, si derivatele lor. In functie

de acestia se stabilesc parametrii secundari in tab.19.2.
Tabelul 19.2

Nr.| Misc. Deplasari Viteze Acceleratii
1 T | y,=2r0,+2r0; | vi=2ra,+2rew; | a,=2re,+2re;
2 T V,=2r0,—ros Vo =2rw,—rw; | a,=2r&;—r&;
r y;=2r0, v; = 2ra, a; =2re,
3 R 0; o3 £
4 R 0, w, &
r ys =10, Vs =1y as =ré&y
& 65 =26,/3 ws =2w,/3 es=2¢,/3

Schemele de incarcare ale corpurilor sunt prezentate in fig.19.4.

A
I

T T Y
I35 2 3G
Fig.19.4
Ecuatiile care se obtin in baza teoremelor generale sunt urmatoarele:
Corp I: Corp 4: Corp 3:
ma; =G-T; ()| 0=T,-H () | msas =T, I (8)
Corp 2: 0=V-3G-T; (6)| 0=N-2G 9)
ma,=G—T. (2) T 0T .
243 . 2 Jyey=T53-2r=T;-r (7) Jses=F -ﬂ—M (10)
Corp 3: I r
mya; =3G+T;+T,-T; (3) M.=sN (11)
Jses=T;-2r=Ty-r (4 Fp<uN

Din ecuatiile (1), (2) st (3) se i1zoleaza reactiunile 7;, 7, si T; iar din ecuatiile
(8)+(11) se determina reactiunea 7,. Expresiile acestora se inlocuiesc apoi in

ecuatiile (4) si (7); rezulta un sistem de doua ecuatii in care apar drept necunoscute
numai acceleratiile sistemului:
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2m1a1 —myd, +£J3<93 =G
d (19.10)

1 2
2ma; +2mya, +2mzaz +—J 64+ msas +—J 55 = 10G-2G
r 3r 3r

Se inlocuiesc acceleratiile secundare in functie de ¢; si &,, conform tabelului

cinematic, precum si elementele masice in functie de datele enuntului; se rezolva
sistemul obtinut Tn raport cu aceste acceleratii unghiulare:

21
284 +953:§ 83 5 g_0,03§
r N 10755 r r (19.11)
27(94+253:&g £, = 437 8 —0,374&
15 r 1195 r r
Acceleratiile secundare sunt urmatoarele:
_ 9508 _ 7545 _ 874
a;=77558=0791g a,=+7-28=0701g az =77558=0731g (19.12)
as = 14]3975g 0,374g 85—3857845g/l’ 0,244g/r
Se calculeaza in continuare reactiunile:
N=2G

M, =sN =0,1Gr
Fr=2-(Jses+M,)/3r=03G
T,=G-mya,=0299 G (19.13)
T3 =5G-—ma; —mya,—mza; =1315 G
Ty=msas+Fy =1,048 G
Se poate observa ca in cazul rostogolirii fard alunecare forta de frecare este mai
micd decét valoarea limitd a acesteia Fyp = 4N =0,5G .

19.3 Metoda energiei cinetice

Aceasta metoda permite o determinare mai rapida a acceleratiei sistemului;
ea se aplicd numai sistemelor de corpuri cu un singur grad de libertate (de
mentionat cad in Mecanica Analitica exista o metoda echivalentd pentru sistemele
cu mai multe grade de libertate care utlizeaza ecuatiile lui Lagrange).

Metoda se bazeaza pe teorema energiei cinetice pusa sub forma:

dE=dr — 9E_dL (19.14)
dt dt

In aceastd relatie £ reprezinti energia cinetici totald a sistemului care se obtine
insumand energiile cinetice ale corpurilor componente la un moment ¢ oarecare,
dupa pornirea din repaus. Se reaminteste ca relatiille uzuale de calcul pentru
translatie si rotatie sunt:

Etrzémvé (19.15) E =§ch2 (19.16)

rot
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Lucrul mecanic L se calculeaza pentru fortele motoare si rezistente aplicate
corpurilor sistemului in intervalul de timp 0 — ¢. Considerand deplasari finite ale
corpurilor, relatiile uzuale de calcul pentru lucrul mecanic al unei forte concentrate
si al unui moment sunt:

L=F-y (19.17) L=M-60 (19.18)
in care y este deplasarea liniard a punctului de aplicatie al fortei pe directia ei de
actiune iar 6 este unghiul de rotatie in plan produs de momentul respectiv. Se
reaminteste cd 1n cazul fortelor de greutate lucrul mecanic depinde numai de
diferenta de nivel intre pozitiile respective. Este util sa se precizeze ca nu se
calculeaza lucrul mecanic pentru urmatoarele forte:

— fortele aplicate in puncte fixe;

— fortele aplicate in centrele instantanee de rotatie;

— fortele perpendiculare pe directiile deplasarilor;

— fortele de legatura (reactiunile) dintre corpurile sistemului (lucrurile meca-
nic al reactiunilor egale si direct opuse se compenseaza reciproc).

Dupa alcatuirea tabelului cinematic, ca si in cazul metoder impulsului, se
izoleaza corpurile sistemului si se introduc fortele date si reactiunile din legituri. In
continuare se fac urmatoarele operatii:

— se calculeaza energiile cinetice ale fiecarui corp din sistem; vitezele liniare
st unghiulare ale corpurilor se inlocuiesc cu expresiile lor din tabelul cinematic;

— se calculeaza energia cinetica totala a sistemului;

— se calculeaza lucrul mecanic total al fortelor din sistem tinand cont de ob-
servatiile de mai sus; deplasarile liniare §1 unghiulare se inlocuiesc prin expresiile
corespunzatoare din tabelul cinematic;

— se egaleaza derivatele in raport cu timpul ale energiei cinetice totale si al
lucrului mecanic; din expresia obtinuta se calculeaza acceleratia principala;

— se calculeaza acceleratiile secundare;

— se calculeaza reactiunile utilizand relatiile metodei impulsului.

Problema 19.3 Sa se aplice metoda energiei pentru calculul acceleratiei
principale a; de la problema 19.1.

Rezolvare: Cu vitezele din tab.19.1 se calculeaza urmatoarele energii cinetice:

1 , 1G
E =—mi?=22 19.19
1= 5 2 g 1 ( )
2 2
2 2 2 g 24 g \ 3r 2g
2 2
Ey=Lw L1307 (ﬁj _,5, (19.21)
2 2 g r g
1 1
E,==muv; :—Evf (19.22)
2 2g

Energia cinetica totald se obtine faicand insumarea acestor energii cinetice partiale:
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E=@+@+@+@:3§ﬁ
2g

(19.23)
Se calculeaza in continuare lucrul mecanic al fortelor din sistem:
1 11
L=Gy;+2Gy, - Fry, =Gy, +2Gy1—ZGy1=7GyJ (19.24)

Cu observatia cd y, =v; si v; =q;, se egaleazad derivatele acestor expresii:

dE  dL
de _dL 26, e, 5 4 =g (1925
dt  dt 2 g 4 36

S-a obtinut pentru acceleratia principald un rezultat identic cu cel determinat prin
metoda impulsului, rel.(19.6).

Problema 19.4 Sa se determine
acceleratia sistemului din fig.19.5.

Date: G, r, u=1/4, s=r/10J3, a=30°
Jy=J;=3Gr’ /g, M =4Gr

Cerute: g, , reactiunile

Rezolvare: Momentul de inertie al corpului /

se calculeaza cu relatia:

_myi _9Gr (19.26)
2 8 g 1
G/2

1

Marimile 6,, w;, &; ale corpului Fig.19.5
motor / se aleg drept parametri principali. Pentru alcatuirea tabelului cinematic
sunt utile cateva relatii intre viteze:
Vi, = 3r/2=w,r Vo3 =@, 2r = ;- 3r vy =w;-2r (19.27)
Tabelul cinematic este da tab.19.3.
Tabelul 19.3

Nr.| Misc. | Deplasari Viteze Acceleratii
I| R o, @, &
21 R | 6,=36,/2 | w,=3w;/2 | ¢,=3¢,/2
3 T y;=2r0, v; =2roy a; =2rg;
R 6; =6, w; = w; £3=¢&;

Energiile cinetice ale corpurilor sunt urmatoarele:

)i 19Gr° 9 G
E ==Jw ===} ==} (19.28)
2 28 g 16 g
] 1 3G ?
Ey=tyw =230 (30} 2700, (19.29)
2 2 g 2 8 g
] ] 1G 1 3G 7 G
Ey=—myl+=J00 ==Z(2re,F + =2 =220} (19.30)
2 2 2g g 2g

Energia cinetica totala a sistemului este:
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Izolarea si incarcarea corpurilor este prezentata in fig.19.6.
a;

%53 7,

\82 M
I 2 I 1
F
i gk
G/2

M

I

Fig.19.6
Lucrul mecanic total se va calcula cu relatia:

L=M0,-Gsina-y; - M,0; = M6, — G(sina +2icosa) 20, (19.32)
r

in care M, =s N =sGcosa . Cu datele problemei rezulta:

129

Se egaleaza in continuare derivatele in raport cu timpul ale energiei cinetice si
lucrului mecanic. Tindnd cont cd 6, =w; si @, =¢&; se calculeaza acceleratia

unghiulara a corpului motor /:

dE L, 19G 2 e, =122 Gr0, o & =258 _0 4348 (19.34)
dt dt 16 g 20 595 r r

Reactiunile se pot determina in continuare calculand acceleratiile secundare
din tab.19.3 s1 rezolvand sistemul de ecuatii provenit din utilizarea metodel
impulsului.

Corp I: Corp 2: Corp 3:
0=H, 0=H,—-T,cosx mya; =1, +F, —Gsina
0=V]+T]—G/2 0=V2—G—T]—T2Sina 0=N-Gcosa
Jg,=M-T,-3r/2 J&;=T,-r=T,-2r Jyes=T,-r=F -2r-M,
M,=sN
Fr<suN
Algoritmul pentru calculul acestora va contine relatiile urmatoare:
D) T, =(M—-J,;g;)-2/3r 5) H,=T,cosx
2) T, =(Tyr—J,&,)/ 2r 6) V,=G+T;+1T,sna
3) H =0 7) N=Gcosa
4V, =G/2-T, 8) M, =sN
9) £y =Gsma+mzaz; —T,
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20. CIOCNIRI SI PERCUTII
20.1 Generalitati

Prin ciocnire se intelege contactul brusc a doua sau mai multe corpuri, insotit
de variatia instantanee a vitezelor acestora. Contactul mentionat se petrece intr-un
interval de timp Af=0 foarte scurt. In celelalte miscari studiate pAna acum in
Mecanica viteza v a oricarui corp si, implicit, impulsul acestuia H =mv, au o
variatie fard discontinuitati. La ciocnire, in intervalul de timp Af, viteza 1isi
modifica brusc atributele — marimea, directia sau, dupa caz, si sensul.

Studiul ciocnirilor poate fi efectuat numai dacd se renunte la ipoteza
rigiditatii corpurilor, ipoteza luatd in considerare in Mecanica in toate celelalte
aspecte ale miscarii, si se admite pe durata ciocnirii ca acestea sunt deformabile
atat elastic cat si plastic.

Asupra corpurilor supuse ciocnirii, $i numai pe FA
durata acesteia, iau nastere si actioneaza niste forte foarte
mari, numite forfe percutante. In comparatie cu acestea,
toate celelalte forte (de greutate, de frecare, etc.) sunt
neglijabile si nu se iau 1n considerare. Fortele percutante
au variatii foarte rapide in intervalul Ar=¢'—¢, in care ¢ A I
reprezintd momentul in care corpurile care se ciocnesc t T
intrd in contact iar #' este momentul cind acestea se Fig.20.1
desprind (fig.20.1). Intervalul Az este foarte mic, astfel ca se poate considera ca nu
are loc o variatie a pozitiei corpurilor pe durata ciocnirii.

Legat de fortele percutante se defineste notiunea de percufie:

F:fﬁm (20.1)

A A

Se observa ca vectorul percutiei este coliniar si are acelasi sens cu vectorul fortei
percutante. In mod practic, in studiul ciocnirilor in locul fortelor percutante se vor

introduce percutiile respective. Modulul percutiei | P | este numeric egal cu aria de

sub diagrama de variatie a fortei percutante | F(¢) .

Intervalul de timp in are are loc ciocnirea poate fi divizat in doua faze,
respectiv faza de comprimare ¢—7 si faza de destindere 7—¢' in care 7 reprezinta

momentul cand forta percutantd atinge valoarea maxima. In consecin{a si percufia
poate fi divizata corespunzator acestor faze:

P=["Fdi+[Fdi=F +F, (20.2)
Legat de comportamentul corpurilor in timpul ciocnirii se defineste coeficientul:
P,
k= |Td| (20.3)
| |

numit coeficient de restituire sau coeficient de elasticitate la ciocnire. Pentru o
combinatie de materiale data acest coeficient este considerat constant.
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Coeficientul de restituire se determina experimental si are o valoare pozitiva
subunitara. Se deosebesc urmatoarele situatii:

— ciocnirea perfect elastica (k= 1) in care percutiile in cele doua faze sunt
egale; dupa ciocnire corpurile se desprind,

— ciocnirea perfect plastica (k=0) in care percutia in faza de destindere
este nula; dupa ciocnire corpurile raman in contact;

— ciocnirea elasto-plastica sau naturala (0 < k < 1) in care percutia din faza
de destindere este mai micd decat cea din faza de comprimare datorita unei pierderi
energetice la deformarea corpurilor.

Pentru un corp oarecare supus unei forte percutante

F' se poate scrie:

F=ma = m% — Fdt=mdv (20.4)
Se face inlocuirea in relatia (20.1):
(m) P=["Fdt=["mdv=m@—v)=
Flg202 —mv'—myv = H'—H = AH

S-au notat prin v si v' vitezele corpului la momentele ¢ si ¢’. Se demonstreaza
astfel ca percutia este egala cu variatia impulsului in timpul ciocnirii (fig.20.2).

P ] intre corpurile participante la ciocnire apar
< percutii interioare; asupra acestora se pot aplica si
"\ percutii exterioare din partea unor corpuri care nu
. apartin ansamblului format de acestea. In exemplul
din fig.20.3, sfera / loveste sfera 2 lipitd de un

O perete. Percutiile P, si P,; sunt interioare iar P,
P, P,, P, este exterioard. Pentru percutiile interioare se

Fie 20,3 aplica principiul actiunii i reactiunii, acestea fiind
1828 egale si direct opuse; in cazul de fatd | P, |=| Py, |.
20.2 Teoremele generale in studiul ciocnirilor

a) Teorema impulsului.
Din relatia (20.5) aplicata unui singur punct material se retine:

my'—mv = P (20.6)
Pentru un sistem de puncte materiale participante simultan la o ciocnire:
2myv; —=2myv; =2 F +2 B, (20.7)

Dar, asa cum s-a aratat mai sus, percutiile interioare sunt egale si direct opuse astfel
ca pe ansamblul sistemului suma percutiilor interioare este nuld. Se deduce relatia:

AH=H'-H=)P, (20.8)
care aratd ca variatia impulsului total in timpul ciocnirii este egalda cu suma
percutiilor exterioare. Relatia de mai sus isi pastreaza valabilitatea si in cazul
ciocnirii a doud sau mai multe corpuri cu dimensiuni finite. In absenta percutiilor
exterioare H'= H siimpulsul total al sistemului se conserva.
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b) Teorema momentului cinetic
Tinand cont de observatia ca in timpul ciocnirii nu are loc o variatie a
pozitiei, termenii relatielr (20.6) se pot inmulti vectorial la stanga cu vectorul de
pozitie 7 al punctului material fata de un reper O:
P XV X my =7 x P (20.9)
Facand insumarea pentru toate punctele materiale ale unui sistem se obtine:
2 (7 xmv ) =25 xm;v;) = 2 (F X Fpy ) + 2 (F X B, ) (20.10)
Si1n acest caz se poate observa ca suma momentelor percutiilor interioare este nula
astfel ca relatia de mai sus va lua forma:

AKo =Ky —Ko =X My(F.y) (20.11)
Aceastd relatie indica faptul ca variatia momentului cinetic in timpul ciocnirii este

egala cu suma momentelor percutiilor exterioare fata de reperul considerat. Relatia
este valabila si in cazul ciocnirii unui sistem de corpuri.

In absenta percutiilor exterioare K, = K, s1 momentul cinetic se conserva.

c) Teorema energiei cinetice.
Pentru un punct material de rang i dintr-un sistem relatia (20.6) devine:

m (V') =B+ P, (20.12)
in care P. este percutie exterioard iar EJ sunt percutii interioare. Se inmulteste
aceasta relatie scalar cu v,':

m;(v,'=;)-v,'= P, "_)i'+Z(Fij ;') (20.13)
Se poate verifica usor ca:
(=7) 7= S5 =S G + 27 (20.14)

Se face inlocuirea in rel.(20.13) si se face Insumarea pentru intregul sistem:
1 =1 1 = 1 =1 = D o D o
SEm ) =S Zm )+ S Em ()’ = R+ TE(F ) (20.15)

Termenii din partea stingd au urmatoarea semnificatie:

1 _ T . - .
E'= EZmi(vi'f — energia cinetica a sistemului dupa ciocnire;
1 _ C . .
E= EZmi (v;)” — energia cinetica a sistemului Tnainte de ciocnire;
1 ., o g : :
E, ==Ym(,'-v,)° - energia cinetica corespunzatoare vitezelor pierdute.
p 2 AN i

Relatia (20.15) devine:

E-E+E,=YP-v,'+X>(E;-V;) (20.16)
Dacid nu existd percutii exterioare (P =0) si dupi ciocnire punctele materiale
respective raman In contact (I_Jij :—I_Djl- $i v;'=V;'), atunci partea din dreapta a

acestei relatii este nuld. In acest caz din expresia de mai sus se obtine:
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E-E'=E, (20.17)

Aceasta relatie este cunoscutd in Mecanica sub numele de teorema [ui Carnot,;
conform acesteia pierderea de energie cineticd in timpul ciocnirii este egala cu
energia cineticd a vitezelor pierdute.

Trebuie mentionat cd relatia (20.17) se
J,o Jy,0;, J;+J,,w aplica sistemelor de corpuri cu legituri rigide
(neelastice) si1 fara frecare. Fie, de exemplu, doua
discuri coaxiale cu momentele de inertie J; st J,

, | care se rotesc cu viteze unghiulare @, $1 o,

diferite (fig.20.4). Ele se cupleaza brusc printr-un
procedeu oarecare; dupa cuplare ele se vor roti cu
Fio.20.4 aceeasi viteza unghiulara . Facand inlocuirile in
&% relatia (20.17) se obtine:
L > 1. 5 1 2 1 2 1 2
EJIC()] +EJ20)2 —E(J] +J2)Cl) = EJI(C()—CO]) +3J2(0)—6()2) (2018)
Din aceasta ecuatie se poate calcula viteza unghiulara finala:
o Jw;+J 0,
J;+J,
Rezultatul obtinut pune in evidentd si conservarea momentului cinetic total in
absenta percutiilor exterioare.

(20.19)

20.3 Ciocnirea centrica a doua sfere

_ - v, >V,
vV, >V, Y2 2V
| faza de P, P
comprimare
faza de P, P,
[ destindere
V. — V]
v v, > V)
Fig.20.5

Se considera doua sfere a caror deplasare inainte s1 dupa ciocnire are loc
dupa linia care uneste centrele lor geometrice (fig.20.5). Forta percutanta si,
implicit, percutia au directia normalei la suprafetele in contact, aflandu-se in
consecintd pe linia centrelor. Sub actiunea fortei percutante are loc in faza de
comprimare o deformare locala a celor doua sfere, o parte din energia lor cinetica
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se transformd in energie potentiald. La sfarsitul fazei de comprimare sferele au
aceeasl vitezd v_.. In faza de destindere energie potentiald acumulatda este

retransformata in energiei cinetica si sferele capata viteze diferite.

In acest context se poate aprecia ca valoarea coeficientul de restituire & arata
cat din energia potentiala acumulata in faza de comprimare este retransformata in
timpul fazei de destindere.

Considerand cunoscute masele celor doua sfere, vitezele lor inainte de
ciocnire s1 coeficientul de restituire, se calculeazd vitezele acestora dupa ciocnire.
In acest scop, pentru fiecare sferd se aplica relatia vectoriald (20.6) proiectatd pe
linia centrelor, atat in faza de comprimare cat si in cea de destindere:

myv, —myvy = F, myvy —myv, = I,

Din aceste sisteme de ecuatii se obtine:

- mpyvy+myv, _ m;vy +m,v (20.22)
m; +m, m; +m,
])c — m1m2(v1 _VZ) (2023) Pd — mlmZ(VZ — VI) (2024)
my + n, m +m2
Din egalitatea (20.22) se obtine:

m;v; +m,v, = mpVy +myv (20.25)

Aceastd relatie confirmd cd in absenta percutiilor exterioare impulsul total al
sistemului format din cele doud sfere se conserva. Din definitia (20.3) a

coeficientului de restituire se deduce:
1 1

k= 17 _Y2TVi

P

c

(20.26)

Vi—V2
In continuare, din sistemul format de ecuatiile (20.25) si (20.26) se calculeaza:
_ ] - 1
PPN Rk R YO ¥ SO U k2 IR . R TR Y5
ny m
1+— ]+ —=
n, my

Daca cele doua sfere sunt identice si perfect elastice (m; =m,, k=1), are loc un
schimb de viteze, rezultand Vv';=v, s1 V', =v;,.

In cazul general al unei ciocniri naturale (0 <k < /), numai o parte din
energia cineticd este recuperata. Pierderea de energie cinetica este:

I 5 1 5 I 1
AE=FE—-E'=|—myv; +—my; |—| —m;v; +—m,v 20.29
(211 222j (211 52 ( )
inlocuind in aceasti relatie expresiile vitezelor dupa ciocnire se giseste:

1 m]m2 2 2
=——————{U-k")v;,—v 20.30
>, +m2)( )(v;—v;) (20.30)
Daca ciocnirea este perfect elastica (k=17) se obtine AE =0 s1 intreaga
energie cineticd este recuperatd; la polul opus, daca ciocnirea este plastica (k =0)
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pierderea de energie cinetica este:

1 mm 2

AE=——"L2—(v,-v,) (2.31)

2 (m; +mj)
Daca in expresiile (20.27) si (20.28) se introduce k=0 se obfine v';=v',=v,_
cele douad sfere nu se desprind, deplasandu-se in continuare cu viteza de la sfarsitul
fazei de comprimare. Energie cinetica pierdutd se regaseste in lucrul mecanic de
deformare plastica si in caldura degajata.

7 s Problema 20.1 Se considera doua

S . pendule matematice identice avand

/,‘/\) )\ fiecare masa m si lungimea firului / (din

y /a, o N c puncFul de suspendare pand in centrul
L y / / N ___ sferei); cele doua sfere sunt perfect
AN (\I B 7 7 elastice (fig.20.6). Pendulul 7 este lansat
oL A\ / din pozitia ¢, fird viteza initiald spre

*\:\. e e ///, ) pendulul 2 aflat in repaus. Sa se studieze

miscarea acestora dupa ciocnire.
)i 2 Date: m, [, a;, v, =0, k=1,
Fig.20.6 Cerute: v;, vj,v5, a,;
Rezolvare: Pentru calculul vitezei inifiale v; se aplicd pendulului / teorema

energiei cinetice intre pozitia de lansare A4 si pozitia verticald B, observand ca
singura forta care da lucru mecanic este greutatea sferei:

Ep—-E =L, — émvfzmgl(]—cosal) - v]:\/Zgl(I—cosaJ) (20.32)

Pentru calculul vitezelor dupa ciocnire se folosesc relatiile (20.27) si (20.28)
particularizate cu datele din enunf; se obtine v';,=0s1 v',=v,. Sfera / se opreste

iar sfera 2 este expulzatd cu viteza dinainte de ciocnire a sferei /. Pentru pendulul 2
se aplica in continuare teorema energiei cinetice intre pozitiile B si C:

E-—Eg=Lcp — —gmvzz——mgl(]—cosaz) — cosa, =cosa; (20.33)

Rezulta ca pendulul 2 se va deplasa cu un unghi egal cu cel de la care a fost lansat
pendulul /. In continuare procesul se reia in sens invers §i, in absenta oricarei
rezistente, poate continua la infinit.

UL Este interesant de remarcat cazul in care un
/ \ numar oarecare de pendule identice sunt asezate in
// \\ linie si cu sferele in contact (fig.20.7). Daca unul
/ \ din pendulele exterioare este lansat catre pendulul
/ \ . . . A . ..
¢ \ vecin va avea loc o ciocnire in lant si percutiile se
- -
\

) () vor transmite de la o sferd la alta. Se constatd insa
cxm ca numai pendulul aflat la cealaltd extremitate a

Fig.20.7 sirului se va deplasa in modul expus mai sus in
timp ce pendulele interioare vor ramane pe loc. Si
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in acest caz, in absenfa vreunei rezistente din partea mediului, procesul poate
continua la infinit.

20.4 Ciocnirea oblica a doua sfere

Vit Vi Vo Vs
v
In VZF?
L] = 1) =1

Vir Vi V2 V>

' VIZn

vZn
Fig.20.9

Ca si1 in cazul ciocnirii centrice, contactul dintre cele doua sfere va avea loc
dupa linia care uneste centrele geometrice ale acestora (fig.20.8). Fortele
percutante (egale si direct opuse) si percutiile corespunzatoare acestora vor actiona
dupi linia centrelor. In cazul ciocnirii oblice, pe langi calcularea marimii vitezelor
dupa ciocnire, se determind si directiile acestora, respectiv directiile de deplasare
ale sferelor. In acest scop, directiile vitezelor inainte si dupa ciocnire se raporteaza
la linia centrelor.

Vitezele celor doud sfere, Tnainte si dupa ciocnire (momentele ¢ si t) se
descompun pe directia liniei centrelor si perpendicular pe aceasta (fig.20.9);
proiectiile acestora (normale si respectiv tangentiale in raport cu suprafetele
sferelor) au expresiile:

Vi, = V€08 Vi, =V cosa
v, =Vv;sina Vi, =V sma'
1t =Vi 1 nt=Vi 1
(20.34) ' ' (20.35)
V,y, =V,C08Q, v, =Vv')cosal
Vo =V SinOl2 V'2t :V'2 Sma'z

Deoarece percutiile actioneaza dupa linia centrelor, vor fi afectate numai
componentele normale ale vitezelor celor doud sfere, componentele tangentiale
ramanand nemodificate, astfel ca:

Vi, =V, (20.36) vV, =V, (20.37)
In consecinta sunt valabile relatiile stabilite in capitolul precedent cu deosebirea ca
ele se aplica numai vitezelor normale:

MV, + MV, =My, +myvy, (20.38) o= 220 Vin. (20.39)

Vin = Von

Din aceste ecuatii rezulta:
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. (vln _v2n)(1+k)

(2040) vh, = v, + i =V2)TER) o 4

V'In =Vin
1+ 1+72
n, my
Vitezele totale dupa ciocnire se vor calcula cu relatiile:
V=) 00 (2042) Vo= 0,7+ (V5)T (2043)
Pentru directiile acestor viteze se calculeaza functiile trigonometrice:
tga' = (20.44) tga', =2t (20.45)
V'in Vo

20.5 Ciocnirea unei sfere cu o suprafata fixa

Suprafata fixd se poate considera ca
apartinand unui corp de masa infinitd (M =)
si vitezd nula (7 =0). Cunoscand viteza v a
sferei si unghiul de incidentd « fata de normala
comuna la suprafetele in contact (fig.20.10), se
determind viteza v' a sferei dupa ciocnire si
unghiul de ricosare f. Viteza sferei inainte si
dupa ciocnire se descompune in componentele
normala si tangentiala:

— | |
{vn = vcosa {vn =1'cosf

v, =vsina

Fig.20.10

R (20.46)
V', =v'sin

Forta percutanta si respectiv percuia aplicata sferei are directia normalei la
cele doua suprafete. In consecintd ea va afecta numai componenta normala a
vitezei sferel, cea tangentiald ramanand nemodificatd (v, =v, = vsina ). Relatia de
conservare a impulsului in timpul ciocnirii:

mv, + MV, =mv, +MV, (20.47)
conduce la o nedeterminare (MV, = MV, =o-0). Relatie de definire a coeficien-
tului de restituire ia forma:

V. —=v V!

k= =——" > Vv, =—kv,=—kvcosa (20.48)

v, =V, v

n
Semnul minus indicd schimbarea sensului componentei normale dupa ciocnire.
Viteza sferel dupa ciocnire si unghiul de ricosare se pot calcula in modul urmator:

v'= \/(V'n Y +(v,) = V\/k2 cos’ o +sin’ & (20.49)
V' v vsina 1

tgf=—"L=—"1—= =——tga 20.50

ep vl —kv, —kvcosa k 8 ( )

Semnul minus indica faptul ca unghiul £ este de cealalta parte a normalei fata de c.
Examinand aceste relatii se pot face urmatoarele observatii:
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— dacad ciocnirea este perfect elastica (k=17) se obtine v'=v si1 | S| | — sfera
va ricosa cu aceeasi viteza, unghiul de ricosare fiind egal cu cel de incidenta;

— dacd ciocnirea este perfect plasticd (k=0) se obfine V'=vsina=v, si
| #| =7/ 2— sfera nu va ricosa ci va aluneca in lungul suprafetei.

Relatia (20.48) poate servi la determinarea experimentald a L
coeficientului de restituire £ pentru o combinatie de materiale. O "\__/\'
sfera dintr-un anumit material se lasa sa cada vertical peste o placa T
confectionatd din celdlalt material (fig.20.11). Printr-un procedeu N
oarecare se mdsoard atat indlfimea /4 de la care cade sfera precumsi
indltimea A' la care aceasta ricoseaza. Particularizand in acest caz X
relatia (13.88) de miscare pe verticala a unui punct material in X
mediu nerezistent, din relatia (20.48) se deduce: \

. . Y D
p=l_ "2gh \/; (20.51) iz
vl
Fig.20.11

20.6 Ciocnirea unei sfere cu un corp rotitor

Sfera I loveste corpul 2 care se poate % —\@
roti in jurul unei articulatii fixe O (pentru O\ ¥ Fo ©
exemplificare, fard a reduce din generalitate, N7

: @
in fig.20.12 s-a ales cazul unei bare). i
Percutiile P care apar in punctul de impact ] 2
sunt percutii interioare sistemului format de ] P P
cele doua corpuri si au directia normalei O<— —
comune la suprafetele in contact; in afara ¥

acestora, in articulatia fixa apare si percutia

exterioard P, avand o directie necunoscuta. Fig.20.12

Conform teoremelor studiate in cap.20.2, pentru corpurile participante la

ciocnire sunt valabile relatiile generale:
H-H=YP, (20.52) K, -Ko=>M,(P,,) (20.53)

Pentru determinarea vitezelor corpurilor dupa ciocnire, este indicat sa se aplice
teorema momentului cinetic relativ la centrul articulatiei, fatd de care momentul
percutiel exterioare este nul s1 momentul cinetic se consera. Observand ca vectorii
momentelor cinetice ale celor doud corpuri sunt perpendiculari pe planul miscarii,
relatia (20.53) se detaliazd in modul urmator:

Ky, =K, - KS+K =K +KS) (20.54)
O a doua relatie necesara este data de definitia coeficientului de restituire, cu
precizarea ca vitezele din aceasta relatie apartin punctelor de contact intre corpuri:

Vl _VV
k: 2 1
Vi—=V)

(20.55)
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In exemplul din fig.20.12 se considera ca sfera are masa m si viteza initiala v
iar bara are momentul de inerfie J, si viteza unghiulard @; ciocnirea este normala
la distanta / de articulatia O. Relatiile de mai sus iau forma urmatoare:

o'h—V'

mv'h+J,0'=mvh+Jy0  (20.56) k = (20.57)

v—wh
S-a format un sistem de doua ecuatii din care se pot calcula vitezele v' si @':

v—wh)(I+k v—wh)(I+k
Vi=v— ( N 5 ) (20.58) oo'=w+ ( I ) (20.59)
mh 1+ J70
I1+—— P
Jo mh
Analiza efectuatd mai sus poate fi aplicatda la orice combinatie de corpuri
dintre care cel putin unul are miscare de rotatie fatd de un punct fix. Ea poate fi
particularizata si in cazul unor ciocniri oblice, cu precizarea ca in relagia (20.55) se
introduc componentele vitezelor dupa directia normalei la suprafetele in contact.
Problema 20.2 O bard articulatd la o extremitate este lasata sa cada fara
viteza initiala din pozitia orizontald; ajungand in pozitie verticald ea loveste un
corp aflat pe o suprafatd orizontala cu frecare. Se cere sa se determine unghiul cu
care se roteste bara dupa ciocnire si distanta parcursa de corpul lovit (fig.20.13).

Date: m;,l,m,, u, k; Cerute: o, d

N
AR
\ (j\(\
N
N AN
AT
N a
PAAYN
~
——

\
— NN
AR
\
; J[l NG
AR
1 S
AT
RN
AN
SN
N
)7 o
- |
|

|
fﬁw ) I “
G, d I
Fig.20.13
Rezolvare: Se aplica teorema energiei cinetice la bara / intre pozitiile 4 si B:
EB_EA:LAB (2060)

Cu datele problemei, observand ca E, =0 s1 momentul de inertie al barei fata de
articulatia din punctul O este J; = m;/ 2/3, se obtine:

] 2
Ep= EJ,a)f = %a)f (20.61)

Lucrul mecanic al greutatii barei este:

[ 1
Lpn=G,—=— 20.62
AB 1 575 mg ( )
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Se introduc aceste valori in (20.60) rezuland viteza unghiulara a barei s1 viteza
punctului de impact:

ah=J%§ (20.63) v, =yl = /3w, (20.64)

Relatia generala de conservare a momentului cinetic in timpul ciocnirii este:
KPP+ kP =KD + K (20.65)

Se observa ca v, =0 si In consecinta K(O2 ) =0 ; relatia precedenta devine:

J]Cl)'] + mzvvzl = J]C!)[ (2066)
Cea de a doua relatie necesara este:

k=2
V=V, ;!

—Vi _Vvy—ol

(20.67)

Rezolvand sistemul format din aceste ecuatii se obtin vitezele dupa ciocnire:
a), . C()I(J] _kmzlz) . my _3km2
J;+myl? m; +3m,
. J(U+k 1+k
V= 1(+Z'0)112m1(+)'
J] + mzl m; + 3m2

o, (20.68)

w1 (20.69)

Se observa cd pentru m; =3km, bara se opreste iar pentru m; <3km, bara
ricogeaza Tnapoi.

Pentru calculul unghiului « la care bara se opreste se aplica teorema energiei
cinetice Intre pozitiile B si C, observand ca E, =0

Ec—Eg=Lg — —éJ]a)}Z:—m]gé(]—cosa) (20.70)
cosoz:]—iia)}2 (20.71)
3g

Pentru calculul distantei d se aplica aceeasi teorema pentru corpul 2 intre pozitiile
B si D, cuobservatiacd Ep =0:

1 1
Ep—Eg=Lgy — ——myvy=—umgd — d=——>v5 (20.72)
2 2ug



