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Partea VI-a MECANICA ANALITICA
21. PRINCIPIUL LUI D’ALEMBERT
21.1 Forta de inertie

Fie un punct material de masa m supus actiunii unui sistem de forte
concurente. Conform legii fundamentale a Dinamicii (principiul actiunii fortei din
Mecanica newtoniani), acceleratia imprimati este proportionald cu rezultanta R a
fortelor, are directia si sensul de actiune al acesteia:

ma=R=3F (21.1)
Daca punctul material este supus si la legaturi, suma din partea dreapta include si
fortele de legatura (reactiunile). Relatia de mai sus se mai poate scrie:

S>F—ma=0 (21.2)
Cele de al doilea termen al acestei relatii, respectiv:
F =—-ma (21.3)
se defineste drept forta de inertie; relatia (21.2) devine:
S>EF+F =0 (21.4)

Aceasta relatie exprima principiul [ui D’Alembert aplicat punctului material,
conform caruia in orice moment al miscarii forta de inertie face echilibrul fortelor
date i de legatura.
_ (m) _ Dupa cum se poate obs;r\{a, forta' de inerj;ie nu este o
- F; o 4 forta reald, direct aplicata prin interactiunea dintre corpuri
< sau prin efectul de camp, ci este o fortd fictiva introdusa
Fig.20.1 formal. Cu toate acestea ea exprima efectul pus in evidenta
de principiul inertiei din Mecanica newtoniana, conform caruia orice corp tinde sa-
§i pastreze starea de repaus sau de miscare rectilinie §i uniforma atdta timp cdt nu
intervin forte care sa modifice aceastd stare. In consecintd, forta de inertie se
manifestd numai atunci cand corpul are o acceleratie si este indreptata in sens opus
acesteia. In acest context, pentru forta de inertie se va utiliza o reprezentare grafica
distinctd in raport cu celelalte forte (fig.20.1), specificand totodata ca indicele i
provine de la cuvantul inerfie si nu este un indice de Insumare ca in cazurile
anterioare. In aplicatii, atunci cAnd directia si sensul acceleratiei sunt cunoscute,
dupa introducerea fortei de inertie in sens invers acesteia, se ignora semnul negativ
din definitia vectoriala (21.3). La nivel scalar:
F =ma (21.5)
Principiul Iui D’ Alembert sta la baza metodei cinetostatice prin intermediul
careia problemele de Dinamica pot fi rezolvate utilizand formal metoda cunoscuta
din Statica referitoare la echilibrul corpurilor si sistemelor de corpuri. Se stabilesc
ecuatii de echilibru de forma generala (21.4) si se rezolva acestea in raport cu
acceleratia necunoscuta; se retine faptul ca este un echilibru fictiv intrucat corpurile
se afla in miscare si poseda o acceleratie.
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Pentru exemplificare se considerd un punct y
material care aluneca pe un plan inclinat cu frecare
(fig.21.2). Ecuatia vectoriala de echilibru cineto-
static este:

G+N+Fp+F =0 (21.6)

Ecuatiile scalare de proiectie pe directia planului
inclinat si pe normala la acesta sunt:

Gsina—F;—F =0
(21.7)
N—-Gcosa=0
Facand inlocuirile:
G=mg Fy=uN = umg cosa F, =ma (21.8)

se obtine pentru acceleratie cunoscuta relatie:
a=g(sina— pucosx) (21.9)
Un al doilea exemplu se refera la pendulul
matematic (fig.21.3). Ecuatia de echilibru cineto-
static este:
G+T+F =0 (21.10)
Tindnd cont de miscarea circularda a acestuia,
pentru forta de inertie se poate scrie relatia:

F =-ma=-m(a,+a,)=F +F" (21.11)
in care intervin componentele tangentiald si

normala ale fortei de inertie relativ la traiectoria
circulara a pendulului:

FY =-ma, (21.12)
In mod uzual, componenta normali a fortei de

=r _
E’ =—ma;

Fig.21.3

inertie F" este numitd forfd centrifugd.
Proiectand ecuatia de echilibru pe directiile tangentei si normalei se obtin
ecuatiile scalare:

—Gsinf—-F" =0
(21.13)

T—-Gceos§—F" =0

In aceste ecuatii:

Fr=ma, =mle=ml@  F'=ma,=mlw’ =mlo’ (21.14)

Facand inlocuirile in ecuatiile scalare de mai sus se gasesc ecuatiile diferentiale ale

miscarii pendulului matematic, respectiv:
6=—-Lsinp

) (21.15)

T =mlo’ + mg cos6

care se integreaza in modul aratat in cap.13.3.4.
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21.2 Torsorul de inertie la solidul rigid

Fortele de inertie si fortele de greutate
aplicate unui solid rigid sunt forfe masice,
distribuite pe tot domeniul ocupat de corp.
Dupd cum s-a aratat in  Statica, fortele de
greutate alcatuiesc un sistem de forte paralele
reductibil la o rezultantd unica aplicatd in
centrul de greutate al corpului. Spre deosebire
de acestea, fortele de inertie au o distributie
corelatdi cu cea a acceleratiilor punctelor
corpului, in functie de legea de miscare a

Fig.21.4 acestuia. Fortele de inertie pot fi reduse intr-un
punct oarecare, pentru ele putandu-se calcula un forsor de inertie compus dintr-o
rezultanta si un moment rezultant fata de punctul considerat:

o (F. M) (21.16)

Pentru determinarea componentelor acestuia se porneste de la forta de inertie
aplicata unei mase elementare dm (fig.21.4) care se reduce in punctul O prin:

dF. =—adm
dM; =¥ xdF, = —(¥ xa)dm
Se integreaza aceste relatii pe intreaga masda a corpului. Reamintind teorema
momentelor statice (cap.4.3) conform careia:
mic = [Fdm (21.18)
(m)
rezultanta fortelor de inertie se determina facand urmatoarea prelucrare:

(21.17)

_ - d’F d?
F,= [dF,=- [adm=— | —dm=——| [rdm) |=
m (m) 4t at \ (my (21.19)
d? _ d’7 =
=——(mrg)=-m =-map =—-H
7 (mic) 7 c

Momentul rezultant al fortelor de inertie se determina in modul urmator:

M= [dV, = [(Fxa@)dm=— [ (Fx"ydm=
(m) (m) my I
(21.20)
= —i[ [(F x?)dm] =-K,
e (m)
In aceste demonstratii s-a tinut cont de faptul ci derivarea in raport cu timpul si
integrarea relativ la masa corpului sunt independente intre ele si ordinea acestor
operatiuni poate fi inversata. S-a demonstrat cd torsorul de reducere al fortelor de
inertie este egal cu derivata in raport cu timpul luatd cu semn schimbat a torsorului

cinetic, definit in relatia (17.110), oricare ar fi punctul de reducere.
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Concentrat, se poate scrie:
0,(F.M,) =i, (H.Kp) (21.21)
In miscarea de rotatie a corpului fatd de un punct (cap.17.1.3), relatia
matriceald pentru momentul cinetic este:

in care J este matricea de inertie calculatd fatd de un sistem de referinta cu

z-ci n

originea in punctul O; daca corpul este in miscare fatd de acest punct, momentele
de inertie mecanice componente ale acestei matrici sunt marimi variabile in raport
cu timpul. Pentru a evita derivarea acestora este util ca reducerea fortelor de inertie
sd se faca in raport cu un sistem de referintd mobil, solidar cu corpul, fatd de care
momentele de inertie mecanice sunt constante. Torsorul de inertie are in acest caz
aceeasi forma data in rel.21.21, toate marimile vectoriale proiectandu-se pe axele
acestui sistem de referinga (fig.21.5). Se justifica astfel si motivul pentru care atat
in Cinematica cat si in Dinamica solidului rigid din capitolele anterioare, tofi
parametrii cinematici i dinamici au fost raportati la un sistem de referinta mobil
solidar cu corpul. Se mai face precizarea ca pentru derivatele absolute ale
impulsului s1 momentului cinetic se aplica regula de derivare data de relatia (18.5).
Recapituland demonstratia precedentd, componentele
torsorului de inertie au forma vectoriala:

F =-ma,=—H (21.23) ¢
M =-K, (21.24) 7,
Forma matriceala echivalenta a acestor relatii este:
K, =-m-ac (21.25)
La nivel de proiectii pe axele sistemului de referinta
mentionat aceste relatii matriceale generale iau forma Fig.21.5
explicita:
Ex Ay
Fy |=-m|ac, (21.27)
EZ e
M ix Kx Jx B ny o sz Ex
M, :—Ky =— -J J, Iy || & (21.28)
M iz K z - sz - Jzy JZ &

Printr-o alegere convenabild a sistemului de referintd solidar cu corpul, astfel
ca originea sa coincida cu centrul de masa iar axele acestuia sa fie si directii
principale de inertie, relatiile scalare provenite din aceste expresii matriciale capata
o forma simplificata.

Pornind de la relatiile generale prezentate mai inainte se pot calcula
rezultanta fortelor de inertie si momentul rezultant al acestora pentru cazurile
particulare ale miscarii solidului rigid.



396

a) miscarea de translatie.

Toate punctele corpului au aceeasi viteza §i aceeasi
) acceleratie, iar @ = & = 0. In consecinta:
\ T~ F=-ma, M,=0 (21.29)
Torsorul de inertie are o singura componentd — forta de inertie
rezultanta (fig.21.6).

Fortele de inertie alcatuiesc, ca si fortele de greutate, un

sistem de forte paralele distribuite Tn masa corpului, reductibile
la o rezultantad unica aplicata in centrul de masa al corpului.

Fig.21.6

b) miscarea de rotatie in jurul unui punct fix.
Daca punctul fix este chiar centrul de masa al corpului, atunct a- =0 si, in

consecintd, rezultanta fortelor de inertie este nuld (7 =0 ). Torsorul de inertie are

o singura componentd — momentul rezultant al fortelor de inertie, care se
calculeaza cu relatia generala generala (21.28).

Daca sistemul de referintd propriu este alcatuit din directiile principale de
inertie, atunci aceasta relatie capata forma:

M., J;, 0 0 &
My|=—| 0 J, 0 ||¢, (21.30)
M., 0 0 J;||e,

in care J;,J,,J; sunt momentele de inerfie mecanice principale, calculate fata de
directiile mentionate.

In cazul particular al unei sfere de masa m si razi R, articulat in centrul ei
de masa (fig.21.7), cele trei momente principale sunt egale; tinand cont de relatia
intre momentele de inertie mecanice in spatiu se poate scrie:

in care J~ se calculeaza cu relatia (16.204), respectiv:
Jo= %mRz (21.32)
Momentul rezultant al fortelor de inertie ia forma matriceala:
. 5 I 0 0]]e,
M, :_EJC 0 1 0|¢, (21.33)
M;, 0 0 1|]e,
din care se deduce relatia vectoriala:
M, =—§JC§ (21.34)

Momentul va fi coliniar cu acceleratia unghiulard, in sens contrar acesteia.
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c) miscarea de rotatia in jurul unei axe fixe

Vectorii @ si & sunt coliniari cu axa de
rotatie; sistemul de referintd al corpului se alege cu
centrul de masa continut in planul Oxz (fig.21.8),
astfel ca:

e =xcl +zck (21.35)

Centrul de masa descrie o traiectorie circulara intr- -~
un plan paralel cu Oxy; rezultanta fortelor de
inertie va fi:

F,=-mac =-m(ag+ag)=

’ N ( € ¢ )_ (21.36)
=—ma;—ma;-=F"+F’

La nivel scalar cele doua componente ale acesteia
se calculeaza cu relatiile:

FY =ma’ = mx 0’
’ ¢ ¢ (21.37)

F;.T = maé = mMxXcE Flg218

Se observa ca ambele componente depind de distanta x- de la centrul de masa la
axa de rotatie.
Derivata in raport cu timpul a momentului cinetic (cap.18.2.1) este:
Ko=(~J o6 +J .07 )i +(~J e —J @) j+J.6k (21.38)
astfel ca momentul rezultant al fortelor de inertie se calculeaza cu relatia:
M, =-K, = (Joe—J0))i+(J e+J 0)j—J ek (21.39)

Daca centrul de masa se afla pe axa de rotatie ( x- = 0 ) rezultanta fortelor de
inertie este nula. Dacad axa de rotatie Oz este axa de simetrie, respectiv directie
principala de inertie, atunci J,, =J,. si momentul de inertie rezultant devine:

M;=-J,ck=-J,& (21.40)

Se regasec astfel cele doud conditii pentru echilibrarea rotorilor, expuse in
cap.18.2.2, conform carora pentru functionarea corecta a unui rotor este necesar ca
centrul sau de masa sa se afle pe axa de rotatie si aceasta sa fie directie principala
de inertie, respectiv axa de simetrie.

In cazul uzual al unui disc de masd m si
raza R al cdrui ax este introdus in interiorul
unor lagare fixe (fig.21.9), centrul de masa se

afld pe axa de rotatie s1 in consecintd F; =0.

Momentul rezultant al fortelor de inertie se
calculeaza la nivel scalar cu relatia:

M, =JC8:§mR2g (21.41)

intrucat in acest caz J, =J .



d) miscarea plan paralela

Sistemul de referintd mobil se alege cu originea in
centrul de masa C al corpului (fig.21.10). Acceleratia
acestui punct este continutd in planul miscarii si, in
consecintd, rezultanta fortelor de inertie se va gasi
deasemenea in acest plan:

Fig.21.10 F =—ma, (21.42)
Vectorii vitezei unghiulare @ 1 aceleratiet unghiulara &£  sunt

perpendiculari pe planul miscarii. Conform celor ardtate in cap.18.4, (rel.18.130 +
18.132) derivata momentului cinetic este data de relatia:

Ke=(-Joe+J,.0))i+(-J e —J o) j+J].ck (21.43)
Momentul rezultant al fortelor de inertie este:
M;=-Ko=(Joe—J,.0")i+(J e+ 0’)j—J.ck  (21.44)

Se observa ca acest moment are aceeasi forma cu cel de la miscarea de
rotatie in jurul unei axe fixe, ca urmare a faptului ca miscarea plan paraleld se
considera compusd dintr-o translatie cu parametrii cinematici ai centrului de masa
si o rotatie in jurul unei axe perpendiculare pe planul miscarii in acest punct. Daca
aceasta este si axa de simetrie, ca si in cazul precedent, momentul rezultant al
fortelor de inertie se calculeaza cu relatia:

M;=-J,ck=-J,& (21.45)

Fie, de exemplu, cazul uzual al unei roti de masa m si
M, o Tazd R care se rostogoleste pe un plan (fig.21.11); fortele de
/ \ inertie se reduc in raport cu centrul de masa al rotii.
Componentele torsorului de inertie se calculeaza la nivel
scalar cu relatiile:

F, =mac Mi:JCezémRzg (21.46)

Daca rostogolirea este fard alunecare, atunci cele doud
acceleratii sunt legate intre ele prin relatia a- = Re.

Fig.21.11

21.3. Principiul lui D’Alembert la solidul rigid

S-a ardtat in capitolul precedent (rel.21.21) legatura intre torsorul de inertie
si derivata torsorului cinetic, respectiv:

0,(F. M) = ~7., (H,Kyp) (21.47)
In cap.17.4 (rel.17.111) s-a demonstrat ca derivata in raport cu timpul a torsorului

cinetic este egala cu torsorul de reducere al sistemului de forte aplicate corpului:
Z..C' (Flal?O):TO(EaﬂO) (2148)

1
Eliminand torsorul cinetic intre aceste relatii se obtine:

TO(E’MO)+Ti(F_;’Mi):0 (2149)
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Aceastd relatie sinteticd permite enuntarea principiului lui D’Alembert extins in
cazul solidului rigid — in orice moment al miscarii torsorul fortelor de inertie face
echilibrul torsorului fortelor date §i de legatura aplicate corpului. La nivel
vectorial, aceasta expresie se traduce prin relatiile generale:

SF+F =0
Sumele din aceste relatii includ atat fortele date, direct aplicate, cat si reactiunile
din legaturile corpului.
Asa cum s-a aratat in Staticd, in cazul unui sistem general de forte dispuse in

spatiu, celor douad ecuatii vectoriale le corespund 6 ecuatii scalare de echilibru
cinetostatic:

(21.50)

ZFx_'_F;'x:O ZMx+Mix:0
YF,+F,=0 (21.51) M, +My=0  (21.52)
ZFZ+EZ:0 ZMZ+MiZ:0

In functie de configuratia sistemului de forte numarul acestor ecuatii se reduce.
Astfel, daca corpul este actionat de un sistem de forte coplanare (de exemplu intr-
un plan Oxy) numarul de ecuatii se reduce la 3, respectiv:

2 +F,=0
ZFy+Fiy:0 (21.53)
dYM_+M;. =0

Printr-o alegere convenabila a sistemului de referintd aceste sisteme de
ecuatit pot capata forme mai simple; intrucat necunoscutele sunt tocmai
acceleratiile, liniare sau unghiulare, este rezonabil ca ele sa se poatd proiecta in
adevaratd marime pe una dintre axele sistemului de referinta.

21.4 Metoda cinetostatica la sistemele de corpuri

Metoda cinetostatica aplicata la sistemele de corpuri urmeaza in general
aceleasi etape de rezolvare ca si metoda izolarii corpurilor din Statica (cap.7.2). Pe
baza analizei miscarii sistemului se alcatuieste mai intdi tabelul cinematic, in
modul expus si exemplificat in cap.19. Considerand cunoscute detaliile metodei
izolarii corpurilor, se prezinta in continuare succint etapele metodei cinetostatice,
cu precizarile impuse de aplicarea principiului lui D’ Alembert pentru fiecare din
corpurile componente ale sistemului.

— se deseneaza separat fiecare corp din sistem, redus la elementele grafice
esentiale;

— se deseneaza fortele exterioare date ale caror directii si sensuri de actiune
sunt de regula cunoscute;

— se deseneaza reactiunile exterioare si interioare;

— se reprezintd acceleratiile liniare si unghiulare pentru fiecare corp, in
functie de miscarea acestuia;
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— se introduc la fiecare corp fortele si momentele de inertie rezultante, in
sens invers acceleratiilor;

— se stabilesc relatiile de calcul pentru expresiile scalare ale acestora fard a se
mai lua in considerare semnul negativ din definitia vectoriald; in aceste relatii vor
fi introduse, pe baza tabelului cinematic, acceleratiile considerate principale;

— se scriu pentru fiecare corp ecuatiile de echilibru cinetostatic;

— se adauga, dupa caz, ecuatiile de definire pentru forfele si momentele de
frecare, finand cont ca corpurile se afla n miscare; face exceptie cazul rostogolirii
fara alunecare la care forta de frecare se defineste printr-o inecuatie;

— se stabileste ordinea de rezolvare a sistemului de ecuatii, eventual printr-o
schema logica;

— se elimind succesiv toate necunoscutele (de reguld acestea sunt reactiunile
din legaturi); in functie de numarul gradelor de libertate ale sistemului se obt{in una
sau mai multe ecuatii liniare care vor contine numai fortele date si fortele si
momentele de inertie;

—se inlocuiesc in aceste ecuatii fortele si momentele de inertie prin
expresiile lor;

— se rezolva aceste ecuatii in raport cu acceleratiile principale;

In functie de obiectivul urmarit, calculele pot fi continuate in modul expus in
cap.19.2 referitor la metoda impulsului.

Problema 21.1 Sa se determine acceleratia sistemului din fig.21.12.
Date: G, r, u=1/4, s=r/10N3 ,J,=J;=4Gr’ /g ,a = 30°

Cerute: a;

Rezolvare: Momentul de inertie al corpului 4 fata de centrul sau de masa este:
J,=m,R2[2=9Gr"[4g (21.54)
Din tabelul cinematic
este im-portantd 1n acest caz

numai coloana acceleratiilor
(tab.21.1)

Tabelul 21.1 *’
Nr.| Misc. | Acceleratii
1| T a,
T a>,» =d
2 2 1
R (92 =a1/21’ 2
3 R (93 :301/47'
J T | a;=3a,/4
R 84 :Cl]/2r

Fig.21.12
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Schemele de incarcare ale corpurilor sunt prezentate in fig.21.13.

T; 3GV
Fig.21.13
Fortele si momentele de inertie au urmatoarele expresii:
G 2
Fp=ma;=—a, (1) Mi3=J383=4Gr 24 (4)
g 4r
3G 2G 3
Fiy=mya, =—a, (2) Fy=mua, = —‘% (5) (21.55)
g
3G 2
Fiy=mya,=—a, 3) M, =J4= oar a4 (6)
4g 2r
Ecuatiile de echilibru cinetostatic sunt urmatoarele:
Corpul I: V-T;-T/;sma-3G=0 (5)
I-G+F;=0 (D) Ts-2r—Tyr—M,3=0 (6)
Corpul 2: C [ 4
Lorpul £ orpul 4:
L+T;-1)-3G+F;=0 (2) T,—F,-2Gsina-F,=0 (7) (21.56)
Tr=T,-2r+M;; =0 ) N-2Gcosa =0 (8)
Corpul 3: Fp-3r/2=M,-M;;=0 (9)
T,cosa—H=0 4)
M,=sN (10)

La corpul 4, care se rostogoleste fara alunecare, forta de frecare este una dintre
necunoscute, inecuatia Fy < u N neputind fi folosita. Reactiunile H si V se

determind din ecuatiile (4) si (5), ecuatii care nu participa la calculul acceleratiei.
Se izoleaza din restul ecuatiilor celelalte necunoscute, dupa cum urmeaza:

N =2Gcosa (1) 1 M;,
M, =sN 2) T2—§(4G—E’1_Fiz+ r ) 5)
2 _2 I M, 21.57
Fp="-(M,+My) () | L=30G-F-F)-3=s (6) (21.57)
In continuare se introduc aceste expresii in ecuatia (21.56/6):
iFu +1F}2 +iMl-2 +£M53 +Fy +iM,-4 = EG—iMr —2Gsina (21.58)
3 3 3r r 3r 3 3r

Facand inlocuirile fortelor si momentelor de inertie se gaseste in final:

a;=256g/715r=0,358¢g/r (21.59)
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Problema 21.2 Sa se calculeze acceleratiile sistemului cu doud grade de

libertate din fig.21.14.

Date: G, r, J;=J,=4Gr’ g, u=1/3,a=30°
Cerute: as,&;, valorile fortelor s1 momentelor de inertie, valorile reactiunilor.

Rezolvare: Tabelul cinematic,
util s1 in acest caz numai la
nivelul acceleratiilor, are confi-
guratia data in tab.21.2.

Tabelul 21.2

Nr.| Misc. | Acceleratii
1| T |[a,=a;+2rs
21 T | a,=a;-re;
T a
3 gj i
2
R &4=az;/2r
d as=az/2 Y2

Gy

Fig.21.14

Schemele de incarcare ale corpurilor sunt prezentate in fig.21.15.

Fig.21.15

Fortele si momentele de inertie au urmatoarele expresii:

1

1

1

F] =m;a; =§(a3 +27'83)(1)
g

G
Fiy=mya, = E(aS —rez) (2)

3G

Fi;=mza; =—a;

€)

M3 =Jsze3 =
Miy=J84=
1

F5 :m5a5 =

ly =5
Fis
N, GFf
4Gr’
&3 4)
4Gr? as
= (5) (21.60)
g r
2G a
. (6)

g 2
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Ecuatiile de echilibru cinetostatic sunt urmatoarele:

Corpul I: Corpul 4:
~G+F;=0 (1) T,cosa—H=0 (5)

Corpul 2: V-T;-T;sina—3G =0 (6)
I=G+F;y=0 @ | Ty 2r-Tpr-My, =0 (7)

Corpul 3 ul3' Corpul 5: (21.61)
I3-T;)-T,-3G+F3=0 (3) T,~F,—2Gsina-F;=0 (8)
T2r—T1-2r+Mi3—0 (4) N-2Gcosa=0 9)

Fp=uN (10)

Se extrag in continuare expresiile reactiunilor interne:

T,=G-F, (1) N =2Gcosa 4)
T,=G-F, 2) | fr=2uGeosa G (21.62)
T;,=5G-F,-F,-F; (3 T, =2G(sma+ ucosa)+Fs (3)

Se introduc aceste expresii in ecuatia (21.61/4) si (21.61/7):

2F—F; + Mis G
r (21.63)
2F,+2F,+2F; + Mg +Fs =10G-2G(sina + pcosa)

Se introduc expresiile fortelor si momentelor de inertie din relatiile (21.60) si
datele problemei; se obtine un sistem de doua ecuatii cu doua necunoscute:

{a3 +9re3=g

lla;—2re; =8¢

{a3 =74/101-g=0,733g

£;=3/101-g/r=0,023-g/r

(21.64)

Se pot calcula in continuare valorile fortelor de inertie si ale momentelor de inertie
inlocuind aceste valori in relatiile (21.60):

4)

(5) (21.65)

(6)

)
(6)

G 80 2
Fy=—(as+2re) =76 () | M= 6 -2,
101 g 101
71 2
:—(a3—rg3)——G 2) Mi4:4Gr -a_3_296G
101 g r 101
Fy :ﬁ% -2 0| R=2lG=l
g 101 g 2 ]01
Reactiunile din legaturi se calculeaza pornind de la relatiile (21.62):
T,=21/101-G (1) = G3
T2=30/]01-G (2) Fsz
T;=132/101-G 3) H:T4cosa:175\/§/202~G (7) (21.66)
T4=]75/]0]-G 4) 913
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21.5 Metoda cinetostatici la mecanismele plane”

In analiza dinamica a unui mecanism plan se considera cunoscuti legea de
miscare a elementului conducator si, pornind de la aceasta, distributia parametrilor
cinematici ai punctelor de interes din configuratia schemei lui cinematice.
Obiectivul principal al acestei analize il constitue calculul reactiunilor din cuplele
de legatura dintre elementele mecanismului pentru toata succesiunea de pozitii din
cadrul unui ciclu cinematic.

Metoda cinetostaticd destinata acestui obiectiv, prezentata succint in cele ce
urmeaza, reprezinta o continuare in domeniul analizei dinamice a metodei analitice
din Cinematica, detaliatd in cap.10.4.5 si exemplificata in cap.l11 si cap.12. Se
considera necesara prezentarea in prealabil a unor aspecte de detaliu specifice.

Intre proiectiile unei forte pe axele sistemului local Axy si ale celui global
OXY (fig.21.16) exista relatia matriceala:

_FX}{C?S“ ‘SMHF | een

| Fy sina  cosa | | I |
precum si cea Inversa:
F, cosa  sina || Fy |
Tl T 1 (21.68)
F —sina cosa | | Fy |

in care intervine transpusa matricii de rotatie.
Momentul unei forte oarecare fata de un punct 0
se exprimd in cazul general prin produsul vectorial:

i ]k M, = yF,-zF,
M=FxF=|x 'y z|>M, =zF —xF, (21.69) y\ F,
Fx Fy Fz MZZ)CFy—ny

|

Aceleasi expresii pentru proiectiile momentului se

obtin utilizand forma matricealda a produsului *
vectorial: A
M 0 - F
* R Fig.21.17
M=z 0 -x||F, (21.70)
M, -y x 0 ||F,

in plan (fig.21.17) intervin unele particularititi: z=0, F,=0, M, =M » =0,
M, =M . Relatia de mai sus 1a forma simplificata:
F)C
M=[-y; x] (21.71)

£y

Momentele sunt pozitive in sens trigonometric si negative in sens orar.

" O tratare mai ampld a acestui subiect va fi efectuatd intr-o lucrare ulterioara.
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Cele mai raspandite legaturi din configuratia mecanismelor plane sunt
articulatiile cilindrice si culisele cu translatie rectilinie. Pentru fortele aplicate unui
element oarecare se pot stabili niste conventii de reprezentare valabile in cazul
general; fac exceptie fortele tehnologice, a caror configuratie si legi de variatie sunt
specifice situatiilor concrete.

Reactiunea totala dintr-o articulatie are forma generala:

R=Hi+Vj (21.72)
in care componentele H si V' au directiile axelor de coordonate locale si sensurile

pozitive ale acestora (fig.21.18). In cazul unei culise aflatd in miscare relativa pe o
bara rectilinie suprapusa axei locale Ax reactiunea totald aplicata barei are forma:

R=Fi+Nj (21.73)
in care intervin reactiunea normald N si forta de frecare F, (fig.21.19).

7 Momentul de frecare dintr-o

articulatia care leagd intre ele doua

elemente are sensul invers vitezei

Y unghiulare relative dintre acestea si se
evalueaza cu relatia:

Mf:—ﬂoro\/HZ'FVz"a)r‘ (2174)
. o,

in care p, este coeficientul de frecare

Y

din articulatie iar 7, este raza axului

acesteia (cap.6.4.4).

Forta de frecare aplicatd unei
culise are sensul invers vitezei relative a
acestela in raport cu suportul de
alunecare; ea poate fi evaluata utilizand
relatia:

Fig.21.19

vl”
[vi |

Pentru introducerea in calcul a fortelor de inertie se observa mai Intai ca in
analiza cinematica acceleratiile centrelor de masa ale corpurilor se determind prin

proiectiile lor pe axele sistemului de referinta global OXY, iar vectorul acceleratiei
unghiulare & este perpendicular pe planul miscarii. Torsorul de inertie va fi:

|:F;' } . {ac)(} (21.76) M,=—Jee (21.77)

Fp=—u[N|- (21.75)

F. aCY

1
Semnul negativ este in acest caz obligatoriu. Utilizdnd relatia de transformare
(21.68) se obtine pentru forta de inertie si pentru greutate:

F; cosa sina | | Fiy G, cosa sina || 0
| : (21.78) = . : (21.79)
F;'y —sina cosa | | Fy Gy —sina cosa | |-G

Ecuatiile de echilibru cinetostatic au forma generala:
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SR+F+G=0 (21.80)
SIM 4(R)+M 1+ M 4(F)+M ,(G)+M; =0 (21.81)

Deoarece miscarea elementului este in plan ecuatia de momente are forma scalara.

Pentru calculul reactiunilor este comod ca ecuatiile de proiectie pentru forte
sa se faca pe directiile sistemului local de referintd; cu notatiile din fig.21.18 si
21.19, ecuatiei vectoriale de echilibru cinetostatic (21.80) 1i vor corespunde
ecuatiile scalare generale:

XH+F +F, . +G, =0
2V+N+F,+G,=0

Momentul fatda de originea A al reactiunii dintr-o articulatie, de exemplu cea
din punctul D (fig.21.18), se calculeaza cu relatia (21.71), respectiv:

(21.82)

_ H

M 4(Rp)+M y =[~yp; XD]'{VD}LMf =—ypHp+xpVp+M;, (21.83)
D

In aceasta relatie momentul de frecare din articulatia D se calculeaza cu relatia

(21.74). In cazul particular al culisei din punctul B (fig.21.19), momentul este:

_ F

MA(RB):[O;xB]'|:]\J;}:xBN (21.84)
Forta de inertie si greutatea sunt aplicate in centrul de masa C, astfel ca:

= -~ F;.X + GX

M 4 (F)+M4(G)=[-yc; xc]- Fy+G, (21.85)
Transmiterea reactiunilor de la un H
element la altul intr-o articulatie (fig.21.20) 12 H,
se face pe baza echivalentei: Vs, ’ 5
. . o . - M 120
La nivel matriceal aceastd echivalentad se , 2
Fig.21.20

traduce prin relatia:
[cosa —sina][Hm}:_{cosﬂ —sinﬁ]{Hﬂ} (2187)
sinaz  cosa Vi, smfB  cosf || Vy
din care se deduc ecuatiile scalare:
{Hucosa—VHsina:—H21008ﬂ+V215i11,8 (21.88)
H,,sma+V;,cosa=—H,;smf—V,;cosf

In cazul in care exista si frecare in articulatie se adauga relatia:
Mf]2:_Mf21 (2189)

In cazul culisei cu miscare de translatie in lungul unei bare rectilinii (fig.21.19),
relatiei (21.86) 11 vor corespunde egalitatile:

{NIZ = _NZI

(21.90)
F f12 = —F f21
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Problema 21.3. Mecanismul din fig.21.21 este compus din discul /, biela 2
si culisa 3 ale caror greutati sunt cunoscute. Discul este antrenat de un cuplu motor
M iar asupra culisel actioneaza forta elastica a unui arc spiral avand constanta
elastica k si rezistenta datorata frecarii, coeficientul de frecare fiind x. Considerand
efectuat calculul parametrilor cinematici ai punctelor de interes (pozitii, viteze,
acceleratii), sa se stabileasca ecuatiile de echilibru cinetostatic pentru determinarea
reactiunilor.

B KU

Fig.21.21
Rezolvare: Se izoleaza corpurile si se introduc fortele date, reactiunile si fortele de

inertie.

y
Vps +N
X3

H33+F;3+F+Ff

Fig.21.22
Fortele si momentele de inertie ale corpurilor sunt determinate cu relatii de
forma (21.76) si (21.77). Pe baza celor expuse mai Tnainte, se scriu mai intai
ecuatiile de echilibru cinetostatic sub forma matriceald din care se deduc apoi
ecuatiile scalare.
Pentru discul 7 (fig.22.21, a) aceste ecuatii sunt:

H,+H 1 0 0
0T Har| | €@ S, - (21.91)
Vo +V 4 —smmg cosp | |-G, 0
H
M+M,, +[-y,, x]A]-{ A’}:o (21.92)
VA]

incare x;, =0A=R si y;,=0. Ecuatiile scalare provenite din acestea sunt:
HO +HA] —GISIII(DZO
VO +VA1_GICOS¢:0 (2193)
M+Mi] +VA1R :0
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Pentru biela 2 (fig.22.21, b) ecuatiile matriceale sunt:

|:HA2+HBZ+F;'2xi|+|:COSC¥ sina]_ 0 }:B} (21.94)

Vi +Vpo+F, —sina cosa | | -G,

H
]+[—)’2B Xop) VBZ}MQZO (21.95)
B2

Fip=Gysina
[—yzc xzc]' F

2y~ Gycosa

in care x,0 =AC,y,0 =0 si x,5 = AB, y,5 =0. Se obtin ecuatiile scalare:

H, ,+Hp,+F,. —G,sma=0
Var+Vpr+Fy, —Gycosa=0 (21.96)
(Fizy—Gycosa)- AC+Vp,-AB=0
Forta exercitatd de arcul spiral, in montajul din fig. 21.21, este:
F=—k(l-1) (21.97)
in care / si [, sunt lungimea curenta si respectiv in stare liberd a arcului.

La culisa 3 (fig.21.22, c) sistemul de referinta local coincide cu cel global
astfel ca ecuatiile scalare se obtin direct:

Hp;+F;+F+Fy=0
B30 4 (21.98)
VB3 + N - G3 - 0
La acestea se adauga ecuatia de definitie a fortei de frecare:
Fp=—u|N| 22 (21.99)

Pe baza relatiilor (21.88) se pot scrie ecuatiile de transmitere a reactiunilor:

H ypcosp—Vysing=—H ,cosa+V ,sina (21.100)
Hyysip+Vy cosp=—H ,sina—V,;cosa |
Hp,cosa—Vy,sina=—H
B2 . B2 B3 (21.101)
Hp,sma+Vy,cosa=—Vg;

Sistemul format din ecuatiile (21.93), (21.96), (21.100) si (21.101) permite
determinarea tuturor reactiunilor; se poate determina deasemenea valoarea cuplului
M considerat ca moment de echilibrare.
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22. PRINCIPIUL LUCRULUI MECANIC VIRTUAL
22.1 Legaturi si deplasari in Mecanica Analitica

Dupa cum s-a aratat in partea de Statica, pentru un punct material legaturile
uzuale sunt contactul cu o curba sau cu o suprafatad iar pentru un solid rigid aceste
legaturi sunt rezemarea, articulatia, incastrarea si prinderea in fire. Prin definitie,
legaturile care pot fi impuse unui corp sunt restrictii geometrice care reduc numarul
gradelor de libertate ale acestuia. In cazul punctului material, de exemplu, cele trei
grade de libertate, specifice punctului material liber, se reduc la doud in cazul
constrangerii de a se afla pe o suprafata si la unul in cazul obligatiei de a ramane pe
o curba. La solidul rigid, cu exceptia incastrarii, care imobilizeaza corpurile aflate
in contact, fiecare din legaturile mentionate permite corpului un anumit numar de
grade de mobilitate relativa.

In Mecanica Analiticd se utilizeazd o anumiti clasificare a legaturilor, mai
comod de exemplificat in cazul punctului material; legaturile acestuia pot fi
definite analitic si prin ecuatii matematice. Intr-un spatiu cartezian tridimensional o
suprafata oarecare se exprima printr-o ecuatie de forma:

S(x,»,2)=0 (22.1)
1ar o curba n spatiu este definita ca intersectie a doud suprafete, respectiv:
J1(x,»,2)=0 fr(x,y,2)=0 (22.2)

Este evident ca coordonatele punctului material aflat pe o suprafatd sau pe o curba
trebuie sa verifice ecuatiile acestora.

O legatura se numeste scleronoma daca timpul nu intervine explicit in
ecuatiile acesteia. In cazul punctului material aflat pe o suprafati sau o curba fixa,
legatura se defineste prin ecuatii de forma (22.1), respectiv (22.2). Legatura se
numeste reonoma daca timpul apare explicit in ecuatii:

S(x,p,z,0)=0 (22.3)

f1(x,y,2,6)=0 fr(x,y,z,6)=0 (22.4)
In acest caz suprafata sau curba este mobild in raport cu sistemul de referinta.
Legaturile se numesc olonome daca in ecuatiile de definitie nu intervin
vitezele si acceleratiile; ele se exprimad prin ecuatii avand formele de mai sus.
Legaturile sunt neolonome daca in ecuatiile lor apar si derivatele de ordinul I si 11
ale coordonatelor. O legatura scleronoma neolonoma are forma:

f(x,y,z,%,9,2,X,9,2)=0 (22.5)
f1(6,v,2,%,9,2,%,y,2) =0 fHr(x,2,x,9,2,%,9,Z) =0 (22.6)
In legitura reonomi neolonomi intervine si timpul:
fGy,2,%,9,2,%,V,2,t) =0 (22.7)
106y, 2,x,0,2,%,9,Z,t) =0 H(xy,2,%,9,2,%,9,2,t) =0  (22.8)
In aspectele teoretice din Mecanica Analitici, pentru simplificarea tratarii,

legaturile se considerd ideale, respectiv fara frecare; in aplicatii, fortele si
momentele de frecare se introduc printre fortele date.
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Deplasarile permise de fiecare tip de legatura, posibil a fi efectuate, se
numesc deplasari virtuale. Sub actiunea unei forte corpul respectiv poate efectua o
deplasare reala; este evident ca deplasarea reald se afla printre deplasarile virtuale
permise de legatura respectiva. Daca legatura permite un singur grad de libertate
(cazul, de exemplu, al unei articulatii cilindrice), atunci deplasarea reala si cea
virtuald sunt unice si coincid. In Mecanica Analitici se opereazi cu valori
elementare ale acestor deplasari.

Recapituland, se pot da urmatoarele definitii:

— deplasari reale — deplasari infinitezimale, compatibile cu legaturile,
efectuate sub actiunea fortelor direct aplicate; sunt dependente de timp;

— deplasari virtuale — deplasari infinitezimale, compatibile cu legaturile,
posibil a fi efectuate; sunt independente de timp.

Asa cum s-a ardtat in capitolele precedente, deplasarea reald a unui punct
material se exprima prin diferentiala d7 a vectorului sau de pozitie in orice sistem

de coordonate. Pentru deplasarea virtuald a acestuia se utilizeaza notatia o7, care

se extinde si asupra variatiei virtuale a coordonatelor. Expresiile de definitie ale
acestor deplasari in diferite sisteme de coordonate au forme echivalente. Astfel:
— in coordonate carteziene, pornind de la expresia vectorului de pozitie:

F=xi+yj+zk (22.9)
se obtin relatiile:
dr =dxi+dy j+dzk  (22.10)  SFr=&i+& j+&k (22.11)
— in coordonate polare (cap.9.2.2) vectorul de pozitie are expresia:

r=ru, (22.12)
Prin diferentiere, pornind de la relatiile (9.39), se obtine:
dr=dru.+rd(u,)=dru,.+rd0 ug (22.13)
Deplasarea virtuala va fi:
Or=oru, +rob uy (22.14)

— 1In coordonate intrinseci (cap.9.2.5), pornind de la relatia (9.93), se
stabileste:
dr=dst (22.15) or=&T7 (22.16)

=

22.2 Lucrul mecanic virtual

dF
Fig.22.1

Dupd cum s-a aratat in Dinamicd, cu deplasarea
elementara reald dr (fig.22.1) se poate defini un lucru mecanic

elementar prin produsul scalar:

dL=F -dr (22.17)
In mod analog, corespunzitor deplasirii virtuale se defineste un lucru mecanic
elementar virtual:

OL=F-5r (22.18)
In sistemele de coordonate uzuale lucrul mecanic elementar virtual are forme
analoge celui elementar real.
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— in coordonate carteziene:
dL=Fdx+F,dy+F.dz (22.19) OL=F.+F,0y+F.0 (22.20)
— in coordonate polare:
dL=(F,.u,+Fyup)-(dru,.+rdQuy) =
=F,dr+Fyrd0=F,dr+Mdo
in care M reprezintd momentul fortei fata de polul coordonatelor. In mod analog:

(22.21)

OL=F,or+Fyrof=F,. or+M o0 (22.22)
— 1n coordonate intrinseci:
dL=(F,7+FV +FgB)-(dsT)=F,ds (22.23)
OL=F,os (22.24)
Cateva exemple uzuale de lucru mecanic virtual sunt prezentate in fig.22.2.
74
5 _
—| i T@,,
A= %
T T Gy
OL =(F —Fy)ox oL =M 660 oL =(T—-G)oy

Fig.22.2
22.3 Principiul lucrului mecanic virtual in cazul echilibrului

Se considera un punct material aflat in
echilibru pe o suprafatd sub actiunea unui
sistem de forte (fig.22.3). Reactiunea din partea
suprafetei este perpendicularad pe planul tangent
la aceasta in punctul respectiv; deplasarile
virtuale sunt continute in acest plan tangent.
Ecuatia de echilibru este:

Fig.22.3 SF+N=0 (22.25)
Prin Tnmultirea scalara a acestei ecuatii cu deplasarea virtuala 67 se obtine lucrul

N

——— -

mecanic virtual:
SL=(F)-6r+N-6r=0 (22.26)
Se observd cd N-67=0 datorita perpendicularititii celor doi vectori. In
consecinta:
SL=.F)-6r=0 (22.27)
Aceasta relatie exprimad principiul Ilucrului mecanic virtual, conform caruia
conditia necesara si suficienta pentru ca un punct material sa se afle in echilibru

este ca lucrul mecanic virtual al sistemului de forte date, direct aplicate, sa fie nul.
Daca echilibrul este cu frecare, forta de frecare se include printre acestea.
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Principiul lucrului mecanic virtual se extinde si pentru cazul unui solid rigid
aflat echilibru sub actiunea unui sistem de forte si momente; forma generala a
acestuia este:

6L =3 (F;-67;)+ 2 (M56,) =0 (22.28)
in care j si k sunt in acest caz indici de numerotare, indicele i
fiind utilizat la definirea fortelor si momentelor de inertie. In
aceastd relatie or; sunt deplasdrile virtuale ale punctelor de

aplicatie ale fortelor iar 06, sunt rotatiile virtuale. Fie, de

exemplu, cazul unei roti trasd pe un plan inclinat aflata in
echilibru cu frecare (fig.22.4). Aplicand principiul lucrului
mecanic virtual se obtine expresia:

8L=(F-Gsina—F,)d—M,8 =0 (22.29)

Atat forta de frecare cat si momentul de frecare de
rostogolire se includ printre fortele date, direct aplicate, ‘
conditiile de echilibru fiind cele cunoscute din Statica, Fig.22.4

respectiv £/, < uN si M, <sN.

Principiul lucrului mecanic virtual poate fi aplicat si sistemelor de corpuri
aflate in echilibru, {inand cont de cateva observatii:

— relatiile intre deplasarile virtuale ale corpurilor componente sunt analoge
celor dintre deplasarile reale; ca si in cazul sistemelor aflate in miscare, pe baza
unui tabel cinematic deplasdrile virtuale se reduc la cele corespunzatoare
parametrilor pozitionali principali.

— lucrul mecanic virtual se calculeaza in mod analog celui real; este evident
ca fortele care nu dau lucru mecanic real nu vor da nici virtual (fortele aplicate in
puncte fixe, cele perpendiculare pe directia deplasarilor, cele din centrele
instantanee de rotatie precum si reactiunile reciproce dintre corpurile sistemului).

— deplasarile virtuale sunt infinitezimale dar diferite de zero; in consecinta,
expresiile care inmultesc deplasarile principale, obtinute dupa reducere, sunt nule.

Problema 22.1 Sa se determine valoarea cuplului motor M pentru care
sistemul din fig.22.5 rdmane in echilibru.

Rezolvare: Relatiile intre deplasarile virtuale Sxa
sunt analoge celor reale, in ipoteza ca sistemul [— 3
s-ar afla Tn miscare: 2

s
56, =150, g i
R G “
2 2230) %% Y R

Sx; = 1,00, =12 50, 0
R,
Pentru calculul lucrului mecanic virtual se iau
in considerare numai cuplul motor si forta de = ‘ ]
frecare astfel ca: p'
SL=M &, —F;Sx;=0 (22.31) Fig.22.5
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Reducand deplasarile virtuale la cea a corpului /, se mai poate scrie:
12y 56, =0 (22.32)
R,

Deoarece 00, # () expresia din paranteza este nula. Cu observatia ca F, < uN , in

SL=(M-F,

care N =G, se obtine in continuare:

R
Fr=M=2<u6 - M<u’2G (22.33)
nr R,

22.4 Principiul lucrului mecanic virtual in cazul miscarii

Principiul lui D’ Alembert, prezentat pe larg in capitolul 21, stipuleaza ca in
orice moment al miscarii torsorul fortelor de inertie face echilibrul fortelor date si
de legdtura care actioneaza asupra unui corp sau asupra unui sistem de corpuri.
Desi, asa cum s-a aratat, nu este vorba de un echilibru real ci de unul fictiv, se
poate aplica corpului sau sistemului respectiv principiul lucrului mecanic virtual,
introducind printre fortele date, direct aplicate, si fortele s momentele de inertie.

Considerand un sistem de corpuri care se pune in miscare pornind din repaus
si avand in consecintd acceleratiile indreptate in sensul deplasarilor, relatia
generald (2.28) va lua forma:

AL =3 (F; — Fy)- 67 + XM= My) 56, =0 (22.34)

in care indicele i defineste fortele si momentele de inertie. Semnul acestora in
ecuatie va depinde in mod evident de sensul acceleratiilor in raport cu deplasarile.
Reluand exemplul rotii trase pe planul inclinat din
capitolul precedent, principiul lucrului mecanic virtual se
exprima prin relatia:
OL=(F-F-Gsina—Fp)ox—(M,+M;)0 =0 (22.35)

in care F,=mac s1 M;=Jc&, in ipoteza ca acceleratia

centrului de masa si acceleratia unghiulard au sensul
deplasarilor virtuale (fig.22.6). In acest caz M, =sN si

Fy = uN . Dacad roata se rostogoleste fara alunecare, punctul

de contact cu planul inclinat este centrul instantaneu de
rotatie al rotii; forfa de frecare Fr < 4N nu va participa la

Fig.22.6

calculul lucrului mecanic, lipsind din ecuatia (22.35).

Observatiile mentionate in capitolul precedent referitor la sistemele de
corpuri aflate in echilibru raman valabile si pentru sistemele aflate in miscare. Daca
un sistem are mai multe grade de libertate, sunt nule expresiile care inmulfesc
deplasarile virtuale principale.

Ecuatiile rezultate prin aplicarea principiului lucrului mecanic virtual in
cazul sistemelor in miscare servesc la determinarea acceleratiilor principale. Pentru
calculul reactiunilor se poate utiliza in continuare metoda cinetostatica.
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Problema 22.2 Sistemul din fig.22.7 se pune in miscare pornind din repaus.
Date: G, r, u=1/4,s=r/20y3, a = 30°,
J,=J;=4Gr? g, J =mur? 2 =9Gr?[4g
Cerute: a;, fortele st momentele de inertie, reactiunile

Rezolvare: Sistemul are un singur grad de libertate. Se alcatuieste tabelul cinematic
in modul expus in capitolele precedente, in functie de parametrii pozitionali §1
cinematici ai corpului 7; tabelul 22.1 va contine deplasarile virtuale, acceleratiile
precum si fortele si momentele de inertie calculate cu acestea.

Ay ;
4, 190 3
2r
v/. !
e ~1156;.,..
2 2GY
hao | A8
(rfa) . 2
Fa| &
Y60, 2G
I
| ;
Fig.22.7 G 1
Tabelul 22.1
. Deplasarea . | Forte si momente
Corp| Miscarea virtuald Acceleratia de inerfie
1 T oy a by =ma;=—a,
2G
T Oy, =0y, | ay=a; | Fia=mya;=——a,
2
1 1 2Gr
R 00, =—0y,|6, =—a,|M;,=J6,=——a
275, Yi|é2 5 i2 292 g 1
3 3 3G
R 60; =—0y;| &3 =—a; |M;3=J3¢; :—raz
4r 4r
3 3 3G
T oy,=—0y;|\a,=—a,; | F,y=mya,=—a
V4 p Yi| a4 P 1 4 494 2g 1
1 1 9Gr
R 00, =— e, =—a,|Miy=J,6,=——a
42r5y142r1 4=t = e
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Tg FfB o
\6‘3 . 15 -_
&5 Iﬁ il
(b,
1; /Mf;) vG
1

Fig.22.8
Cu fortele din fig.22.8 si deplasarile din fig.22.7 se stabileste ecuatia
corespunzatoare principiul lucrului mecanic virtual:

OL=(G—F;;)oy; +(2G - F;;)0y, —M;,00, -
—M;360; —(2Gsina + F )0y, — (M + M, )66, =0

Forta de frecare F, <uN aplicata corpului 4 nu da lucru mecanic si constitue,

(22.36)

impreund cu celelalte reactiuni, o necunoscutd a problemei; momentul de frecare de
rostogolire este M, =sN =s-2Gcosa . Pe baza tabelului cinematic se inlocuiesc

deplasarile virtuale:
1
OL=[(G~F)+ QG ~ )= My~ My =~
r

4r (22.37)

) 1
—(2G5m05+Fi4)§—(Mi4 +Mr)2—]5y1 =0
r

Intrucat 8y, # 0 rezulti ci expresia din paranteza dreapti este nula. In consecinti:

: 1 3 3 1
3G—§Gsma ~ 2 Geosa = Fi+F,+—M, ,+—M ;+—F,+—M,;, (22.38)
2 r 2r 4r 4 2r
Se inlocuiesc fortele si momentele de inertie prin expresiile lor din tab.22.1. Tinand
cont si de datele problemei se obtine:

B 1276 828 (22.39)
07" 16 g 635

Cu expresiile din tab.22.1 se calculeaza fortele si momentele de inertie.

Tabelul 22.2

Corp 1 |F; =§a1=%G=0,28G

Corp 2 E2=2§a122§;‘_G:0,56G Mizz%alngr:O,&?Gr
Corp 3 M,-3=%a1=%Gr=0,84Gr

Corp 4 124:;?]:]523740@;»:0,42(; Mi4:%a]:%Gr:0,315Gr
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Pentru calculul reactiunilor se utilizeaza metoda cinectostaticd. Pe baza
incarcarilor din fig.22.8 se scriu mai intai ecuatiile:

Corpul I: T)+F,;-G=0 (22.40)
Corpul 2: T,+T;-T,-2G+F;, =0 (22.41)
T, 2r=T1;-r—M;, =0 (22.42)
Corpul 3: H-T cosa=0 (22.43)
V-2G-T;-T,sma=0 (22.44)
T, r—=T;-2r+M;3=0 (22.45)
Corpul 4: Ty—F,—F;-2Gsimna =0 (22.46)
N —-2Gcosa =0 (22.47)
My+M,—Fp-3r/2=0 (22.48)
M, =sN (22.49)

Numarul de 10 ecuatii este mai mare cu o unitatea fatd de numarul
necunoscutelor ca urmare a faptului ca prin metoda cinetostatica, asa cum s-a aratat
in cap.21.4, se poate calcula inclusiv acceleratia sistemului. Ecuatia suplimentara
poate servi la verificarea corectitudinii calculului.

Din ecuatiile de mai sus se determina valorile reactiunilor.

Tabelul 22.3
Nr. Relatia de calcul Valoarea
1 I,=G-F; 0,720G
r

3 T3:2T2—£Mi2 ],252G

r

r
5 H=T,cosx 1,441 G
6 V=2G+T;+1,sm«x 4,085G
7 N =2Gcosa 1,732 G
8 M, =sN 0,05 Gr

Se poate observa ca forta de frecare are o valoare inferioara limitei la care
apare alunecarea, respectiv:
Friim=uN=0433G (22.50)

Se confirma prin aceasta rostogolirea fard alunecare a corpului 4 pe planul inclinat.
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Problema 22.3. Sistemul cu doud grade de libertate din fig.22.9 se pune in
miscare pornind din repaus. Sa se calculeze acceleratiile sistemului.
Date: G, r, J;=J,=4Gr’ g, u=1/3, a=30°
Cerute: az,&;

Rezolvare: Sistemul propus este identic cu cel de la problema 21.2, astfel ca datele
necesare vor fi preluate de acolo. In tab.22.4 sunt indicate deplasarile virtuale si

acceleratiile.

4

59&

' 3G

2r \
b\ Tabelul 22.4
3 é& j56’3 o; |Nr.| Misc. Deplasari Acceleratii
/
+ D 1 T @/[:@/34‘27"593 a1:a3+2}"83
2 3G 1 2 T @;226_‘)}3—7"503 a,=dz—ré&;
- . T
QV2 G G QVJ 3 @/3 4
vy Yy v oy R 06; &3
Fig.22.9 4| R 50,=8,12r | &,=az/2r
Lucrul mecanic virtual este: 5 r s =0y3/2 as=az/2
OL =(G—F;))oy; +(G—F;3)oy, +(3G - Fi3)d3 - (22.51)
incare Fy = uN = u2Gceosa . Se fac inlocuirile in functie de dy; si 60;:
1
oL = [(G—E1)+(G—E'2)+(3G—Fi3)—2—Mi4 -
d (22.52)

—g(ZGsianf E )65 +12r(G — Foy)— (G~ Fiy)— M;3160, = 0

Intrucat &; #0 si 56; # 0, sunt nule expresiile din parantezele drepte. Se obtin

ecuatiile:
1

1
(sina+ pcosa)=Fiy+ Fip + Fis+——Mig+ = Fis (22.53)

Gl":27"F;-] —FF;-Z +Ml3
Acest sistem este identic cu cel obtinut in problema 21.2 (rel.21.63) si in consecinta
se vor obtine aceleasi valori pentru cele doua acceleratii (rel.21.64).
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23. ECUATIILE LUI LAGRANGE
23.1 Abstractizari in Mecanica Analitica

Aspectele teoretice studiate in capitolele precedente pot fi transpuse intr-o
forma abstractizatd, urmarindu-se stabilirea unor ecuatii de miscare cu un grad
mare de generalizare, valabile pentru orice sistem mecanic cu mai multe grade de
libertate.

Numarul gradelor de libertate ale unui sistem mecanic oarecare este dat de
numarul parametrilor pozitionali independenti, care pot fi coordonate liniare sau
unghiuri de pozitie. In acest context se introduce notiunea de coordonatd
generalizata, notata prin litera g, oricare ar fi natura fizica a acesteia. Astfel, pentru
un sistem avand /& grade de libertate vor exista ¢;,q,,...,q, coordonate

generalizate; acestea sunt marimi scalare variabile in raport cu timpul.
Pozitia unui punct oarecare din sistem va depinde de aceste coordonate
printr-un vector de pozitie avand forma generala:

F=7(q7,955--qp,t) (23.1)
Deplasarea reala d7 a punctului se exprima prin diferentiala totala a unei functii
de mai multe variabile:

di= g+ g v+ g + (23.2)
aq, aq; oqy, ot
Pentru viteza punctului se poate scrie relatia:
‘_}:dr: or q;+ or qz+...+8—rqh+a—r (23.3)

Deplasarea virtuala 67 este independentd de timp (¢=const.) si se exprima

printr-o relatie analoga deplasarii reale:

_ or or or h oOF
aq, o4 oqy, k=1 Oqy,

Lucrul mecanic virtual al unei forte aplicata in punctul considerat este dat de
produsul scalar:

— _ h 7 h( _ 7
F.5;:F.(Zﬁ§gkaz(p.a_”j5qk (23.5)
k=1 0qy, =1\ Oqy
Daca asupra sistemului actioneaza un numar de »n forte in tot atatea puncte,
aplicarea principiului lucrului mecanic virtual conduce la relatia:
n (_ _) n h _ 817]
éLzZFj-érj :Z > Fj-a— oq; |=0 (23.6)
j=1 j=1| k=1 dk

Se prelucreaza aceasta relatie prin schimbarea ordinei de insumare:

oL=3 {z [Fj @Héqk =0 23.7)

k=1| j=1 0qy,
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In continuare se introduce notatia:
n( _ 817]
Oe=2|F-— (23.8)
J=I 0q
astfel ca relatia precedenta devine:

h
oL = kZ_:IQk54k =089, + 009, +...+ Opoq, =0 (23.9)

Mairimea Q, poartd numele de forta generalizata si reprezinta totalitatea actiunilor
care pot produce o deplasare dupd coordonata ¢,. Se observa cd (, are
dimensiunea unei forte dacd coordonata ¢, este o deplasare liniard; Q) are

dimensiunea unui moment in cazul in care g, este un unghi de pozitie. Trebuie

facuta si precizarea ca in compunerea fortelor generalizate sunt incluse numai
fortele s1 momentele date, direct aplicate, nu si reactiunile din legaturi.

23.2 Echilibrul sistemelor cu mai multe grade de libertate
Deoarece deplasarile virtuale sunt diferite de zero, conditia rezultatd din

utilizarea principiului mecanic virtual la un sistem in echilibru este ca toate fortele
generalizate sa fie nule, respectiv:

0=0,=..=0,=0 (23.10)
sau, sub alta forma:
n({_ OF.
O = Z(Fju—J]—O (k=12,....h) (23.11)
j=1 0.

Se obtine astfel un numar de ecuatii egal cu numarul gradelor de libertate ale
sistemului din care se pot calcula fie fortele care asigurd echilibrul intr-o pozitie
data, fie pozitia sistemului cand se cunosc fortele aplicate. Calculul reactiunilor se
poate face apoi utilizand metodele cunoscute din Statica.

Problema 23.1 Sa se determine pozitia de echilibru
a sistemului cu doua grade de libertate din fig.23.1.
Date: OA=AB=2l, G,P

Cerute: 0,,0,

Rezolvare: Cele doud coordonate generalizate sunt
tocmai unghiurile de pozitie ale barelor:

=0, 49,=6, (23.12)
In sistemul de coordonate considerat, vectorii de
pozitie ai punctelor de aplicatie ale fortelor sunt:
7, =1sin@,i +Icosb,j

7y =(2lsin @, +1sin6,)i + (2l cosb,; +1cosh,) ]
7y = (21sin @, + 2Isin 0,)i + (2l cosb; + 2cosb,) j
(23.13)
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Fortele aplicate 1n cele trei puncte sunt:

F,=F,=Gj F;=Pi (23.14)
Fortele generalizate se calculeaza pe baza relatiei (23.11):
- o = Oor, = oOor
Q) =F-—t+F —2+F-—=0
00, 00, 00,
- o o (23.15)
— O = OF r
O, =Fp- — Iy —= F3 —-=0

00, 00, 00,
Derivatele partiale din aceste expresii se calculeaza dupa cum urmeaza:
or, or;

—L =lcosO;i —Isinf;j] —=0

26, " e,

8772 - . 8772 - . -
—==2lcosb,i —2/sm 6, —==/[cosb,i —Isin b, (23.16)
00, 00,

aFS’ n . 8173 T . =
——=2[cosb,i —2Ismn 6, ——=2[cosb,i —2[sinb,j

00, 00,

Se fac inlocuirile in (23.15) aplicand regula de calcul a produselor scalare:
Q; =—Glsinb; —2Glsmn b, + 2Plcosb;, =0

, (23.17)
0, =—Glsin b, + 2Plcosbf, =0
Se obtine in final:
2P 2P
tgld, = — tgd, = — 23.18
g0 3G g0o; G ( )

Se poate observa ca fortele generalizate au dimensiunea unor momente intrucat
coordonatele generalizate sunt unghiuri de pozitie.

23.3 Deducerea ecuatiilor lui Lagrange

Pentru studiul sistemelor mecanice cu mai multe grade de libertate aflate in
migcare se poate utiliza o metoda bazata pe ecuatiile lui Lagrange, a caror deducere
este prezentata in cele ce urmeaza. Metoda permite stabilirea ecuatiilor de miscare
ale sistemelor la nivelul acceleratiilor din care ulterior, prin integrare se pot ob{ine
legile de miscare la nivelul vitezelor si deplasarilor.

Se considerd un sistem mecanic cu 4 grade de libertate; pentru comoditatea
tratarii se va lua cazul unui sistem de n puncte materiale cu legaturi olonome
reonome, ecuatiile de miscare obtinute putand fi extinse asupra oricarui alt sistem.
Relatiile de definitie (23.1)+(23.4) 1s1 pastreaza valabilitatea.

Pentru studiul miscarii unui punct material, lucrul mecanic virtual va include
si forta de inertie F; =—-ma , produsul scalar (23.5) luand forma:

(F+F)-67 =(F —ma)- (z &JkJ_ Z{(F—mﬁ)-iéqk} (23.19)
k=10q; k=1 Oq

Se aplica principiul lucrului mecanic virtual pentru toate cele n puncte materiale ale
sistemului:
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h{(F ma) @k}}zo (23.20)

o=y |(F +Fy-o7]= i{z
j=1 J=1 k=

in continuare se inverseazi ordinea de insumare si se di factor comun &g :
h n or.
a=313|(F mjaj) I sy =0 (23.21)
k=1 | j=1 0q

Deoarece deplasarile virtuale sunt nenule, rezultd cd sunt nule expresiile care le
inmultesc. Rezulta un sistem de /# ecuatii avand forma generala:

Z{(F _m.a,; )@}_0 (k=1+h) (23.22)
j=1 7 0q
Aceasta relatie se mai poate pune sub forma:
n _ 877 n — 6}7
> mjaj-—J => Fj—j (k=1+h) (23.23)
j=1 oqr ) =1\ "~ 04y
In partea dreapta a acestei relatii se recunoaste forta generalizata din (23.11):
n{_ Or:
0, = ZLF,"—JJ:O (k=1+h) (23.24)
j=1 0q

Asa cum s-a aratat mai Tnainte, aceasta inglobeaza totalitatea actiunilor din sistem
care determind deplasarea dupa coordonata g, . Sistemul (23.23) va lua forma:

dima; =0 (k=1+h) (23.25)
k

Acest sistem reprezintd ecuatiile lui Lagrange de speta 1.

Pentru facilitarea utilizarii acestor ecuatii in aplicatiile practice se
prelucreaza expresia din paranteza care corespunde unui punct oarecare de rang j
din sistem. Pentru simplificarea expresiilor se renunta temporar la acest indice.
_or or d(mv
ma - = dmv) (23.26)

oq;  Oq,  dt
Se reaminteste ca regula de derivare a produsului a doud functii oarecare f'(¢) si

g(¢t) in raport cu timpul este:
df dg _d f
— — —-g— 23.27
(f )= f R 4 (f ) (23.27)

Regula se aphca si produsului scalar al unor functii Vectorlale. in locul functiei f'se
introduce Or /0q, iar in locul functiei g se introduce myv .

or dmv) _df - o | o dfdr (23.28)
oq,  dt dt oqy dt\ 0q,
In cap.23.1 s-a definit viteza punctului prin relatia:
_ or . or . or . or l or . or
V= q; + gr)+...+—q +— —Z—qk+— (23.29)
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Deoarece atat coordonatele generalizate ¢, cat si vitezele generalizate ¢, sunt
independente, se verifica cu usurintd ca:

o _ v (23.30)
oqy  Oqy
Prin inversarea ordinei de derivare, ultimul termen din rel (23.28) devine:
d( o) o (d) @ 0331)
Cu observatia ¢ v =v-v =v7, se revine in relatia (23.26)
_ o d( _ ov J _ v
ma-——=—|myv-— |—-my-——=
oqy,  dt qk gy,
: (23.32)

_i_ﬁ my _6 mvz_i%_%

In aceastd relatie E; = mv? /2 reprezintd energia cinetica a punctului de rang j

considerat. In continuare se revine la primul termen din relatia generala (25.25).

niﬁjﬁiﬁﬁg_i"4 2333
le{d’(a‘?k] 5‘1J ‘”{ﬁqk(le ]H 8%«[121 1)

Sumele din paranteze reprezinta energia cinetica totala a sistemului:

E=YE, (23.34)
j=1
Sistemul de ecuatii (23.25) devine:
AIEN_OE _ 6 (k=1+h) (23.35)
dt ﬁqk 5qk

Aceastd expresie reprezinta prima forma a ecuatiillor lui Lagrange de speta I1.
Daca sistemul este actionat numai de forte conservative exista o functie de

forta dependenta de coordonatele generalizate g :

U=U(41.92;----41) (23.36)
In acest caz forta generalizata se obtine printr-o relatie de forma:
O _ U (k=1+h) (23.37)
gy

Se obtine in continuare forma a doua a ecuatiilor lui Lagrange de speta II:
d [ OF J_ OE oU
dt\ 0q; ) Oqr  Oqy
Aceastd forma este utila mai ales in studiul vibratiilor cu mai multe grade de
libertate. Tipurile de forte conservative uzuale pentru care exista o functie de forta

(sunt importante in special fortele de greutate si fortele elastice) au fost prezentate
in capitolul 13.1.3.

(k=1+h) (23.38)
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Derivatele de ordinul intai pot fi cumulate in partea stdnga a relatiei de mai
sus, obtinandu-se:

i(a—,EJ—i(MU):o (23.39)
dt\ 0q, | 0Oqy
Se reaminteste din cap.13.1.3 cd functia de fortd este echivalenta energiei
potentiale luatda cu semnul schimbat; in acest context suma dintre energia cinetica si
functia de fortda mai poartd si denumirea de potential cinetic si este definita ca
functia lui Lagrange. Pentru aceasta se introduce notatia:

L=E+U (23.40)
Prin intermediul energiei cinetice aceastd marime este functie si de vitezele
generalizate ¢, , astfel ca:

8—_L = 8_E (23.41)
oqr  Oqy
Se obtine forma a treia a ecuatiilor lui Lagrange de speta I1:
dIL L ) (k=ls+h) (23.42)
dt\ 0q, ) 0q;

utila in capitolele speciale ale Mecanicii Analitice.
In aplicatiile practice intervin si forte neconservative (forte tehnologice, forte
de frecare, etc.); pentru acestea se calculeaza un lucru mecanic total de forma:

L=1(4;59,----9) (23.43)
Fortele generalizate se vor calcula in acest caz cu relatia:
oU oL
Or=—+— (k=1+h) (23.44)
oqy  Oqy

O alta situatie este cea in care in sistem intervin si forte dependente de viteza, cum
sunt cele de la amortizoarele hidraulice. Pentru acestea se poate calcula o functie
disipativd de forma:

A D=D(q,,92----91) (23.45)
In acest caz expresia fortei generalizate se completeaza in modul urmator:
O = u + oL + al_) (k=1+h) (23.46)
o9, 0qr 04y

Asupra modului in care se calculeaza functia de fortd si functia disipativa se vor
face precizari in continuare.

Ecuatiile Lui Lagrange, in oricare dintre formele prezentate, reprezintda un
sistem de ecuatii diferentiale de ordinul II; numarul acestora este egal cu cel al
gradelor de libertate ale sistemului mecanic respectiv. Prin integrarea analitica sau
prin metode numerice a acestui sistem de ecuatii, integrare care are in general
solufii unice, se obtin legile de miscare la nivelul vitezelor si deplasarilor. Solutiile
trebuie sa satisfaca conditiile initiale de forma (q; ), pentru pozitii si (g, ), pentru

viteze.
Utilizarea ecuatiilor lui Lagrange la sisteme cu un singur grad de libertate
este echivalentd metodei energiei cinetice expusa in cap.19.3.
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23.4 Functia de forta si functia disipativa pentru cazurile uzuale

Functia de forta s-a definit in capitolul precedent prin relatia generala:

U=U(q;,492----91) (23.47)
Fortele generalizate provin din aceasta prin derivatele partiale:
O = v (k=1+h) (23.48)
gy,

Daca intr-un sistem existd n forte conservative, atunci functia de forta a
intregului sistem se obfine prin Tnsumarea functiilor de fortd corespunzatoare
fiecareia dintre fortele respective:

n
U=>U, (23.49)
i=1
Pentru a stabili relatiile uzuale se considera o fortd conservativa oarecare F
coliniara cu deplasarea x; pentru aceasta se poate scrie:

49 U:dex+c (23.50)

dx
In aceasta relatie U este functia de fortd corespunzatoare numai fortei F iar C este o
constantd de integrare. Daca deplasarea are loc intre doud pozitii finite 4 si B:
atunci:

B
U= LFdx =L, (23.51)

Se observa cad functia U corespunde lucrului mecanic efectuat de forta intre cele
doua pozitii. Se analizeaza in continuare functia de fortd corespunzatoare fortelor
conservative uzuale intalnite la sistemele mecanice.

A — B [_—I _ a) forta de greutate
—= Pentru greutatea corpului care coboara pe
G ¥y y verticala (fig.23.2, a) functia de forta este:
_— y
Bl § L A 1 U=LAB:LGdy:Gy (23.52)
a) b) g Considerand g = y, este evident ca:
Fig.23.2
0= v =G (23.53)
oy
Pentru corpul care urca (fig.23.2, b):
U=L,,; =-Gy (23.54)
In acest caz:
0-Y__g (23.55)
oy

Coordonata g este o deplasare liniara si Q are dimensiunea unei forfe. Se observa
ca forta Q este pozitivda, indiferent de sistemul de referintda considerat, daca
actioneaza in sensul cresterii coordonatei ¢ (lucrul mecanic este motor).



Pentru cazul particular al unei
bare articulatd intr-un punct fix O
(fig.23.3, a), bara care oscileaza in
jurul pozitiei verticale, functia de
forta este data de relatia:

U=L,; :—Gh:—G%(J—cosﬁ)

(23.56)
Considerand ¢ = @ se obtine:

oU [ .
QZEZ—GESH’IQZMO(G)

(23.57)
Daca punctul de articulare se gaseste
in parte inferioara (fig.23.3,b):

U=L,; :Gh:Gé(I—cosﬁ) (23.58)
Se deduce in continuare:
Q—a—U—GisinH—M (G) (23.59)
00 2 © '

Deoarece coordonata g este in acest caz un unghi de pozitie, O este de natura unui
moment. Si in acest caz se constata ca Q este pozitiva daca actioneaza in sensul de
crestere al coordonatei g (lucrul mecanic este motor).

b) forta elastica
Forta de rezistentd opusa de un arc atunci cand este alungit sau comprimat
este proportionald cu deformatia acestuia fatd de pozitia in stare libera prin
intermediul unei constante elastice notatd k. Valoarea acestei constante depinde de
dimensiunile arcului si de materialul din care este confectionat.
La o deplasare x fata de pozitia liberd a

uneia dintre extremitati (fig.23.4), pastrand fixa k al
cealaltd extremitate, forta elastica exercitatd asupra §—/\/\/\/\/\/\/\N-- -
corpului de legatura este intotdeauna indreptata in = Fe ==
sens invers deplasarii: Fig.23.é B
F,=—kx (23.60)
Functia de forta va fi data de relatia:
U=L,, = jo%edx = L?cxdx = —ékxz (23.61)

Daca in cadrul unui sistem care contine arcul respectiv se alege drept coodronata
generalizatd g =x se obtine:

0-Y __-F (23.62)
Ox

Se observa ca lucrul mecanic al unui resort este intotdeauna rezistent.



Daca amandoua extremitatile arcului sunt mobile

X X
W (fig.23.5) deformatia este data de diferenta de deplasare a
acestora, respectiv x = x, —x; ; forta elastica va fi:

Fig.23.5

Inlocuind in (23.61) se obtine functia de fort:
U= —ék(xz —x;)° (23.64)
Daca se alege ¢g; =x; s1 g, = x,, atunci fortele generalizate corespunzatoare vor fi:
ou 1
Q) =0y =——=—Zk(2x;=2x)) = —k(x; —x;) = F, (23.65)
axl 2

Functia disipativa, notata prin D, se intidlneste in special la dispozitivele
pentru amortizarea vibratiillor. Daca un astfel de dispozitiv este un cilindru
hidraulic (fig.23.6), forta de rezistenti F, este proportionald cu viteza pistonului

prin intermediul unei constante de amortizare notata ¢. Valoarea constantei depinde
de caracteristicile constructive ale amortizorului. In stare de repaus forta de
amortizare este nula. Legatura dintre forta de amortizare si functia disipativa este:

F, :—cv:d—D (23.66)

}_)x dv

o . | ~ ‘ Functia D se poate defini prin relatia generala:

i F, v D= j F.dv+C (23.67)
Fig.23.6

in care C este o constanta de integrare; detaliind
aceasta relatie se obtine:

D=—cJ'vdv+C:—écv2+C:—écfc2+C (23.68)
Daca se considera g = x, atunci forta generalizatd are expresia:
D oD :
Q=a—.=a—.=—cx (23.69)
oq Ox

Daca ambele extremitati sunt mobile (fig.23.7), forta de amortizare va depinde de
viteza relativa a pistonului in raport cu cilindrul, respectiv:

F, =—cv,  =—c(vg—v, ) =—c(x,—Xx;) (23.70)

a

A —

In acest caz functia disipativa va lua forma:

7 ..

O— —1 5 D:—Ec(xz—x1)2+C (23.71)

4 Fig23.7 B Daca in sistem sunt mai multe amortizoare se
calculeaza o functie generala:
D=3%D: (23.72)
Pentru un sistem cu mai multe grade de libertate:
O :a—_D (k=1+h) (23.73)
0q.
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23.5 Aplicatii ale ecuatiilor lui Lagrange
23.5.1 Sisteme cu un grad de libertate

Pentru sistemele cu un singur grad de libertate exista o singura coordonata
generalizata g si se alcatuieste o singura ecuatie Lagrange, forma generala fiind:
d (an OE 08U

L e P (23.74)
oq ) Oq oq

dt

La sistemele mecanice obisnuite, formate din corpuri solide rigide, energia cinetica
depinde numai de viteze, nu si de deplasari, astfel ca 0E/dg =0 .

Problema 23.2 Sistemul din fig.23.8 se pune
in miscare sub actiunea greutdtii proprii pornind
din repaus. Sa se gaseascd acceleratia sistemului. I
Date: G, P, J,,r, R Cerute: a; \[92

Rezolvare: Se alege g = y; si se alcatuieste tabelul

cinematic: 3 1
Tabelul 23.1 v"iT—[ Ej—'
Vi
G

Ay

NrMisc| Deplasari Viteze Acceleratii

I T Vi ViV |4 =vi=y
3| T |y3=r/R-y;lvs=r/R-v;ja3=r/R-q

Energia cineticd a sistemului este:

2
=18 L2 1Pz V1 G+Jgi2+P1 (23.75)
2g 2 2g 2g R R
Functia de forta este:
U =Gy, — Py, =y](G—P%j (23.76)
Cu observatia cd g = y; =v; se calculeaza primul termen al ecuatiei Lagrange:
d(oE)_d[E :ﬂ(G+J2gL2+PLj (23.77)
dt\ 0q ) dt\ ov, g R R
Se calculeaza in continuare forta generalizata:
_OU_oU _,_pr (23.78)
oq 0Oy, R
Se fac inlocuirile in ecuatia Lagrange si se obtine in final:
a, G-Pr/R (23.79)

G+J,g/R>+Pr/R
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Problema 23.3: Sistemul din fig.23.9 este actionat de cuplul motor M si se
pune in miscare pornind din repaus. S3 se calculeze acceleratia sistemului si
tensiunea din firul de legdtura intre corpurile 2 si 3.

Date: G,r,M =3Gr,J,=3Gr’[g,u=1/8, J,=J;=Gr’/2g
Cerute: €;,T53

p Xy Rezolvare: Se alege coordonata g =0, . Ecuatia
A Lagrange are in acest caz forma:
| SEEE RN T
; : b d| oFE oE oU oL
- 126 3HpAr 05 dt[&HJ 26, 00, 06, (23.80)
G /% Tabelul cinematic are urmatoarea configuratie:
5 Tabelul 23.2
Y2 Nr.\Misc.| Deplasari Viteze Acceleratii
1 R 9] a)]:é] 8120')]:é]
] 5 T y2=7"9] Vy, =rw; a1=r6‘1
R 92:9]/2 0)220)1/2 82:(91/2
G" 3 R 93:39]/2 a)3:3601/2 83:381/2
Fig23.9 4| T |x,=3r0,/2\v,=3rw;|2|a, =3r&; /2
Se calculeaza energiile cinetice ale corpurilor componente:
1 1 Gr? 1 1 15 Gr?
E]:_J]CUIZZ_G—F’COIZ E2=—m2V§+—J2a)22=—5GL-0)12
2 4 g 2 2 8§ g
5 ; (23.81)
1 2 9 Gr 2 1 2 9 Gr 2
E;=—J;0 =———w E,=—myv, =— X0
375939 = 1 175 M= 1
Se calculeaza in continuare energia cinetica totala a sistemului:
4 2
E=YE =257 (23.82)
i=1 16
Functia de fortd se calculeaza numai pentru greutatea corpului 3:
Cu observatia cd Iy = ¢£-2G , lucrul mecanic al fortelor neconservative este:
L:MQI—FJ{X4:%G7'0] (2384)
Primul termen al ecuatiei Lagrange se obtine derivand energia cinetica:
E E ?
djoE|_d| ) Do (23.85)
dt\ 00, ) dt\ dw, 8§ g
Forta generalizata se calculeaza in modul urmator:
Q:é_U+a_L:£Gr (23.86)
o8 o060 8§

Deoarece coordonata g este un unghi, Q are dimensiunea unui moment.
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Se fac inlocuirile in ecuatia (23.80) si rezulta:

_PE.ps578 (23.87)
79 r r

Pentru calculul tensiunii 7,; se utilizeaza

&

Y, T Ku\

g
metoda impulsului aplicatd corpurilor 3 si 4. Cu N ¥ %
notatiile din fig.23.10 se scriu ecuatiile: —? a—

mya, =T, —F F 34
404 =134 =Ly (23.88) ! EQG s T53

583 =1o5r =154 Fig.23.10

din care, efectuand calculele, rezulta:

T23:l.]383 +myay +/1N:%G52,38G (2389)
r

23.5.2 Sisteme cu mai multe grade de libertate

Pentru sistemele cu mai multe grade de libertate ecuatiile lui Lagrange au
forma generald stabilita anterior:

d ( OF ] OF oU oL

S| = | -===0, =—+—

dt\ 0qy ) Oqy aqy.  0qy
Problema 23.4 Sistemul din fig.23.11 se pune in miscare sub actiunea

greutatilor proprii pornind din repaus. Se cere sa se determine acceleratiile.

Date: G, r, J;=J,=4Gr’ | g, u=1/8

Cerute: az,&;

(k=1+h) (23.90)

Rezolvare: Drept coordonate se aleg
q;=y; sl q,=0; astfel ca ecuatiile gn

4 <3 s

A /

lui Lagrange vor lua in acest caz

forma: F
6, K > 2G f
d( oE J_ OF

dt 53 ;3 (23.91) 3G

d(0E) OE gr\
al oo, ) 20,~% 2
Fortele generalizate vor fi: 3 jﬁj V3
Q :5_U+8_L | NG Y
"oy, oy 2392 2 3G i
_oU oL

= ) )
00, 00 21 6l el |

0,

In tab.23.3 sunt date relatiile cinema-
tice in functie de coordonatele alese. Fig.23.11
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Tabelul 23.3
Corp| Deplasari Viteze Energia cinetica
1 1G
11T y]:y3+2}/'93 v1:v3+2]/'a)3 E] :EmIVIZZE—(V3 +47"V3CO3+47" 0)3)
g
1 1G
21T y2:y3—]/'93 Vo) =V3 —F@; E2=Em2v§=3—(v3 —27"V3a)3 +r a)3)
g
1 >, 3G
; T V3 V3 L3, :Ems"s :EEV3
I 5 2G 5 ;
R 03 0 E3r0t:EJ20)3 =—Tr w;
g
1 , 1G
4\R| 6,=y;/2r W, =v;/2r E,=—J,0; =——v
4= V3 = V3 47 5 e 2 g 3
1 , 1G
5| T = /2 =v;/2 E:=—myv: =——v
X5 =DV3 Vs =V3 5T 4g3
Energia cinetica totald a sistemului, dupa insumare, rezulta:
1
E= 9(—31»5 + V30, +£r2a)32j (23.93)
g\ 4 2

Tinind cont cd y; =v; si 03 = w; se calculeaza derivatele energiei cinetice:

OE G 13 d | oE G(13
— 7v3+ra)3 - —|—|=— 7a3+rg3

ov, dt\ ov
38 /8 (23.94)
ok G (rv3 +5r 0)3) — 4l - g(m3 +5I”2€3)
849 g dt\ov; ) g
Functia de forta si lucrul mecanic se determina cu relatiile:
L=—Fx; =—ﬂ-2G.y—23=—éGy3 (23.96)
Derivatele acestora sunt:
U _so U _o OL__1. a _ (23.97)
Fortele generalizate (23.92) vor avea valorile:
0, =39G/8 0, =Gr (23.98)
Se fac inlocuirile in ecuatiile (23.91) si, dupa simplificari se obtine sistemul:
13a;+2re; =39g/8 az;+5re; =g (23.99)
din care se determina:
a; =18 4207424 g= 8- 005g (23.100)

252 252 r
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24. DINAMICA SISTEMELOR OSCILANTE
24.1 Generalitati

In cap.14 a fost studiatd pe larg miscarea oscilatorie a punctului material
utilizdnd teorema impulsului la stabilirea ecuatiei diferentiale a miscarii acestuia.
S-a analizat in detaliu modul de integrare al acestei ecuatii precum §i cazurile
particulare provenite din raportul parametrilor functionali. Notiunile introduse si
notatiile utilizate isi pastreaza valabilitatea si in dinamica corpurilor sau sistemelor
de corpuri cu miscari oscilante.

In aplicatiile practice prezinta un interes deosebit miscarile oscilatorii de
micd amplitudine, cunoscute drept vibratii mecanica. Asupra acestora exista o
vasta literatura de specialitate, depasind cu mult obiectivul prezentei lucrari.

Prezentul capitol se limiteaza la utilizarea ecuatiilor lui Lagrange pentru
stabilirea ecuatiilor diferentiale ale miscarii sistemelor mecanice cu miscari
oscilatorii, cu unul sau mai multe grade de libertate, ludnd in considerare s1 cazul
micilor oscilatii ale acestora.

Se face precizarea ca la corpurile cu miscari de rotatie, in cadrul micilor
oscilatii variatia unghiului de pozitie se limiteaza la @ =+5+6° fata de pozitia de
echilibru; intre aceste limite se pot face pentru functiile trigonometrice uzuale
aproximatii de forma sind =6 si cosf = 1.

Se considera necesara reluarea studiului oscilatorului liniar utilizand
ecuatiile lui Lagrange intrucat sistemele cu un grad de libertate pot fi analizate in
mod asemanator acestuia.

24.2 Oscilatorul liniar

Se considera cazul general al unui oscilator liniar cu w
miscarea pe verticala, compus dintr-o masa suspendata de un | l

arc si de un amortizor montat in paralel cu arcul (fig.24.1).
Asupra acestuia actioneaza o fortd perturbatoare armonica de

forma: k ¢
F, = Fycospt (24.1) |
in care F, este amplitudinea fortei iar p este pulsatia acesteia. " _
Considerand drept coordonata generalizata deplasarea y a g I
masei fatd de pozitia de echilibru, ecuatia Lagrange pentru 'it _____ |y
oscilator va avea forma generala: e t___j —
F
dfE) E_aU dL D ;
dat\oy) oy oy 0 0y Fig.24.1
Energia cinetica a oscilatorului este:
I 5, 1 .,

E=—mv' =—m 24.3
> 3™ (24.3)
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Derivatele acesteia sunt:

OE : d | oF . OE
y dt\ oy y

In legatura cu functia de fortd trebuie facuta o precizare importanta. Fortele
conservative in acest caz sunt greutatea masei oscilante G =mg =const. si forta
elastica F, aplicata de arc. Aceasta din urmd are doud componente, una statica,
constanta £, datorata pretensionarii arcului si alta dinamica, variabila £,

F,=—k(f+y)=—kf—ky=F,+F, (24.5)

In aceasta relatie f este deformatia statica a arcului sub actiunea greutatii. Greutatea
este echilibratd de componenta staticd, astfel cd G+ F, =0. Pe baza acestel

observatii derivata functiei de forta devine:

oU

5:G+F6:G+F8S+Fe =F,,;=-ky (24.6)
ceea ce conduce la concluzia ca greutatea nu mai intervine in expresia functiei de
forta:
1
2
Asa cum s-a aratat si in cap.14.2, oscilatia are loc in jurul unei pozifii deplasata cu
deformatia statica a arcului fatd de pozitia in stare libera a acestuia. Observatia
aceasta este valabila pentru orice situatie de pretensionare a elementului elastic al
unui oscilator, oricare ar fi configuratia acestuia.

Forta perturbatoare [, se regaseste in calculul lucrului mecanic al fortelor

U=—=1k)’ (24.7)

neconservative:
oL
L=F,y — aszzFocospt (24.8)
Functia disipativa si derivata acesteia se calculeaza cu relatia:
1 1 . D .
D=—=—cv'=—=¢y° - 8—.=—cy:Fa (24.9)
2 2 oy

Se fac inlocuirile in ecuatia Lagrange (24.2) si se ordoneaza termenii dupa
ordinul derivatelor:

my +cy+ky=F,cospt (24.10)
Se introduc pentru constantele din ecuatie notatiile:
T L N ] (24.11)
2m m m

a caror semnificatiec a fost expusd in cap.14. Se reaminteste cd @ reprezinta
pulsatia proprie a oscilatorului iar « este factorul de amortizare.
Ecuatia (24.10) ia forma:
j}+209'/+a)2y:qcospt (24.12)
Se recunoaste ecuatia diferentiala generald (14.5) a miscarii oscilatorului.
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Cazurile particulare care deriva din aceasta ecuatie generala sunt:
— oscilatia liberd fara amortizare (¢ =0,q =0):

my+ky=0 — J+a’y=0 (24.13)
— oscilatia liberd cu amortizare (a =0, =0):

my+cy+ky=0 — V+2ap+®°y=0 (24.14)
— oscilatia fortatd fara amortizare (o =0,q #0):

my+ky=F,cospt — j}+a)2y:qcospt (24.15)
— oscilatia fortatd cu amortizare (« # 0,g # 0), ecuatiile (24.10) s1 (24.12).
Modul de integrare al acestor ecuatii este analizat pe larg in cap.14.
Se poate pune 1n evidenta si un aspect energetic al oscilatorului. Considerand
oscilatia libera fard amortizare, prima ecuatie (24.13) poate fi prelucratd prin
inmultirea cu y:

my-y+ky-y=0 (24.16)
In aceasta relatie se poate recunoaste derivata in raport cu timpul:
d(1l ., 1,
—| —my” +—=ky" |=0 24.17
7 ( PR AT j ( )

S-a aratat in cap.13 ca functia de forta reprezintd energia potentiald cu semnul
schimbat, astfel ca se poate scrie:

V:_UzékyZ (24.18)

Relatia (24.17) devine:
d
dt

Faptul ca energia mecanicd rdmane constantd in timp demonstreaza
caracterul comservativ al oscilatiei libere; energia cineticd comunicatd initial
oscilatorului se transforma in energie potentiald acumulata de arc; dupa atingerea
deformatiei extreme a arcului, energia potentiala se retransformd in energiei
cinetica. Acest proces reversibil se intinde pe toata durata oscilatiei.

Lucrul mecanic introdus in oscilator de forta perturbatoare face ca energia
mecanica a acestuia sa fie variabild, efectul manifestandu-se in functie de raportul
intre pulsatia proprie @ a oscilatorului si pulsatia p a fortei perturbatoare. Functia
disipativa, permanent negativa, reprezinta pierderea de energie datoratd amortizarii
oscilatiei.

Un alt aspect legat de oscilatorul liniar il reprezinta situatia cand elementul
elastic este format din mai multe arcuri diferite, legate in serie sau in paralel.
Acestea pot fi inlocuite formal printr-un singur arc avand o constanta elastica
echivalenta, notata %, .

(E+V)=0 — E, =E+V =const. (24.19)

La montarea in serie (fig.24.2, a) forta elastica solicita in mod egal ambele
arcuri, deformatiile lor sunt insa diferite; suma acestora este deformatia totala.
Tinand cont si de relatia intre forta elastica si deformatie rezulta:
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ke ki Ky

eci

y=y;+y, — (24.20)

Se obtine in continuare:
3
k k; k, kik,

ech

W
k; k, Pentru cazul a n arcuri legate in serie, relatia de
¥ mai sus se generalizeaza:
k2 : Il
—=>) — (24.22)
v l kech i=1 ki
l l y Forta clastica se distribuie cu valori diferite la
Y2
FQ
a) b)

(24.21)

F, arcurile montate in paralel (fig.24.2, b);
deformatia lor este insd aceeast:

F; :F} +F2 — kechy:k1y+k2y (2423)

Fig.24.2 Se obtine:
kech = k] + k2 (2424)
Generalizarea montarii mai multor arcuri in paralel conduce la relatia:
n
kech = Zkz (2425)
i=1

24.3 Sisteme cu un grad de libertate

Problema 24.1 Se considera

C sistemul din fig.24.3 reprezentat in
pozitia de echilibru.
i ] 0 R Date:
= Corp 2: my =2m, r, R="2r,
3
| c § ] J,= 4mr?

Al & j( Corp 3: m3 =3m,0C =[=6r
[ OA=AB=BC=1/3=2r
Y1

pr Y

Forta perturbatoare: F,, = Fj, cos pt

)@ o
(Fy =const., p =const.)

Conditii initiale (la t =0):
Fig.24.3 .
Yi=Yo, V1=V

Cerute: Pentru situatia in care sistemul executa mici oscilatii, sa se determine:
— ecuatia difererentiala a miscarii pentru oscilatia libera neamortizata;
— pulsatia proprie a oscilatorului, perioada si frecventa oscilatiilor;
— legea de miscare pentru cazul oscilatiei libere neamortizata;
— ecuatia diferentiald a miscarii in cazul oscilatiei fortate cu amortizare.
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Rezolvare: Drept coordonatd generalizatd se considera deplasarea corpului /,
respectiv ¢ = y; si ¢ =v; = y; . Ecuatia Lagrange are in acest caz forma generala:

d|0E) OF _ (24.26)
dt\ oy,

Tabelul cinematic are configuratia urmatoare:

Nr.|T /R Deplasari| Viteze

1| T Vi Vi =

2| R |G, =y[r | o,=v,[r
3| R 93:_)71/37' CC)SZV]/SV
Energia cinetica se calculeaza pentru fiecare corp in modul urmator:

E, = émvf (24.27) E, = észg = 2mv; (24.28)
yi 2 1 M312 2 2
E; =—J;0; =—| —— |07 =2myv 24.29
375739 2[ 3 3 1 ( )
Energia cinetica totala este:
E=E, +E,+E;= %mvf = gmy,z (24.30)
Derivatele acesteia sunt:
i(a__E]:gmyl % _, (24.31)
dr\ oy, vy

Pentru cazul oscilatiei libere fard amortizare, forta generalizata este:

aUarc aU ara
0=0,= +—2L
oy oyy

Pe baza celor ardtate in capitolul precedent, nu se ia in considerare greutatea
corpului /. Pornind de la relatia (24.7) se fac pentru arc urmatoarele calcule:

(24.32)

1
xz =OB-0; = % y, (24.33) U,., = —Ekxfg = —%kyf (24.34)
WUy = —Ekyj (24.35)
oy, 9
Pentru functia de forta a barei 3 se porneste de la relatia (23.58):
Uppra =33 é(l —cos8;) = 9mgr(l —cosb;) (24.36)

Aceastd relatie se adapteaza pentru cazul micilor oscilatii ludnd numai primii doi
termeni din dezvoltarea in serie a functiei trigonometrice cosinus, respectiv:

cost; =1 —éeﬁ (24.37)

9

1 U
Usara =5 mgr03 =5==v7 (2438) VYbara 78
r

oy, r

vy (24.39)
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Forta generalizata (24.32) devine:
1
0, = (— 104, @j ¥, (24.40)
9 r
Se fac in continuare inlocuirile in relatia (24.26) si se ordoneaza termenii:
. 1(16k .
yl+_(___£]yl:0 - J e’y =0 (24.41)
9\ 9 m r
Se recunoaste ecuatia generald a unei oscilatii libere neamortizata (cap.14.2). In

aceasta ecuatie:
a)zi,/ﬁﬁ—g (24.42)
3V9m r

reprezintd pulsatia proprie a micilor oscilatii ale sistemului dat. Perioada si
frecventa acestor oscilatii sunt date de relatiile:

r-2% (24.43) f=l-@ (24.44)
0] T 2r
Legea de miscare a sistemului, obfinutd prin integrarea ecuatiei (24.41), este o

oscilatie armonica descrisa de relatiile:
v; = Asin(wt + @) (24.45)
v; =y; = Awcos(wt + @) '

Pe baza relatiilor (14.19), in functie de conditiile initiale, amplitudinea si faza
acestor oscilatii au expresiile:

A= \/J’g +(v/w)’  (24.46) @ =arctgyyo/vy)) (24.47)
Functia disipativa se calculeaza in functie de viteza punctului 4:

2 2. I 2 5 2 .
Vi=w:04=—v, =— 2448) D=——cv,=——cv; =——cC 24.49
A 3 3 1 3)’1 ( ) 5 A 9 1 9 i ( )

Forta generalizata corespunzatoare functiei disipative va fi:

oD 4
Q) =——=—7-0 (24.50)
&y 9
Lucrul mecanic al fortelor neconservative si forta generalizatda corespun-
zatoare se calculeaza numai pentru forta perturbatoare aplicatd corpului /:

L
1
In cazul oscilatiei fortate cu amortizare, forta generalizata totala este:
16 4 .
0=0,+0,+0; = (— 5k @Jyl — St Fyeospt (24.53)
r
Ecuatia diferentiala a miscarii se obtine facand inlocuirile in relatia (24.26):
.. 4c. I(l6k g F,
+——y, +—| —— == |y, =—>cospt 24.54
Vi 81my] Q(Qm rjyl om p ( )

Modul in care decurge oscilatia depinde de datele constructive si functionale
care intervin in aceasta ecuatie.
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24.4 Sisteme cu mai multe grade de libertate

La sistemele oscilante cu mai multe grade de libertate se pot pune in
evidentd o serie de aspecte noi. Ele vor fi evidentiate analizind un sistem simplu,
cu doua grade de libertate, prezentat in continuare.

Problema 24.2 Se considera sistemul din fig.24.4 care executa mici oscilatii
in raport cu pozifia de echilibru; se neglijeaza frecarile dintre corpuri si suprafata
de sprijin orizontald. Corpul 2 se rostogoleste fara alunecare.

] P Date: m,R.k
} i dm k m,R m; =4m, m,=m
%‘vavv MWW S =mR12 = F
i = Cerute:
X; X5 — pulsatiile proprii,
— modurile proprii de vibratie,
Fig.24.4 — ecuatia generalda de miscare.

Rezolvare: Drept coordonate generalizate se considera deplasarile celor doua
corpuri, respectiv x; si x,. Cele doud ecuatii Lagrange vor alcatui sistemul format
din ecuatiile:

d 8{2 _GE:(?U d GE _8E:6U (24.55)
dt axl axl 8)(:1 dt 8)62 8)62 aX2
Energia cineticd a oscilatorului este:
1 2 1 2 1 2 .2 3 . 2
E=—mpy; +—mwv; +—J,05 =2mx; +—mx 24.56
S MvE TSV T 00; 17+ ( )
Functia de forta se refera in acest caz numai la cele doua arcuri identice:
U= —ékxf —ék(xz —x;)? =—kxj —ékxj + XX, (24.57)
Derivatele partiale din sistem sunt:
axl dt le 5)61 a.xl
5x2 2 dt 8x2 2 5x2 5)62

Ecuatiile Lagrange (24.55) devin:

24.60
%lO'C'Z +ka_kxl:0 ( )

S-a obtinut un sistem de doud ecuatii diferentiale de ordinul II, omogene, cu
coeficienti constanti. Pentru integrarea acestuia se porneste de la solutii de forma
unor oscilatii armonice:
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x; = Asm(wt + @) X, = Bsm(wt + ¢) (24.61)
in care 4 s1 B sunt amplitudinile acestora iar @ reprezintd pulsatia proprie. Aceste
expresii, impreuna cu derivatele lor de ordinul II:

X, =—4 @’ sin(ot + Q) X,=-B @ sin(t + Q) (24.62)

se introduc in sistemul de mai sus. Dupa efectuarea simplificarilor si ordonarea
termenilor rezulta:

2k —4ma’)-A—k-B=0
3, (24.63)
—k-A+(k—§ma) )-B=0

Sistemul obtinut este liniar $1 omogen in raport cu amplitudinile 4 §1 B.
Pentru ca acesta sa admitd solutii reale (solutiile nule ar corespunde absentei
oscilatiilor), este necesar ca determinantul coeficientilor sa fie nul.

2k —4ma’ —k

. k_gmwz =0 (24.64)

Din aceasta conditie rezulta relatia:

6m’w? —7kmw?® + k% =0 (24.65)
care reprezintd ecuatia pulsatiilor proprii pentru sistemului oscilant considerat.
Aceasta este o ecuatie bipatrata cu radacinile:

N 2 2 522 2 4
wi2:7km_\/49k m’ —24k*m’ _ (7% 5)km 4.6

12m° 12m’°

m N6 m

Pulsatiile proprii sunt marimi strict pozitive, astfel ca desi ecuatia pulsatiilor proprii
(24.65) este de gradul 4 se obtin numai doua solutii.

Se poate observa ca valorile pulsatiilor obtinute depind numai de
caracteristicile constructive ale sistemului oscilant (de aici deriva si denumirea de
pulsatii proprii). Se mai poate constata ca numarul pulsatiilor proprii ale unui
sistem este egal cu numarul gradelor sale de libertate (douda in cazul acestei
aplicatii). Atunci cand sistemul oscileaza cu una dintre pulsatiile proprii, se spune
ca se afla intr-un mod propriu de oscilatie; vor exista in consecintd atdtea moduri
proprii cate pulsatii proprii, respectiv grade de libertate are sistemul.

Ecuatiile (24.63) permit stabilirea unui raport intre amplitudinile 4 si B.
Luand, de exemplu, prima ecuatie se poate calcula raportul:

Rezulta in final:

B 2k—4mo’
—_— =0 T 24.68
H=— k (24.68)
Se Tnlocuiesc valorile pulsatiilor proprii obtinute mai sus:
B, 2k—4mw; B, 2k—4maw; 4
Hq 4, X H 4, I 3 ( )
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Aceleasi valori se obtin daca se utilizeaza cea de a doua ecuatie (24.63). Rapoartele
M S1 1, senumesc coeficienti de distributie.

Cu valorile astfel determinate se pot scrie, pornind de la solutiile initiale
(24.61), ecuatiile corespunzatoare fiecarui mod de oscilatie:

) _ .
x;’ =A,sin(w;t +
x5 =B;sm(w;t+@;) = ;A sin(wt + @;)

(2)_ 5
X =A sm(w,t + @
1 2 ( 2 2) (2'71)

xgl) = B;sin(w,t + @,) = 1, A, sin(@yt + @,)

Relatiile corespunzatoare fiecaruia din modurile proprii reprezinta cate o
solutie particulara a sistemului de ecuatii diferentiale (24.60) de la care s-a pornit.
Solutia generala se obtine pe principiul suprapunerii efectelor, respectiv prin
insumarea solutiilor particulare:

X; = x;l) + x§2) = A] Sin(a)]t + @]) + A2 Sin(a)zt + @2) (24 72)
1 2 . . )
Xy = x50 4+ x5 = Ay sin(eogt + @)+ g1, 4, sin(wyt + 9,)
Introducerea coeficientilor de distributie permite reducerea numarului constantelor
de integrare care trebuiesc determinate pe baza conditiilor inifiale. La ecuatiile de
mai sus se adauga si cele ale derivatelor de ordinul 1:

{)'cl = A;; cos(o;t + ¢;) + Ay, cos(@yt + @,) (24.73)
Xy = Ay cos(@gt + @p) + 1 Ay, cos(@yt + @)

Pentru sistemul dat conditiile initiale se refera la valorile (x; )0,(5c 1 )0,(x2 )0,()&2 )0 lar

necunoscutele sunt In numdr egal, respectiv A4;, 45, ¢;, ¢, . Determinarea efectiva

se poate face fie algebric fie utilizdnd un program de calcul.

S-a aratat mai sus ca pulsatiile proprii ale unui oscilator cu mai multe grade
de libertate si modurile proprii de oscilatie sunt caracteristicile constructive ale
unui oscilator, dependente de masele si elementele elastice din configuratia lui.
Determinarea acestora pe cale analitica sau experimentald este importanta in
special in cazul oscilatiilor fortate, atunci cand pulsatia fortei perturbatoare devine
egald cu vreuna din pulsatiile proprii. In acest caz poate interveni fenomenul de
rezonantd, cu efectul negativ de amplificare prezentat anterior.



