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Partea VI-a   MECANICA ANALITICĂ 
 

21.   PRINCIPIUL LUI D’ALEMBERT 

 

21.1   Forţa de inerţie 

 

Fie un punct material de masă m supus acţiunii unui sistem de forţe 
concurente. Conform legii fundamentale a Dinamicii (principiul acţiunii forţei din 

Mecanica newtoniană), acceleraţia imprimată este proporţională cu rezultanta R  a 
forţelor, are direcţia şi sensul de acţiune al acesteia: 

 å== FRam  (21.1) 

Dacă punctul material este supus şi la legături, suma din partea dreaptă include şi 
forţele de legătură (reacţiunile). Relaţia de mai sus se mai poate scrie: 
 0amF =-å  (21.2) 

Cele de al doilea termen al acestei relaţii, respectiv: 
 amFi -=  (21.3) 

se defineşte drept forţă de inerţie; relaţia (21.2) devine: 
 0FF i =+å  (21.4) 

Această relaţie exprimă principiul lui D’Alembert aplicat punctului material, 
conform căruia în orice moment al mişcării forţa de inerţie face echilibrul forţelor 

date şi de legătură. 

După cum se poate observa, forţa de inerţie nu este o 
forţă reală, direct aplicată prin interacţiunea dintre corpuri 
sau prin efectul de câmp, ci este o forţă fictivă introdusă 
formal. Cu toate acestea ea exprimă efectul pus în evidenţă 

de principiul inerţiei din Mecanica newtoniană, conform căruia orice corp tinde să-
şi păstreze starea de repaus sau de mişcare rectilinie şi uniformă atâta timp cât nu 

intervin forţe care să modifice această stare. În consecinţă, forţa de inerţie se 
manifestă numai atunci când corpul are o acceleraţie şi este îndreptată în sens opus 
acesteia. În acest context, pentru forţa de inerţie se va utiliza o reprezentare grafică 
distinctă în raport cu celelalte forţe (fig.20.1), specificând totodată că indicele i 

provine de la cuvântul inerţie  şi nu este un indice de însumare ca în cazurile 
anterioare. În aplicaţii, atunci când direcţia şi sensul acceleraţiei sunt cunoscute, 
după introducerea forţei de inerţie în sens invers acesteia, se ignoră semnul negativ 
din definiţia vectorială (21.3). La nivel scalar: 

 amFi =  (21.5) 

Principiul lui D’Alembert stă la baza metodei cinetostatice prin intermediul 

căreia problemele de Dinamică pot fi rezolvate utilizând formal metoda cunoscută 

din Statică referitoare la echilibrul corpurilor şi sistemelor de corpuri. Se stabilesc 
ecuaţii de echilibru de forma generală (21.4) şi se rezolvă acestea în raport cu 
acceleraţia necunoscută; se reţine faptul că este un echilibru fictiv întrucât corpurile 

se află în mişcare şi posedă o acceleraţie. 

 

 
 

Fig.20.1 

 

(m) 
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Pentru exemplificare se consideră un punct 
material care alunecă pe un plan înclinat cu frecare 
(fig.21.2). Ecuaţia vectorială de echilibru cineto-

static este: 

 0FFNG if =+++  (21.6) 

Ecuaţiile scalare de proiecţie pe direcţia planului 
înclinat şi pe normala la acesta sunt: 

 
î
í
ì

=-

=--

0GN

0FFG if

a

a

cos

sin
 (21.7) 

Făcând înlocuirile: 
 amFmgNFmgG if ==== amm cos  (21.8) 

se obţine pentru acceleraţie cunoscuta relaţie: 
 )cos(sin ama -= ga  (21.9) 

Un al doilea exemplu se referă la pendulul 
matematic (fig.21.3). Ecuaţia de echilibru cineto-
static este: 

 0FTG i =++  (21.10) 

Ţinând cont de mişcarea circulară a acestuia, 
pentru forţa de inerţie se poate scrie relaţia: 

 
nt

nt iii FFaamamF +=+-=-= )(  (21.11) 

în care intervin componentele tangenţială şi 
normală ale forţei de inerţie relativ la traiectoria 
circulară a pendulului: 

 n
n

t
t amFamF ii -=-=  (21.12) 

În mod uzual, componenta normală a forţei de 

inerţie n
iF  este numită  forţă centrifugă. 

Proiectând ecuaţia de echilibru pe direcţiile tangentei şi normalei se obţin 
ecuaţiile scalare: 

 
ïî
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ì
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i

i

n

t

q

q

cos

sin
 (21.13) 

În aceste ecuaţii: 

 
22

ii mlmlmaFmlmlmaF qwqe n
n

t
t &&& ======  (21.14) 

Făcând înlocuirile în ecuaţiile scalare de mai sus se găsesc ecuaţiile diferențiale ale 

mişcării pendulului matematic, respectiv: 
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ì
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mgmlT

l
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2&

&&

 (21.15) 

care se integrează în modul arătat în cap.13.3.4. 
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21.2   Torsorul de inerţie la solidul rigid 
 

Forţele de inerţie şi forţele de greutate 
aplicate unui solid rigid sunt forţe masice, 
distribuite pe tot domeniul ocupat de corp. 

După cum s-a arătat în  Statică, forţele de 
greutate alcătuiesc un sistem de forţe paralele 
reductibil la o rezultantă unică aplicată în 
centrul de greutate al corpului. Spre deosebire 

de acestea, forţele de inerţie au o distribuţie 
corelată cu cea a acceleraţiilor punctelor 
corpului, în funcţie de legea de mişcare a 
acestuia. Forţele de inerţie pot fi reduse într-un 

punct oarecare, pentru ele putându-se calcula un torsor de inerţie compus dintr-o 
rezultantă şi un moment rezultant faţa de punctul considerat: 
 ),( iii MFt  (21.16) 

Pentru determinarea componentelor acestuia se porneşte de la forţa de inerţie 
aplicată unei mase elementare dm (fig.21.4) care se reduce în punctul O prin: 

 
î
í
ì

´-=´=

-=

dmarFdrMd

dmaFd

ii

i

)(
 (21.17) 

Se integrează aceste relaţii pe întreaga masă a corpului. Reamintind teorema 

momentelor statice (cap.4.3) conform căreia: 
 ò=

)(m
C dmrrm  (21.18) 

rezultanta forţelor de inerţie se determină făcând următoarea prelucrare: 
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 (21.19) 

Momentul rezultant al forţelor de inerţie se determină în modul următor: 
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 (21.20) 

În aceste demonstraţii s-a ţinut cont de faptul că derivarea în raport cu timpul şi 
integrarea relativ la masa corpului sunt independente între ele şi ordinea acestor 

operaţiuni poate fi inversată. S-a demonstrat că torsorul de reducere al forţelor de 
inerţie este egal cu derivata în raport cu timpul luată cu semn schimbat a torsorului 
cinetic, definit în relaţia (17.110), oricare ar fi punctul de reducere. 
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Concentrat, se poate scrie: 

 ),(),( Ociniii KHMF
&&

&tt -=  (21.21) 

În mişcarea de rotaţie a corpului faţă de un punct (cap.17.1.3), relaţia 
matriceală pentru momentul cinetic este: 

 ωJK OO ×=  (21.22) 

în care OJ  este matricea de inerţie calculată faţă de un sistem de referinţă cu 
originea în punctul O; dacă corpul este în mişcare faţă de acest punct, momentele 

de inerţie mecanice componente ale acestei matrici sunt mărimi variabile în raport 
cu timpul. Pentru a evita derivarea acestora este util ca reducerea forţelor de inerţie 
să se facă în raport cu un sistem de referinţă mobil, solidar cu corpul, faţă de care 

momentele de inerţie mecanice sunt constante. Torsorul de inerţie are în acest caz 
aceeaşi formă dată în rel.21.21, toate mărimile vectoriale proiectându-se pe axele 
acestui sistem de referinţă (fig.21.5). Se justifică astfel şi motivul pentru care atât 
în Cinematica cât şi în Dinamica solidului rigid din capitolele anterioare, toţi 
parametrii cinematici şi dinamici au fost raportaţi la un sistem de referinţă mobil 
solidar cu corpul.  Se mai face precizarea că pentru derivatele absolute ale 

impulsului şi momentului cinetic se aplică regula de derivare dată de relaţia (18.5).  
Recapitulând demonstraţia precedentă, componentele 

torsorului de inerţie au forma vectorială: 

 HamF Ci
&-=-=  (21.23) 

 Oi KM
&-=  (21.24) 

Forma matriceală echivalentă a acestor relaţii este: 
 Ci aF ×-= m  (21.25) 

 εJKM OOi ×-=-= &  (21.26) 

La nivel de proiecţii pe axele sistemului de referinţă 
menţionat aceste relaţii matriceale generale iau forma 
explicită: 
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  (21.28) 

Printr-o alegere convenabilă a sistemului de referinţă solidar cu corpul, astfel 

ca originea să coincidă cu centrul de masă iar axele acestuia să fie şi direcţii 
principale de inerţie, relaţiile scalare provenite din aceste expresii matriciale capătă 
o formă simplificată. 

Pornind de la relaţiile generale prezentate mai înainte se pot calcula 
rezultanta forţelor de inerţie şi momentul rezultant al acestora pentru cazurile 
particulare ale mişcării solidului rigid. 
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a) mişcarea de translaţie.  

Toate punctele corpului au aceeaşi viteză şi aceeaşi 
acceleraţie, iar 0== ew . În consecinţă: 
 0MamF iCi =-=  (21.29) 

Torsorul de inerţie are o singură componentă – forţa de inerţie 
rezultantă (fig.21.6). 

Forţele de inerţie alcătuiesc, ca şi forţele de greutate, un 
sistem de forţe paralele distribuite în masa corpului, reductibile 
la o rezultantă unică aplicată în centrul de masă al corpului. 

 

b) mişcarea de rotaţie în jurul unui punct fix. 

Dacă punctul fix este chiar centrul de masă al corpului, atunci 0aC =  şi, în 

consecinţă, rezultanta forţelor de inerţie este nulă ( 0Fi = ). Torsorul de inerţie are  
o singură componentă – momentul rezultant al forţelor de inerţie, care se 
calculează cu relaţia generală generală (21.28). 

Dacă sistemul de referinţă propriu este alcătuit din direcţiile principale de 
inerţie, atunci această relaţie capătă forma: 
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 (21.30) 

în care 321 JJJ ,,  sunt momentele de inerţie mecanice principale, calculate faţă de 
direcţiile menţionate. 

În cazul particular al unei sfere de masă m şi rază R, articulată în centrul ei 
de masă (fig.21.7), cele trei momente principale sunt egale; ţinând cont de relaţia 
între momentele de inerţie mecanice în spaţiu se poate scrie: 

 C321 J
3

2
JJJ ===  (21.31) 

în care CJ  se calculează cu relaţia (16.204), respectiv: 

 2
C mR

5

3
J =  (21.32) 

Momentul rezultant al forţelor de inerţie ia forma matriceală: 
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 (21.33) 

din care se deduce relaţia vectorială: 

 eCi J
3

2
M -=  (21.34) 

Momentul va fi coliniar cu acceleraţia unghiulară, în sens contrar acesteia. 
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c) mişcarea de rotaţia în jurul unei axe fixe 

Vectorii w  şi e  sunt coliniari cu axa de 

rotaţie; sistemul de referinţă al corpului se alege cu 
centrul de masă conţinut în planul Oxz (fig.21.8), 

astfel că: 
 kzixr CCC +=  (21.35) 

Centrul de masă descrie o traiectorie circulară într-
un plan paralel cu Oxy; rezultanta forţelor de 
inerţie va fi: 

 
tntn
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iiCC

CCCi

FFamam

aamamF

+=--=

=+-=-= )(
 (21.36) 

La nivel scalar cele două componente ale acesteia 
se calculează cu relaţiile: 
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 (21.37) 

Se observă că ambele componente depind de distanţa Cx  de la centrul de masă la 
axa de rotaţie.  

Derivata în raport cu timpul a momentului cinetic (cap.18.2.1) este: 

 kJjJJiJJK z
2

xzyz
2

yzxzO ewewe +--++-= )()(
&

 (21.38) 

astfel că momentul rezultant al forţelor de inerţie se calculează cu relaţia: 

 kJjJJiJJKM z
2

xzyz
2

yzxzOi ewewe -++-=-= )()(
&

 (21.39) 

Dacă centrul de masă se află pe axa de rotaţie ( 0xC = ) rezultanta forţelor de 
inerţie este nulă. Dacă axa de rotaţie Oz este axă de simetrie, respectiv direcţie 
principală de inerţie, atunci  yzxz JJ =  şi momentul de inerţie rezultant devine: 

 ee zzi JkJM -=-=  (21.40) 

Se regăsec astfel cele două condiţii pentru echilibrarea rotorilor, expuse în 
cap.18.2.2, conform cărora pentru funcţionarea corectă a unui rotor este necesar ca 

centrul său de masă să se afle pe axa de rotaţie şi aceasta să fie direcţie principală 
de inerţie, respectiv axă de simetrie. 

În cazul uzual al unui disc de masă m şi 
rază R  al cărui ax este introdus în interiorul 
unor lagăre fixe (fig.21.9), centrul de masă se 
află pe axa de rotaţie şi în consecinţă 0Fi = .  

Momentul rezultant al forţelor de inerţie se 
calculează la nivel scalar cu relaţia: 

 ee 2
Ci Rm

2

1
JM ==  (21.41) 

întrucât în acest caz Cz JJ = . 
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d) mişcarea plan paralelă 

Sistemul de referinţă mobil se alege cu originea în 
centrul de masă C al corpului (fig.21.10). Acceleraţia 
acestui punct este conţinută în planul mişcării şi, în 
consecinţă, rezultanta forţelor de inerţie se va găsi 
deasemenea în acest plan: 
 Ci amF -=  (21.42) 

Vectorii vitezei unghiulare w  şi aceleraţiei unghiulară e  sunt 

perpendiculari pe planul mişcării. Conform celor arătate în cap.18.4, (rel.18.130 ¸ 
18.132) derivata momentului cinetic este dată de relaţia: 

 kJjJJiJJK z
2

xzyz
2

yzxzC ewewe +--++-= )()(
&

 (21.43) 

Momentul rezultant al forţelor de inerţie este: 

 kJjJJiJJKM z
2

xzyz
2

yzxzCi ewewe -++-=-= )()(
&

 (21.44) 

Se observă că acest moment are aceeaşi formă cu cel de la mişcarea de 
rotaţie în jurul unei axe fixe, ca urmare a faptului că mişcarea plan paralelă se 
consideră compusă dintr-o translaţie cu parametrii cinematici ai centrului de masă 
şi o rotaţie în jurul unei axe perpendiculare pe planul mişcării în acest punct. Dacă 
aceasta  este şi axă de simetrie, ca şi în cazul precedent, momentul rezultant al 
forţelor de inerţie se calculează cu relaţia: 
 ee zzi JkJM -=-=  (21.45) 

Fie, de exemplu, cazul uzual al unei roţi de masă m şi 
rază R care se rostogoleşte pe un plan (fig.21.11); forţele de 
inerţie se reduc în raport cu centrul de masă al roţii. 
Componentele torsorului de inerţie se calculează la nivel 
scalar cu relaţiile: 

 Ci maF =  ee 2
Ci Rm

2

1
JM ==  (21.46) 

Dacă rostogolirea este fără alunecare, atunci cele două 
acceleraţii sunt legate între ele prin relaţia eRaC = . 

 

21.3.   Principiul lui D’Alembert la solidul rigid 
 

S-a arătat în capitolul precedent (rel.21.21) legătura între torsorul de inerţie 
şi derivata torsorului cinetic, respectiv: 

 ),(),( Ociniii KHMF
&&

&tt -=  (21.47) 

În cap.17.4 (rel.17.111) s-a demonstrat că derivata în raport cu timpul a torsorului 
cinetic este egală cu torsorul de reducere al sistemului de forţe aplicate corpului: 

 ),(),( OOOcin MRKH tt =&&
&  (21.48) 

Eliminând torsorul cinetic între aceste relaţii se obţine: 
 0MFMR iiiOO =+ ),(),( tt  (21.49) 
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Această relaţie sintetică permite enunţarea principiului lui D’Alembert extins în 
cazul solidului rigid – în orice moment al mişcării torsorul forţelor de inerţie face 

echilibrul torsorului forţelor date şi de legătură aplicate corpului. La nivel 

vectorial, această expresie se traduce prin relaţiile generale: 
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 (21.50) 

Sumele din aceste relaţii includ atât forţele date, direct aplicate, cât şi reacţiunile 

din legăturile corpului.  
Aşa cum s-a arătat în Statică, în cazul unui sistem general de forţe dispuse în 

spaţiu, celor două ecuaţii vectoriale le corespund 6 ecuaţii scalare de echilibru 
cinetostatic: 
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În funcţie de configuraţia sistemului de forţe numărul acestor ecuaţii se reduce. 
Astfel, dacă corpul este acţionat de un sistem de forţe coplanare (de exemplu într-

un plan Oxy) numărul de ecuaţii se reduce la 3, respectiv: 
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 (21.53) 

Printr-o alegere convenabilă a sistemului de referinţă aceste sisteme de 
ecuaţii pot căpăta forme mai simple; întrucât necunoscutele sunt tocmai 
accelerațiile, liniare sau unghiulare, este rezonabil ca ele să se poată proiecta în 
adevărată mărime pe una dintre axele sistemului de referinţă. 
 

21.4   Metoda cinetostatică la sistemele de corpuri 
 

Metoda cinetostatică aplicată la sistemele de corpuri urmează în general 
aceleaşi etape de rezolvare ca şi metoda izolării corpurilor din Statică (cap.7.2). Pe 

baza analizei mişcării sistemului se alcătuieşte mai întâi tabelul cinematic, în 
modul expus şi exemplificat în cap.19.  Considerând cunoscute detaliile metodei 
izolării corpurilor, se prezintă în continuare succint  etapele metodei cinetostatice, 
cu precizările impuse de aplicarea principiului lui D’Alembert pentru fiecare din 
corpurile componente ale sistemului. 

– se desenează separat fiecare corp din sistem, redus la elementele grafice 

esenţiale; 

– se desenează forţele exterioare date ale căror direcţii şi sensuri de acţiune 
sunt de regulă cunoscute; 

– se desenează reacţiunile exterioare şi interioare; 
– se reprezintă acceleraţiile liniare şi unghiulare pentru fiecare corp, în 

funcţie de mişcarea acestuia; 
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– se introduc la fiecare corp forţele şi momentele de inerţie rezultante, în 
sens invers acceleraţiilor; 

– se stabilesc relaţiile de calcul pentru expresiile scalare ale acestora fără a se 
mai lua în considerare semnul negativ din definiţia vectorială; în aceste relaţii vor 
fi introduse, pe baza tabelului cinematic, acceleraţiile considerate principale; 

– se scriu pentru fiecare corp ecuaţiile de echilibru cinetostatic;  
– se adaugă, după caz, ecuaţiile de definire pentru forţele şi momentele de 

frecare, ţinând cont că corpurile se află  în mişcare; face excepţie cazul rostogolirii 
fără alunecare la care forţa de frecare se defineşte printr-o inecuaţie; 

– se stabileşte ordinea de rezolvare a sistemului de ecuaţii, eventual printr-o 

schemă logică; 

– se elimină succesiv toate necunoscutele (de regulă acestea sunt reacţiunile 
din legături); în funcţie de numărul gradelor de libertate ale sistemului se obţin una 
sau mai multe ecuaţii liniare care vor conţine numai forţele date şi forţele şi 
momentele de inerţie; 

– se înlocuiesc în aceste ecuaţii forţele şi momentele de inerţie prin 
expresiile lor; 

– se rezolvă aceste ecuaţii în raport cu acceleraţiile principale; 
În funcţie de obiectivul urmărit, calculele pot fi continuate în modul expus în 

cap.19.2 referitor la metoda impulsului. 

 

Problema 21.1  Să se determine acceleraţia sistemului din fig.21.12. 

Date: G, r, 41/=m , 310rs = , gGr4JJ 2
32 /== , °= 30a  

Cerute: 1a  

Rezolvare: Momentul de inerţie al corpului 4 faţă de centrul său de masă este: 

 g4Gr92RmJ 22
444 ==  (21.54) 

 Din tabelul cinematic 
este im-portantă în acest caz 
numai coloana acceleraţiilor 

(tab.21.1) 

 

Tabelul 21.1 

Nr. Mişc. Acceleraţii 

1 T 
1a  

2 
T 

12 aa =  

R r2a12 /=e  

3 R r4a3 13 /=e  

4 
T 4a3a 14 /=  

R r2a14 /=e  
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Schemele de încărcare ale corpurilor sunt prezentate în fig.21.13. 

Forţele şi momentele de inerţie au următoarele expresii: 

1111i a
g

G
amF ==  (1) 

r4

a3

g

Gr4
JM 1

2

333i ×== e  (4) 
 

1222i a
g

G3
amF ==  (2) 

4

a3

g

G2
amF 1

444i ×==  (5) (21.55) 

1222i a
g

G3
amF ==  (3) 

r2

a

g4

Gr9
JM 1

2

444i ×== e  (6) 
 

Ecuaţiile de echilibru cinetostatic sunt următoarele: 
Corpul 1: 

0FGT 1i1 =+-  (1) 

0G3TTV 43 =--- asin  (5) 

0MrTr2T 3i43 =--×  (6) 

Corpul 4: 

0FG2FT 4if4 =--- asin  (7) 

0G2N =- acos  (8) 

0MM2r3F 4irf =--× /  (9) 

NsMr =  (10) 

 

Corpul 2: 

0FG3TTT 2i132 =+--+  (2) 

0Mr2TrT 2i23 =+×-  (3) 

(21.56) 

Corpul 3: 

0HT4 =-acos  (4) 

 

 

La corpul 4, care se rostogoleşte fără alunecare, forţa de frecare este una dintre 
necunoscute, inecuaţia NF f m£  neputând fi folosită. Reacţiunile H şi V se 

determină din ecuaţiile (4) şi (5), ecuaţii care nu participă la calculul acceleraţiei. 
Se izolează din restul ecuaţiilor celelalte necunoscute, după cum urmează: 

acosG2N =  (1) 

NsMr =  (2) 

)( 4irf MM
r3

2
F +=  (3) 

1i1 FGT -=  (4) 

)(
r

M
FFG4

3

1
T 2i

2i1i2 +--=  (5) 

r

M

3

1
FFG4

3

2
T 2i

2i1i3 ---= )(  (6) 

4if4 FG2FT ++= asin  (7) 

(21.57) 

În continuare se introduc aceste expresii în ecuaţia (21.56/6): 

 asinG2M
r3

2
G

3

16
M

r3

2
FM

r

1
M

r3

2
F

3

4
F

3

4
r4i4i3i2i2i1i --=+++++  (21.58) 

Făcând înlocuirile forţelor şi momentelor de inerţie se găseşte în final: 
 rg3580r715g256a1 /,==  (21.59) 
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Problema 21.2 Să se calculeze acceleraţiile sistemului cu două grade de 
libertate din fig.21.14. 

Date: G, r,  gGr4JJ 2
43 /== , 31=m , °= 30a  

Cerute: 33a e, , valorile forţelor şi momentelor de inerţie, valorile reacţiunilor. 
Rezolvare: Tabelul cinematic, 

util şi în acest caz numai la 
nivelul acceleraţiilor, are confi-
guraţia dată în tab.21.2. 
 

Tabelul 21.2 

Nr. Mişc. Acceleraţii 

1 T 
331 r2aa e+=  

2 T 
332 raa e-=  

3 
T 

3a  

R 
3e  

4 R r2a34 /=e  

5 T 2aa 35 /=  

 

 

 
Schemele de încărcare ale corpurilor sunt prezentate în fig.21.15. 

 

Forţele şi momentele de inerţie au următoarele expresii: 

)( 33111i r2a
g

G
amF e+== (1) 

3

2

333i
g

Gr4
JM ee ==  (4) 

 

)( 33222i ra
g

G
amF e-==  (2) 

r

a

g

Gr4
JM 3

2

444i ×== e  (5) (21.60) 

3333i a
g

G3
amF ==  (3) 

2

a

g

G2
amF 3

555i ×==  (6) 
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Ecuaţiile de echilibru cinetostatic sunt următoarele: 
Corpul 1: 

0FGT 1i1 =+-  (1) 

Corpul 2: 

0FGT 2i2 =+-  (2) 

Corpul 3: 

0FG3TTT 3i213 =+---  (3) 

0Mr2TrT 3i12 =+×-  (4) 

Corpul 4: 

0HT4 =-acos  (5) 

0G3TTV 43 =--- asin  (6) 

0MrTr2T 4i43 =--×  (7) 

Corpul 5:  

0FG2FT 5if4 =--- asin  (8) 

0G2N =- acos  (9) 

NFf m=  (10) 

(21.61) 

Se extrag în continuare expresiile reacţiunilor interne: 

1i1 FGT -=  (1) 

2i2 FGT -=  (2) 

3i2i1i3 FFFG5T ---=  (3) 

acosG2N =  (4) 

am cosG2Ff =  (5) 

5i4 FG2T ++= )cos(sin ama  (3) 

(21.62) 

Se introduc aceste expresii în ecuaţia (21.61/4) şi (21.61/7): 

 

ï
ï
î

ïï
í

ì

+-=++++

=+-

)cos(sin amaG2G10F
r

M
F2F2F2

G
r

M
FF2

5i
4i

3i2i1i

3i
2i1i

 (21.63) 

Se introduc expresiile forţelor şi momentelor de inerţie din relaţiile (21.60) şi 
datele problemei; se obţine un sistem de două ecuaţii cu două necunoscute: 

 
î
í
ì

×@×=

@×=
®

î
í
ì

=-

=+

rg0230rg1013

g7330g10174a

g8r2a11

gr9a

3

3

33

33

,

,

ee

e
 (21.64)  

Se pot calcula în continuare valorile forţelor de inerţie şi ale momentelor de inerţie 
înlocuind aceste valori în relaţiile (21.60): 

G
101

80
r2a

g

G
F 331i =+= )( e  (1) Gr

101

12

g

Gr4
M 3

2

3i == e  (4) 
 

G
101

71
ra

g

G
F 332i =-= )( e  (2) Gr

101

296

r

a

g

Gr4
M 3

2

4i =×=  (5) (21.65) 

G
101

222
a

g

G3
F 33i ==  (3) G

101

74

2

a

g

G2
F 3

5i =×=  (6) 
 

Reacţiunile din legături se calculează pornind de la relaţiile (21.62): 
G10121T1 ×=  (1) 

G10130T2 ×=  (2) 

G101132T3 ×=  (3) 

G101175T4 ×=  (4) 

3GN =  (5) 

GF f =  (6) 

G2023175TH 4 ×== acos  (7) 

G
202

913
TTG3V 43 =++= asin  (8) 

(21.66) 
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21.5   Metoda cinetostatică la mecanismele plane*)
 

 

În analiza dinamică a unui mecanism plan se consideră cunoscută legea de 
mişcare a elementului conducător şi, pornind de la aceasta, distribuţia parametrilor 
cinematici ai punctelor de interes din configuraţia schemei lui cinematice. 
Obiectivul principal al acestei analize îl constitue calculul reacţiunilor din cuplele 
de legătură dintre elementele mecanismului pentru toată succesiunea de poziţii din 
cadrul unui ciclu cinematic. 

Metoda cinetostatică destinată acestui obiectiv, prezentată succint în cele ce 
urmează, reprezintă o continuare în domeniul analizei dinamice a metodei analitice 
din Cinematică, detaliată în cap.10.4.5 şi exemplificată în cap.11 şi cap.12. Se 
consideră necesară prezentarea în prealabil a unor aspecte de detaliu specifice. 

Între proiecţiile unei forţe pe axele sistemului local Axy şi ale celui global 
OXY (fig.21.16) exista relaţia matriceală: 

 ú
û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é -
=ú

û

ù
ê
ë

é

y

x

Y

X

F

F

F

F

aa
aa

cossin

sincos
 (21.67) 

precum şi cea inversă: 

 ú
û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é
-

=ú
û

ù
ê
ë

é

Y

X

y

x

F

F

F

F

aa
aa

cossin

sincos
 (21.68) 

în care intervine transpusa matricii de rotaţie. 
Momentul unei forţe oarecare faţă de un punct 

se exprimă în cazul general prin produsul vectorial: 

ï
î

ï
í

ì

-=

-=

-=

®=´=

xyz

zxy

yzx

zyx yFxFM

xFzFM

zFyFM

FFF

zyx

kji

FrM (21.69) 

Aceleaşi expresii pentru proiecţiile momentului se 
obţin utilizând forma matriceală a produsului 
vectorial: 

 

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é
×

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

-

-

-

=

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

z

y

x

z

y

x

F

F

F

0xy

x0z

yz0

M

M

M

 (21.70) 

În plan (fig.21.17) intervin unele particularităţi: 0z = , 0Fz = , 0MM yx == , 

MM z º . Relaţia de mai sus ia forma simplificată: 

 ú
û

ù
ê
ë

é
×-=

y

x

F

F
xyM ];[  (21.71) 

Momentele sunt pozitive în sens trigonometric şi negative în sens orar. 

                                                   
*) O tratare mai amplă a acestui subiect va fi efectuată într-o lucrare ulterioară. 
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Cele mai răspândite legături din configuraţia mecanismelor plane sunt 
articulaţiile cilindrice şi culisele cu translaţie rectilinie. Pentru forţele aplicate unui 
element oarecare se pot stabili nişte convenţii de reprezentare valabile în cazul 
general; fac excepţie forţele tehnologice, a căror configuraţie şi legi de variaţie sunt 
specifice situaţiilor concrete. 

Reacţiunea totală dintr-o articulaţie are forma generală: 
 jViHR +=  (21.72) 

în care componentele H şi V au direcţiile axelor de coordonate locale şi sensurile 

pozitive ale acestora (fig.21.18). În cazul unei culise aflată în mişcare relativă pe o 
bară rectilinie suprapusă axei locale Ax reacţiunea totală aplicată barei are forma: 
 jNiFR f +=  (21.73) 

în care intervin reacţiunea normală N şi forţa de frecare fF  (fig.21.19). 

Momentul de frecare dintr-o 

articulaţia care leagă între ele două 
elemente are sensul invers vitezei 

unghiulare relative dintre acestea şi se 
evaluează cu relaţia: 

 
r

r22
00f VHrM

w
w

m ×+-=  (21.74) 

în care 0m  este coeficientul de frecare 

din articulaţie iar 0r  este raza axului 

acesteia (cap.6.4.4). 
Forţa de frecare aplicată unei 

culise are sensul invers vitezei relative a 

acesteia în raport cu suportul de 
alunecare; ea poate fi evaluată utilizând 
relaţia: 

 
r

r
f

v

v
NF ×-= m  (21.75) 

Pentru introducerea în calcul a forţelor de inerţie se observă mai întâi că în 
analiza cinematică acceleraţiile centrelor de masă ale corpurilor se determină prin 
proiecţiile lor pe axele sistemului de referinţă global OXY,  iar vectorul acceleraţiei 
unghiulare e  este perpendicular pe planul mişcării. Torsorul de inerţie va fi: 

 ú
û

ù
ê
ë

é
-=ú

û

ù
ê
ë

é

CY

CX

iY

iX

a

a
m

F

F
 (21.76) eCi JM -=  (21.77) 

Semnul negativ este în acest caz obligatoriu. Utilizând relaţia de transformare 
(21.68) se obţine pentru forţa de inerţie şi pentru greutate: 

ú
û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é
-

=ú
û

ù
ê
ë

é

iY

iX

iy

ix

F

F

F

F

aa
aa

cossin

sincos
(21.78) ú

û

ù
ê
ë

é
-

×ú
û

ù
ê
ë

é
-

=ú
û

ù
ê
ë

é

G

0

G

G

y

x

aa
aa

cossin

sincos
(21.79) 

Ecuaţiile de echilibru cinetostatic au forma generală: 
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 0GFR i =++å  (21.80) 

 0MGMFMMRM iAiAfA =++++å )()(])([  (21.81) 

Deoarece mişcarea elementului este în plan ecuaţia de momente are formă scalară. 
Pentru calculul reacţiunilor este comod ca ecuaţiile de proiecţie pentru forţe 

să se facă pe direcţiile sistemului local de referinţă; cu notaţiile din fig.21.18 şi 
21.19, ecuaţiei vectoriale de echilibru cinetostatic (21.80) îi vor corespunde 
ecuaţiile scalare generale: 

 
ïî

ï
í
ì

=+++

=+++

å

å

0GFNV

0GFFH

yiy

xixf
 (21.82) 

Momentul faţă de originea A al reacţiunii dintr-o articulaţie, de exemplu cea 
din punctul D (fig.21.18), se calculează cu relaţia (21.71), respectiv: 

 fDDDDf
D

D
DDfDA MVxHyM

V

H
xyMRM ++-=+ú

û

ù
ê
ë

é
×-=+ ];[)(  (21.83) 

În această relaţie momentul de frecare din articulaţia D se calculează cu relaţia 
(21.74). În cazul particular al culisei din punctul B (fig.21.19), momentul este: 

 Nx
N

F
x0RM B

f
BBA =ú

û

ù
ê
ë

é
×= ];[)(  (21.84) 

Forţa de inerţie şi greutatea sunt aplicate în centrul de masă C, astfel că: 

 ú
û

ù
ê
ë

é
+

+
×-=+

yiy

xix
CCAiA GF

GF
xyGMFM ];[)()(  (21.85) 

Transmiterea reacţiunilor de la un 
element la altul într-o articulaţie (fig.21.20) 
se face pe baza echivalenţei: 
 2112 RR -=  (21.86) 

La nivel matriceal această echivalenţă se 
traduce prin relaţia: 

 ú
û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é -
-=ú

û

ù
ê
ë

é
×ú
û

ù
ê
ë

é -

21

21

12
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V

H

V

H

bb
bb

aa
aa

cossin

sincos

cossin

sincos
 (21.87) 

din care se deduc ecuaţiile scalare: 

 
î
í
ì

--=+

+-=-

bbaa
bbaa

cossincossin

sincossincos

21211212

21211212

VHVH

VHVH
 (21.88) 

În cazul în care există şi frecare în articulaţie se adaugă relaţia: 
 21f12f MM -=  (21.89) 

În cazul culisei cu mişcare de translaţie în lungul unei bare rectilinii (fig.21.19), 
relaţiei (21.86) îi vor corespunde  egalităţile: 

 
î
í
ì

-=

-=

21f12f

2112

FF

NN
 (21.90) 
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Problema 21.3. Mecanismul din fig.21.21 este compus din discul 1, biela 2 
şi culisa 3 ale căror greutăţi sunt cunoscute. Discul este antrenat de un cuplu motor 
M iar asupra culisei acţionează forţa elastică a unui arc spiral având constanta 
elastică k şi rezistenţa datorată frecării, coeficientul de frecare fiind m. Considerând 
efectuat calculul parametrilor cinematici ai punctelor de interes (poziţii, viteze, 
acceleraţii), să se stabilească ecuaţiile de echilibru cinetostatic pentru determinarea 
reacţiunilor. 

Rezolvare: Se izolează corpurile şi se introduc forţele date, reacţiunile şi forţele de 
inerţie. 

Forţele şi momentele de inerţie ale corpurilor sunt determinate cu relaţii de 
forma (21.76) şi (21.77). Pe baza celor expuse mai înainte, se scriu mai întâi 
ecuaţiile de echilibru cinetostatic sub forma matriceală din care se deduc apoi 
ecuaţiile scalare. 

Pentru discul 1 (fig.22.21, a) aceste ecuaţii sunt: 
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 (21.91) 

 [ ] 0
V

H
xyMM

1A

1A
A1A11i =ú

û

ù
ê
ë

é
×-++  (21.92) 

în care ROAx A1 ==  şi 0y A1 = . Ecuaţiile scalare provenite din acestea sunt: 

 

ï
î

ï
í

ì

=++

=-+

=-+

0RVMM

0GVV

0GHH

1A1i

11AO

11AO

j

j
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sin

 (21.93) 
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Pentru biela 2 (fig.22.21, b) ecuaţiile matriceale sunt: 
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 (21.94) 

 [ ] [ ] 0M
V

H
xy

GF
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xy 2i

2B
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B2B2

2y2i

2x2i
C2C2 =+ú
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ê
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é
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é
-

-
×-

a

a

cos

sin
 (21.95) 

în care 0yACx C2C2 == ,  şi 0yABx B2B2 == , . Se obţin ecuaţiile scalare: 

 
ï
î

ï
í

ì

=×+×-

=-++

=-++

0ABVACGF

0GFVV

0GFHH

2B2y2i

2y2i2B2A

2x2i2B2A

)cos(

cos

sin

a

a

a

 (21.96) 

Forţa exercitată de arcul spiral, în montajul din fig. 21.21, este: 
 )( 0llkF --=  (21.97) 

în care l şi 0l  sunt lungimea curentă şi respectiv în stare liberă a arcului. 
La culisa 3 (fig.21.22, c) sistemul de referinţă local coincide cu cel global 

astfel că ecuaţiile scalare se obţin direct: 

 
î
í
ì

=-+

=+++

0GNV

0FFFH

33B

f3i3B
 (21.98) 

La acestea se adaugă ecuaţia de definiţie a forţei de frecare: 

 
B

B
f

v

v
NF ×-= m  (21.99) 

Pe baza relaţiilor (21.88) se pot scrie ecuaţiile de transmitere a reacţiunilor: 

 
î
í
ì

--=+

+-=-

aajj
aajj

cossincossin

sincossincos

2A2A1A1A

2A2A1A1A

VHVH

VHVH
 (21.100) 

 
î
í
ì

-=+

-=-

3B2B2B

3B2B2B

VVH

HVH

aa

aa

cossin

sincos
 (21.101) 

Sistemul format din ecuaţiile (21.93), (21.96), (21.100) şi (21.101) permite 
determinarea tuturor reacţiunilor; se poate determina deasemenea valoarea cuplului 
M considerat ca moment de echilibrare. 
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22.   PRINCIPIUL LUCRULUI MECANIC VIRTUAL 

 

22.1   Legături şi deplasări în Mecanica Analitică 

 
După cum s-a arătat în partea de Statică, pentru un punct material legăturile 

uzuale sunt contactul cu o curbă sau cu o suprafaţă iar pentru un solid rigid aceste 

legături sunt rezemarea, articulaţia, încastrarea şi prinderea în fire. Prin definiţie, 
legăturile care pot fi impuse unui corp sunt restricţii geometrice care reduc numărul 
gradelor de libertate ale acestuia. În cazul punctului material, de exemplu, cele trei 
grade de libertate, specifice punctului material liber, se reduc la două în cazul 
constrângerii de a se afla pe o suprafaţă şi la unul în cazul obligaţiei de a rămâne pe  
o curbă. La solidul rigid, cu excepţia încastrării, care imobilizează corpurile aflate 
în contact, fiecare din legăturile menţionate permite corpului un anumit număr de 
grade de mobilitate relativă. 

În Mecanica Analitică se utilizează o anumită clasificare a legăturilor, mai 
comod de exemplificat în cazul punctului material; legăturile acestuia pot fi 
definite analitic şi prin ecuaţii matematice. Într-un spaţiu cartezian tridimensional o 
suprafaţă oarecare se exprimă printr-o ecuaţie de forma: 

 0zyxf =),,(  (22.1) 

iar o curbă în spaţiu este definită ca intersecţie a două suprafeţe, respectiv: 
 0zyxf0zyxf 21 == ),,(),,(  (22.2) 

Este evident că coordonatele punctului material aflat pe o suprafaţă sau pe o curbă 
trebuie să verifice ecuaţiile acestora. 

O legătură se numeşte scleronomă dacă timpul nu intervine explicit în 
ecuaţiile acesteia. În cazul punctului material aflat pe o suprafaţă sau o curbă fixă, 
legătura se defineşte prin ecuaţii de forma (22.1), respectiv (22.2). Legătura se 
numeşte reonomă dacă timpul apare explicit în ecuaţii: 

 0tzyxf =),,,(  (22.3) 

 0tzyxf0tzyxf 21 == ),,,(),,,(  (22.4) 

În acest caz suprafaţa sau curba este mobilă în raport cu sistemul de referinţă. 
Legăturile se numesc olonome dacă în ecuaţiile de definiţie nu intervin 

vitezele şi acceleraţiile; ele se exprimă prin ecuaţii având formele de mai sus. 
Legăturile sunt neolonome dacă în ecuaţiile lor apar şi derivatele de ordinul I şi II 
ale coordonatelor. O legătură scleronomă neolonomă are forma: 

  0zyxzyxzyxf =),,,,,,,,( &&&&&&&&&  (22.5) 

 0zyxzyxzyxf0zyxzyxzyxf 21 == ),,,,,,,,(),,,,,,,,( &&&&&&&&&&&&&&&&&&  (22.6) 

În legătura reonomă neolonomă intervine şi timpul: 
 0tzyxzyxzyxf =),,,,,,,,,( &&&&&&&&&  (22.7) 

 0tzyxzyxzyxf0tzyxzyxzyxf 21 == ),,,,,,,,,(),,,,,,,,,( &&&&&&&&&&&&&&&&&&  (22.8) 

În aspectele teoretice din Mecanica Analitică, pentru simplificarea tratării, 
legăturile se consideră ideale, respectiv fără frecare; în aplicaţii, forţele şi 
momentele de frecare se introduc printre forţele date. 
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Deplasările permise de fiecare tip de legătura, posibil a fi efectuate, se 
numesc deplasări virtuale. Sub acţiunea unei forţe corpul respectiv poate efectua o 
deplasare reală; este evident că deplasarea reală se află printre deplasările virtuale 
permise de legătura respectivă. Dacă legătura permite un singur grad de libertate 

(cazul, de exemplu, al unei articulaţii cilindrice), atunci deplasarea reală şi cea 
virtuală sunt unice şi coincid. În Mecanica Analitică se operează cu valori 
elementare ale acestor deplasări.  

Recapitulând, se pot da următoarele definiţii: 
– deplasări reale – deplasări infinitezimale, compatibile cu legăturile, 

efectuate sub acţiunea forţelor direct aplicate;  sunt dependente de timp; 

– deplasări virtuale – deplasări infinitezimale, compatibile cu legăturile, 
posibil a fi efectuate; sunt independente de timp. 

Aşa cum s-a arătat în capitolele precedente, deplasarea reală a unui punct 
material se exprimă prin diferenţiala rd  a vectorului său de poziţie în orice sistem 

de coordonate. Pentru deplasarea virtuală a acestuia se utilizează notaţia rd , care 

se extinde şi asupra variaţiei virtuale a coordonatelor. Expresiile de definiţie ale 
acestor deplasări în diferite sisteme de coordonate au forme echivalente. Astfel: 

– în coordonate carteziene, pornind de la expresia vectorului de poziţie: 
 kzjyixr ++=  (22.9) 

se obţin relaţiile: 

 kdzjdyidxrd ++=  (22.10) kzjyixr dddd ++=  (22.11) 

– în coordonate polare (cap.9.2.2) vectorul de poziţie are expresia: 
 rurr = (22.12) 

Prin diferenţiere, pornind de la relaţiile (9.39), se obţine: 
 qq udrudrudrudrrd rrr +=+= )(  (22.13) 

Deplasarea virtuală va fi: 
 qdqdd ururr r +=  (22.14) 

– în coordonate intrinseci (cap.9.2.5), pornind de la relaţia (9.93), se 

stabileşte: 

 tdsrd =  (22.15) tdd sr =  (22.16) 

 

22.2   Lucrul mecanic virtual 

 

După cum s-a arătat în Dinamică, cu deplasarea 
elementară reală rd  (fig.22.1) se poate defini un lucru mecanic 

elementar prin produsul scalar: 

 rdFdL ×=  (22.17)  

În mod analog, corespunzător deplasării virtuale se defineşte un lucru mecanic 
elementar virtual: 

 rFL dd ×=  (22.18) 

În sistemele de coordonate uzuale lucrul mecanic elementar virtual are forme 
analoge celui elementar real. 

 
 

 

 
Fig.22.1 
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– în coordonate carteziene: 

 dzFdyFdxFdL zyx ++=  (22.19) zFyFxFL zyx dddd ++=  (22.20) 

– în coordonate polare: 

 
qq

q

q

qqq

dMdrFdrFdrF

udrudruFuFdL

rr

rrr

+=+=

=+×+= )()(
 (22.21) 

în care M  reprezintă momentul forţei faţă de polul coordonatelor. În mod analog: 

 dqddqdd q MrFrFrFL rr +=+=  (22.22) 

– în coordonate intrinseci: 

 dsFdsFFFdL tbnt tbnt =×++= )()(  (22.23) 

 sFL dd t=  (22.24) 

Câteva exemple uzuale de lucru mecanic virtual sunt prezentate în fig.22.2. 

 

22.3   Principiul lucrului mecanic virtual în cazul echilibrului 
 

Se consideră un punct material aflat în 
echilibru pe o suprafaţă sub acţiunea unui 
sistem de forţe (fig.22.3). Reacţiunea din partea 
suprafeţei este perpendiculară pe planul tangent 
la aceasta în punctul respectiv; deplasările 
virtuale  sunt conţinute în acest plan tangent. 

Ecuaţia de echilibru este: 

 0NF =+å  (22.25) 

Prin înmulţirea scalară a acestei ecuaţii cu deplasarea virtuală rd  se obţine lucrul 
mecanic virtual: 

 0rNrFL =×+×= å ddd )(  (22.26) 

Se observă că 0rN =×d  datorită perpendicularităţii celor doi vectori. În 
consecinţă: 

 0rFL =×= å dd )(  (22.27) 

Această relaţie exprimă principiul lucrului mecanic virtual, conform căruia 
condiţia necesară şi suficientă pentru ca un punct material să se afle în echilibru 
este ca lucrul mecanic virtual al sistemului de forţe date, direct aplicate, să fie nul. 

Dacă echilibrul este cu frecare, forţa de frecare se include printre acestea. 

 

 
 

 

 

 

xFFL f dd )( -=  dqd ML =  yGTL dd )( -=  

Fig.22.2 
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Principiul lucrului mecanic virtual se extinde şi pentru cazul unui solid rigid 

aflat echilibru sub acţiunea unui sistem de forţe şi momente; forma generală a 
acestuia este: 

 0MrFL kkjj =+×= åå )()( dqdd  (22.28) 

în care j şi k sunt în acest caz indici de numerotare, indicele i 
fiind utilizat la definirea forţelor şi momentelor de inerţie. În 
această relaţie jrd  sunt deplasările virtuale ale punctelor de 

aplicaţie ale forţelor iar kdq  sunt rotaţiile virtuale. Fie, de 
exemplu, cazul unei roţi trasă pe un plan înclinat aflată în 
echilibru cu frecare (fig.22.4). Aplicând principiul lucrului 
mecanic virtual se obţine expresia: 
 0MxFGFL rf =---= dqdad )sin(  (22.29)  

Atât forţa de frecare cât şi momentul de frecare de 
rostogolire se includ printre forţele date, direct aplicate, 

condiţiile de echilibru fiind cele cunoscute din Statică, 
respectiv NFf m£  şi NsMr £ . 

Principiul lucrului mecanic virtual poate fi aplicat şi sistemelor de corpuri 
aflate în echilibru, ţinând cont de câteva observaţii: 

– relaţiile între deplasările virtuale ale corpurilor componente sunt analoge 
celor dintre deplasările reale; ca şi în cazul sistemelor aflate în mişcare, pe baza 
unui tabel cinematic deplasările virtuale se reduc la cele corespunzătoare 
parametrilor poziţionali principali.  

– lucrul mecanic virtual se calculează în mod analog celui real; este evident 

că forţele care nu dau lucru mecanic real nu vor da nici virtual (forţele aplicate în 
puncte fixe, cele perpendiculare pe direcţia deplasărilor, cele din centrele 
instantanee de rotaţie precum şi reacţiunile reciproce dintre corpurile sistemului). 

– deplasările virtuale sunt infinitezimale dar diferite de zero; în consecinţă, 
expresiile care înmulţesc deplasările principale, obţinute după reducere, sunt nule.  

Problema 22.1  Să se determine valoarea cuplului motor M  pentru care 

sistemul din fig.22.5 rămâne în echilibru. 
Rezolvare: Relaţiile între deplasările virtuale 
sunt analoge celor reale, în ipoteza că sistemul 
s-ar afla în mişcare: 

 

1
2

21
223

1
2

1
2

R

rr
rx

R

r

dqdqd

dqdq

==

=

 (22.30) 

Pentru calculul lucrului mecanic virtual se iau 
în considerare numai cuplul motor şi forţa de 
frecare astfel că: 

 0xFML 3f1 =-= ddqd  (22.31) 
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Reducând deplasările virtuale la cea a corpului 1, se mai poate scrie: 

 0
R

rr
FML 1

2

21
f =-= dqd )(  (22.32) 

Deoarece 01 ¹dq  expresia din paranteză este nulă. Cu observaţia că NFf m£ , în 

care GN = , se obţine în continuare: 

 G
R

rr
MG

rr

R
MF

2

21

21

2
f mm £®£=  (22.33) 

 

22.4   Principiul lucrului mecanic virtual în cazul mişcării 
 

Principiul lui D’Alembert, prezentat pe larg în capitolul 21, stipulează că în 
orice moment al mişcării torsorul forţelor de inerţie face echilibrul forţelor date şi 
de legătură care acţionează asupra unui corp sau asupra unui sistem de corpuri. 
Deşi, aşa cum s-a arătat, nu este vorba de un echilibru real ci de unul fictiv, se 
poate aplica corpului sau sistemului respectiv principiul lucrului mecanic virtual, 

introducînd printre forţele date, direct aplicate, şi forţele şi momentele de inerţie.  
Considerând un sistem de corpuri care se pune în mişcare pornind din repaus 

şi având în consecinţă acceleraţiile îndreptate în sensul deplasărilor, relaţia 
generală (2.28) va lua forma:  

 0MMrFFL kikkjijj =-+×-= åå dqdd )()(  (22.34) 

în care indicele i defineşte forţele şi momentele de inerţie. Semnul acestora în 
ecuaţie va depinde în mod evident de sensul acceleraţiilor în raport cu deplasările. 

Reluând exemplul roţii trase pe planul înclinat din 
capitolul precedent, principiul lucrului mecanic virtual se 

exprimă prin relaţia: 

 0MMxFGFFL irfi =+----= dqdad )()sin(  (22.35) 

în care Ci amF =  şi eCi JM = , în ipoteza că acceleraţia 
centrului de masă şi acceleraţia unghiulară au sensul 
deplasărilor virtuale (fig.22.6). În acest caz sNMr =  şi 

NF f m= . Dacă roata se rostogoleşte fără alunecare, punctul 

de contact cu planul înclinat este centrul instantaneu de 
rotaţie al roţii; forţa de frecare NFf m£  nu va participa la 

calculul lucrului mecanic, lipsind din ecuaţia (22.35). 
Observaţiile menţionate în capitolul precedent referitor la sistemele de 

corpuri aflate în echilibru rămân valabile şi pentru sistemele aflate în mişcare. Dacă 
un sistem are mai multe grade de libertate, sunt nule expresiile care înmulţesc 
deplasările virtuale principale. 

Ecuaţiile rezultate prin aplicarea principiului lucrului mecanic virtual în 
cazul sistemelor în mişcare servesc la determinarea acceleraţiilor principale. Pentru 
calculul reacţiunilor se poate utiliza în continuare metoda cinetostatică. 
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Problema 22.2  Sistemul din fig.22.7 se pune în mişcare pornind din repaus.  

Date: °=== 30320rs41rG am ,,,, , 

g4Gr92rmJgGr4JJ 22
444

2
32 ==== ,  

Cerute: 1a , forţele şi momentele de inerţie, reacţiunile 

Rezolvare: Sistemul are un singur grad de libertate. Se alcătuieşte tabelul cinematic 
în modul expus în capitolele precedente, în funcţie de parametrii poziţionali şi 
cinematici ai corpului 1; tabelul 22.1 va conţine deplasările virtuale, acceleraţiile 
precum şi forţele şi momentele de inerţie calculate cu acestea. 

 

Tabelul 22.1 

Corp Mişcarea 
Deplasarea 

virtuală 
Acceleraţia 

Forţe şi momente 

de inerţie 

1 T 1yd  1a  1111i a
g

G
amF ==  

2 

T 12 yy dd =  12 aa =  1222i a
g

G2
amF ==  

R 12 y
r2

1
ddq =  12 a

r2

1
=e  1222i a

g

Gr2
JM == e  

3 R 13 y
r4

3
ddq =  13 a

r4

3
=e  1333i a

g

Gr3
JM == e  

4 

T 14 y
4

3
y dd =  14 a

4

3
a =  1444i a

g2

G3
amF ==  

R 14 y
r2

1
ddq =  14 a

r2

1
=e  1444i a

g8

Gr9
JM == e  
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Cu forţele din fig.22.8 şi deplasările din fig.22.7 se stabileşte ecuaţia 
corespunzătoare principiul lucrului mecanic virtual: 

 
0MMyFG2M

MyFG2yFGL

4r4i44i33i

22i22i11i

=+-+--

---+-=

dqdadq

dqddd

)()sin(

)()(
 (22.36) 

Forţa de frecare NFf m£  aplicată corpului 4 nu dă lucru mecanic şi constitue, 

împreună cu celelalte reacţiuni, o necunoscută a problemei; momentul de frecare de 
rostogolire este acosG2sNsMr ×== . Pe baza tabelului cinematic se înlocuiesc 
deplasările virtuale: 

 

0y
r2

1
MM

4

3
FG2

r4

3
M

r2

1
MFG2FGL

1r4i4i

3i2i2i1i

=+-+-

----+-=

da

d

])()sin(

)()[(

 (22.37) 

Întrucât 0y1 ¹d  rezultă că expresia din paranteza dreaptă este nulă. În consecinţă: 

4i4i3i2i2i1i M
r2

1
F

4

3
M

r4

3
M

r2

1
FFG

r

s
G

2

3
G3 +++++=-- aa cossin  (22.38) 

Se înlocuiesc forţele şi momentele de inerţie prin expresiile lor din tab.22.1. Ţinând 
cont şi de datele problemei se obţine: 

 g280g
635

178
a

g

Ga

16

127
G

40

89
1

1 ,@=®×=  (22.39) 

Cu expresiile din tab.22.1 se calculează forţele şi momentele de inerţie. 
 

Tabelul 22.2 

Corp 1 G280G
635

178
a

g

G
F 11i ,===  

Corp 2 G560G
635

356
a

g

G2
F 12i ,===  Gr560Gr

635

356
a

g

Gr2
M 12i ,===  

Corp 3 Gr840Gr
635

534
a

g

Gr3
M 13i ,===

Corp 4 G420Gr
1270

534
a

g2

G3
F 14i ,===  Gr3150Gr

2540

801
a

g8

Gr9
M 14i ,===  
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Pentru calculul reacţiunilor se utilizează metoda cinetostatică. Pe baza 
încărcărilor din fig.22.8 se scriu mai întâi ecuaţiile: 

Corpul 1: 0GFT 1i1 =-+  (22.40) 

Corpul 2: 0FG2TTT 2i132 =+--+  (22.41) 

 0MrTr2T 2i32 =-×-×  (22.42) 

Corpul 3: 0TH 4 =- acos  (22.43) 

 0TTG2V 43 =--- asin  (22.44) 

 0Mr2TrT 3i34 =+×-×  (22.45) 

Corpul 4: 0G2FFT f4i4 =--- asin  (22.46) 

 0G2N =- acos  (22.47) 

 02r3FMM fr4i =×-+ /  (22.48) 

 sNMr =  (22.49) 

Numărul de 10 ecuaţii este mai mare cu o unitatea faţă de numărul 
necunoscutelor ca urmare a faptului că prin metoda cinetostatică, aşa cum s-a arătat 
în cap.21.4, se poate calcula inclusiv acceleraţia sistemului. Ecuaţia suplimentară 
poate servi la verificarea corectitudinii calculului. 

Din ecuaţiile de mai sus se determină valorile reacţiunilor. 
 

Tabelul 22.3 

Nr. Relaţia de calcul Valoarea 

1 1i1 FGT -=  G7200,  

2 )( 2i2i12 M
r

1
FG2T

3

1
T +-+=  G9060,  

3 2i23 M
r

1
T2T -=  G2521,  

4 3i34 M
r

1
T2T -=  G6901,  

5 acos4TH =  G4411,  

6 asin43 TTG2V ++=  G0854,  

7 acosG2N =  G7321,  

8 sNMr =  Gr050,  

9 asinG2FTF 4i4f --=  G2430,  

 

Se poate observa că forţa de frecare are o valoare inferioară limitei la care 
apare alunecarea, respectiv: 

 G4330NFf ,lim == m  (22.50) 

Se confirmă prin aceasta rostogolirea fără alunecare a corpului 4 pe planul înclinat. 
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Problema 22.3. Sistemul cu două grade de libertate din fig.22.9 se pune în 
mişcare pornind din repaus. Să se calculeze acceleraţiile sistemului. 

Date: G, r, gGr4JJ 2
43 /== , 31=m , °= 30a  

Cerute: 33a e,  

Rezolvare: Sistemul propus este identic cu cel de la problema 21.2, astfel că datele 
necesare vor fi preluate de acolo. În tab.22.4 sunt indicate deplasările virtuale şi 
acceleraţiile. 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

Fig.22.9 

 
Lucrul mecanic virtual este: 

 
0yFFG2MM

yFG3yFGyFGL

55if44i33i

33i22i11i

=++---

--+-+-=

dadqdq

dddd

)sin(

)()()(
 (22.51) 

în care amm cosG2NFf == . Se fac înlocuirile în funcţie de 3yd  şi 3dq : 

0MFGrFGr2yFFG2
2

1

M
r2

1
FG3FGFGL

43i2i1i35if

4i3i2i1i

=----+++-

---+-+-=

dqda

d

])()([)]sin(

)()()[(

(22.52) 

Întrucât 0y3 ¹d  şi 03 ¹dq , sunt nule expresiile din parantezele drepte. Se obţin 
ecuaţiile: 

 

ïî

ï
í

ì

+-=

++++=+-

3i2i1i

5i4i3i2i1i

MrFrF2Gr

F
2

1
M

r2

1
FFFGG5 )cos(sin ama

 (22.53) 

Acest sistem este identic cu cel obţinut în problema 21.2 (rel.21.63) şi în consecinţă 
se vor obţine aceleaşi valori pentru cele doua acceleraţii (rel.21.64). 
  

Tabelul 22.4 

Nr. Mişc. Deplasări Acceleraţii 

1 T 
331 r2yy dqdd +=  331 r2aa e+=  

2 T 
332 ryy dqdd -=  332 raa e-=  

3 
T 

3yd  3a  

R 
3dq  3e  

4 R r2y34 /ddq =  r2a34 /=e  

5 T 2yy 35 /dd =  2aa 35 /=  

a 

2G 
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4 
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1 

 

G 
 

2 

5 

3G 
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23.   ECUAŢIILE LUI LAGRANGE 
 

23.1   Abstractizări în Mecanica Analitică 

 
Aspectele teoretice studiate în capitolele precedente pot fi transpuse într-o 

formă abstractizată, urmărindu-se stabilirea unor ecuaţii de mişcare cu un grad 
mare de generalizare, valabile pentru orice sistem mecanic cu mai multe grade de 
libertate. 

Numărul gradelor de libertate ale unui sistem mecanic oarecare este dat de 
numărul parametrilor poziţionali independenţi, care pot fi coordonate liniare sau 

unghiuri de poziţie. În acest context se introduce noţiunea de coordonată 
generalizată, notată prin litera q, oricare ar fi natura fizică a acesteia. Astfel, pentru 
un sistem având h grade de libertate vor exista h21 qqq ,,, K  coordonate 

generalizate; acestea sunt mărimi scalare variabile în raport cu timpul.  
Poziţia unui punct oarecare din sistem va depinde de aceste coordonate 

printr-un vector de poziţie având forma generală: 
 ),,...,,( tqqqrr h21=  (23.1) 

Deplasarea reală rd  a punctului se exprimă prin diferenţiala totală a unei funcţii 
de mai multe variabile: 
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= K  (23.2) 

Pentru viteza punctului se poate scrie relaţia: 
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== &K&&  (23.3) 

Deplasarea virtuală rd  este independentă de timp (t=const.) şi se exprimă 
printr-o relaţie analogă deplasării reale: 
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Lucrul mecanic virtual al unei forţe aplicată în punctul considerat este dat de 
produsul scalar: 
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Dacă asupra sistemului acţionează un număr de n forţe în tot atâtea puncte, 
aplicarea principiului lucrului mecanic virtual conduce la relaţia: 
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Se prelucrează această relaţie prin schimbarea ordinei de însumare: 
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419 

În continuare se introduce notaţia: 

 å
=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

¶

¶
×=

n

1j k

j
jk

q

r
FQ  (23.8) 

astfel că relaţia precedentă devine: 

 0qQqQqQqQL hh2211

h

1k
kk =+++== å

=
ddddd ...  (23.9) 

Mărimea kQ  poartă numele de forţă generalizată şi reprezintă totalitatea acţiunilor 

care pot produce o deplasare după coordonata kq . Se observă că kQ  are 

dimensiunea unei forţe dacă coordonata kq  este o deplasare liniară; kQ  are 

dimensiunea unui moment în cazul în care kq  este un unghi de poziţie. Trebuie 
făcută şi precizarea că în compunerea forţelor generalizate sunt incluse numai 
forţele şi momentele date, direct aplicate, nu şi reacţiunile din legături. 
 

23.2   Echilibrul sistemelor cu mai multe grade de libertate  
 

Deoarece deplasările virtuale sunt diferite de zero, condiţia rezultată din 
utilizarea principiului mecanic virtual la un sistem in echilibru este ca toate forţele 
generalizate să fie nule, respectiv: 
 0QQQ h21 ==== ...  (23.10) 

sau, sub altă formă: 

 ),,,( h21k0
q

r
FQ

n

1j k

j
jk K==÷÷
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ö
çç
è

æ

¶

¶
×= å

=
 (23.11) 

Se obţine astfel un număr de ecuaţii egal cu numărul gradelor de libertate ale 
sistemului din care se pot calcula fie forţele care asigură echilibrul într-o poziţie 
dată, fie poziţia sistemului când se cunosc forţele aplicate. Calculul reacţiunilor se 
poate face apoi utilizând metodele cunoscute din Statică. 

Problema 23.1 Să se determine poziţia de echilibru 
a sistemului cu două grade de libertate din fig.23.1. 
Date: l2ABOA == , PG,  

Cerute: 21 qq ,  

Rezolvare: Cele două coordonate generalizate sunt 
tocmai unghiurile de poziţie ale barelor: 
 2211 qq qq ==  (23.12) 

În sistemul de coordonate considerat, vectorii de 
poziţie ai punctelor de aplicaţie ale forţelor sunt: 

jl2l2il2l2r

jll2ill2r

jlilr

21213

21212

111

)coscos()sinsin(

)coscos()sinsin(

cossin

qqqq

qqqq

qq

+++=

+++=

+=

 

 (23.13) 
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Forţele aplicate în cele trei puncte sunt: 
 iPFjGFF 321 ===  (23.14) 

Forţele generalizate se calculează pe baza relaţiei (23.11): 
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Derivatele parţiale din aceste expresii se calculează după cum urmează: 
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 (23.16) 

Se fac înlocuirile în (23.15) aplicând regula de calcul a produselor scalare: 

 
0Pl2GlQ

0Pl2Gl2GlQ

222

1111

=+-=

=+--=

qq

qqq

cossin

cossinsin
 (23.17) 

Se obţine în final: 

 
G

P2

G3

P2
21 == qq tgtg  (23.18) 

Se poate observa că forţele generalizate au dimensiunea unor momente întrucât 
coordonatele generalizate sunt unghiuri de poziţie. 
 

23.3   Deducerea ecuaţiilor lui Lagrange 

 
Pentru studiul sistemelor mecanice cu mai multe grade de libertate aflate în 

mişcare se poate utiliza o metodă bazată pe ecuaţiile lui Lagrange, a căror deducere 
este prezentată în cele ce urmează. Metoda permite stabilirea ecuaţiilor de mişcare 
ale sistemelor la nivelul acceleraţiilor din care ulterior, prin integrare se pot obţine 
legile de mişcare la nivelul vitezelor şi deplasărilor. 

Se consideră un sistem mecanic cu h grade de libertate; pentru comoditatea 

tratării se va lua cazul unui sistem de n puncte materiale cu legături olonome 
reonome, ecuaţiile de mişcare obţinute putând fi extinse asupra oricărui alt sistem. 

Relaţiile de definiţie (23.1)÷(23.4) îşi păstrează valabilitatea. 
Pentru studiul mişcării unui punct material, lucrul mecanic virtual va include 

şi forţa de inerţie amFi -= , produsul scalar (23.5) luând forma: 
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Se aplică principiul lucrului mecanic virtual pentru toate cele n puncte materiale ale 

sistemului: 
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În continuare se inversează ordinea de însumare şi se dă factor comun kqd : 
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Deoarece deplasările virtuale sunt nenule, rezultă că sunt nule expresiile care le 
înmulţesc. Rezultă un sistem de h  ecuaţii având forma generală: 
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Această relaţie se mai poate pune sub forma: 
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În partea dreaptă a acestei relaţii se recunoaşte forţa generalizată din (23.11): 
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Aşa cum s-a arătat mai înainte, aceasta înglobează totalitatea acţiunilor din sistem 
care determină deplasarea după coordonata kq . Sistemul (23.23) va lua forma: 
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Acest sistem reprezintă ecuaţiile lui Lagrange de speţa I.  

Pentru facilitarea utilizării acestor ecuaţii în aplicaţiile practice se 
prelucrează expresia din paranteză care corespunde unui punct oarecare de rang j 

din sistem. Pentru simplificarea expresiilor se renunţă temporar la acest indice.  
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Se reaminteşte că regula de derivare a produsului a două funcţii oarecare )(tf  şi 

)(tg în raport cu timpul este:  
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Regula se aplică şi produsului scalar al unor funcţii vectoriale. În locul funcţiei f se 

introduce kqr ¶¶ /  iar în locul funcţiei g se introduce vm . 
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În cap.23.1 s-a definit viteza punctului prin relaţia: 
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Deoarece atât coordonatele generalizate kq  cât şi vitezele generalizate kq&  sunt 

independente, se verifică cu uşurinţă că: 
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 (23.30) 

Prin inversarea ordinei de derivare, ultimul termen din rel (23.28) devine: 
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Cu observaţia că 22 vvvv =×= , se revine în relaţia (23.26) 
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În această relaţie 2mvE 2
j /=  reprezintă energia cinetică a punctului de rang j 

considerat. În continuare se revine la primul termen din relaţia generală (25.25). 
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Sumele din paranteze reprezintă energia cinetică totală a sistemului: 
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Sistemul de ecuaţii (23.25) devine: 
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Această expresie reprezintă prima formă a ecuaţiillor lui Lagrange de speţa II. 
Dacă sistemul este acţionat numai de forţe conservative există o funcţie de 

forţă dependentă de coordonatele generalizate kq : 

 ),,,( h21 qqqUU K=  (23.36) 

În acest caz forţa generalizată se obţine printr-o relaţie de forma: 
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Se obţine în continuare forma a doua a ecuaţiilor lui Lagrange de speţa II: 
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Această formă este utilă mai ales în studiul vibraţiilor cu mai multe grade de 
libertate. Tipurile de forţe conservative uzuale pentru care există o funcţie de forţă 
(sunt importante în special forţele de greutate şi forţele elastice) au fost prezentate 
în capitolul 13.1.3. 
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Derivatele de ordinul întâi pot fi cumulate în partea stângă a relaţiei de mai 
sus, obţinându-se: 

  ( ) 0UE
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Se reaminteşte din cap.13.1.3 că funcţia de forţă este echivalentă energiei 
potenţiale luată cu semnul schimbat; în acest context suma dintre energia cinetică şi 
funcţia de forţă mai poartă şi denumirea de potenţial cinetic şi este definită ca 
funcţia lui Lagrange.  Pentru aceasta se introduce notaţia: 
 UE +=L  (23.40) 

Prin intermediul energiei cinetice această mărime este funcţie şi de vitezele 
generalizate kq& , astfel că: 
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Se obţine forma a treia a ecuaţiilor lui Lagrange de speţa II: 
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utilă în capitolele speciale ale Mecanicii Analitice. 
În aplicaţiile practice intervin şi forţe neconservative (forţe tehnologice, forţe 

de frecare, etc.); pentru acestea se calculează un lucru mecanic total de forma: 

 ),,,( h21 qqqLL K=  (23.43) 

Forţele generalizate se vor calcula în acest caz cu relaţia: 
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O altă situaţie este cea în care în sistem intervin şi forţe dependente de viteză, cum 
sunt cele de la amortizoarele hidraulice. Pentru acestea se poate calcula o funcţie 
disipativă de forma: 
 ),,,( h21 qqqDD &K&&=  (23.45) 

În acest caz expresia forţei generalizate se completează în modul următor: 
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Asupra modului în care se calculează funcţia de forţă şi funcţia disipativă se vor 
face precizări în continuare. 

Ecuaţiile Lui Lagrange, în oricare dintre formele prezentate, reprezintă un 
sistem de ecuaţii diferenţiale de ordinul II; numărul acestora este egal cu cel al 
gradelor de libertate ale sistemului mecanic respectiv. Prin integrarea analitică sau 
prin metode numerice a acestui sistem de ecuaţii, integrare care are în general 
soluţii unice, se obţin legile de mişcare la nivelul vitezelor şi deplasărilor. Soluţiile 
trebuie să satisfacă condiţiile iniţiale de forma 0kq )(  pentru poziţii şi 0kq )( &  pentru 

viteze. 

Utilizarea ecuaţiilor lui Lagrange la sisteme cu un singur grad de libertate 
este echivalentă metodei energiei cinetice expusă în cap.19.3. 
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23.4   Funcţia de forţă şi funcţia disipativă pentru cazurile uzuale 
 

Funcţia de forţă s-a definit în capitolul precedent prin relaţia generală: 
 ),,,( h21 qqqUU K=  (23.47) 

Forţele generalizate provin din aceasta prin derivatele parţiale: 

 )( h1k
q

U
Q

k
k ¸=

¶
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=  (23.48) 

Dacă într-un sistem există n forţe conservative, atunci funcţia de forţă a 
întregului sistem se obţine prin însumarea funcţiilor de forţă corespunzătoare 
fiecăreia dintre forţele respective: 

 å
=

=
n

1i
iUU  (23.49) 

Pentru a stabili relaţiile uzuale se consideră o forţă conservativă oarecare F 

coliniară cu deplasarea x; pentru aceasta se poate scrie: 

 ò +=®= CFdxU
dx

dU
F  (23.50) 

În această relaţie U este funcţia de forţă corespunzătoare numai forţei F iar C este o 

constantă de integrare. Dacă deplasarea are loc între două poziţii finite A şi B: 

atunci: 

 AB

B

A
LFdxU == ò  (23.51) 

Se observă că funcţia U  corespunde lucrului mecanic efectuat de forţă între cele 
două poziţii. Se analizează în continuare funcţia de forţă corespunzătoare forţelor  
conservative uzuale întâlnite la sistemele mecanice. 

a) forţa de greutate 
Pentru greutatea corpului care coboară pe 

verticală (fig.23.2, a) funcţia de forţă este: 

 GydyGLU
y

0
AB === ò  (23.52) 

Considerând yq = , este evident că: 
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y

U
Q =

¶
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=  (23.53) 

Pentru corpul care urcă (fig.23.2, b): 

 GyLU AB -==  (23.54) 

În acest caz: 

 G
y

U
Q -=

¶
¶

=  (23.55) 

Coordonata q este o deplasare liniară şi Q are dimensiunea unei forţe. Se observă 
că forţa Q este pozitivă, indiferent de sistemul de referinţă considerat, dacă 
acţionează în sensul creşterii coordonatei q (lucrul mecanic este motor). 

 

 
 

 

 
 a) b) 

 Fig.23.2 
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Pentru cazul particular al unei 
bare articulată într-un punct fix O  

(fig.23.3, a), bară care oscilează în 
jurul poziţiei verticale, funcţia de 
forţă este dată de relaţia: 
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2

l
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 (23.56) 

Considerând q=q se obţine: 
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 (23.57) 
Dacă punctul de articulare se găseşte 
în parte inferioară (fig.23.3,b): 

 )cos( q-=== 1
2

l
GGhLU AB  (23.58) 

Se deduce în continuare: 

 )(sin GM
2

l
G

U
Q O==

¶
¶

= q
q

 (23.59) 

Deoarece coordonata q este în acest caz un unghi de poziţie, Q este de natura unui 

moment. Şi în acest caz se constată că Q este pozitivă dacă acţionează în sensul de 
creştere al coordonatei q (lucrul mecanic este motor). 
 

b) forţa elastică 

Forţa de rezistenţă opusă de un arc atunci când este alungit sau comprimat 
este proporţională cu deformaţia acestuia faţă de poziţia în stare liberă prin 
intermediul unei constante elastice notată k. Valoarea acestei constante depinde de 

dimensiunile arcului şi de materialul din care este confecţionat. 
La o deplasare x faţa de poziţia liberă a 

uneia dintre extremităţi (fig.23.4), păstrând fixă 
cealaltă extremitate, forţa elastică exercitată asupra 
corpului de legătură este întotdeauna îndreptată în 
sens invers deplasării: 
 kxFe -=   (23.60) 

Funcţia de forţă va fi dată de relaţia: 

 2
x

0

x

0
eAB kx

2

1
dxkxdxFLU -=-=== òò  (23.61) 

Dacă în cadrul unui sistem care conţine arcul respectiv se alege drept coodronată 
generalizată xq =  se obţine: 

 eFkx
x

U
Q =-=

¶
¶

=  (23.62) 

Se observă că lucrul mecanic al unui resort este întotdeauna rezistent. 
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Dacă amândouă extremităţile arcului sunt mobile 
(fig.23.5) deformaţia  este dată de diferenţa de deplasare a 

acestora, respectiv 12 xxx -= ; forţa elastică va fi: 

 )( 12e xxkF --=  (23.63) 

Înlocuind în (23.61) se obţine funcţia de forţă: 

 2
12 xxk

2

1
U )( --=  (23.64) 

Dacă se alege 11 xq =  şi 22 xq = , atunci forţele generalizate corespunzătoare vor fi: 

 e1212
1

21 Fxxkx2x2k
2

1

x

U
QQ =--=--=

¶
¶

== )()(  (23.65) 

Funcţia disipativă, notată prin D, se întâlneşte în special la dispozitivele 
pentru amortizarea vibraţiilor. Dacă un astfel de dispozitiv este un cilindru 
hidraulic (fig.23.6), forţa de rezistenţă aF  este proporţională cu viteza pistonului 
prin intermediul unei constante de amortizare notată c. Valoarea constantei depinde 
de caracteristicile constructive ale amortizorului. În stare de repaus forţa de 
amortizare este nulă. Legătura dintre forţa de amortizare şi funcţia disipativă este: 

 
dv

dD
cvFa =-=  (23.66) 

Funcţia D se poate defini prin relaţia generală: 

 ò += CdvFD a  (23.67) 

în care C este o constantă de integrare; detaliind 
această relaţie se obţine: 

 Cxc
2

1
Ccv

2

1
CdvvcD 22 +-=+-=+-= ò &  (23.68) 

Dacă se consideră xq = , atunci forţa generalizată are expresia: 

 xc
x

D

q

D
Q &

&&
-=

¶
¶

=
¶
¶

=  (23.69)  

Dacă ambele extremităţi sunt mobile (fig.23.7), forţa de amortizare va depinde de 
viteza relativă a pistonului în raport cu cilindrul, respectiv: 
 )()( 12ABrela xxcvvccvF && --=--=-=  (23.70) 

În acest caz funcţia disipativă va lua forma: 

 Cxxc
2

1
D 2

12 +--= )( &&  (23.71) 

Dacă în sistem sunt mai multe amortizoare se 
calculează o funcţie generală: 

 å= iDD  (23.72) 

Pentru un sistem cu mai multe grade de libertate: 

 )( h1k
q

D
Q

k
k ¸=

¶
¶

=
&

 (23.73) 
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23.5   Aplicaţii ale ecuaţiilor lui Lagrange 

 

23.5.1   Sisteme cu un grad de libertate 

 
Pentru sistemele cu un singur grad de libertate există o singură coordonată 

generalizată q şi se alcătuieşte o singură ecuaţie Lagrange, forma generală fiind: 

 
q

U
Q

q

E

q

E

dt

d

¶
¶

==
¶
¶

-÷÷
ø

ö
çç
è

æ

¶
¶
&

 (23.74) 

La sistemele mecanice obişnuite, formate din corpuri solide rigide, energia cinetică 
depinde numai de viteze, nu şi de deplasări, astfel că 0qE =¶¶ . 

 
Problema 23.2 Sistemul din fig.23.8 se pune 

în mişcare sub acţiunea greutăţii proprii pornind 
din repaus. Să se găsească acceleraţia sistemului. 
Date: G, P, 2J , r, R Cerute: 1a  

Rezolvare: Se alege 1yq =  şi se alcătuieşte tabelul 
cinematic: 

Tabelul 23.1 

Nr. Mişc. Deplasări Viteze Acceleraţii 

1 T 1y  11 yv &=  111 yva &&& ==  

2 R Ry12 /=q  Rv12 /=w  Ra12 /=e  

3 T 13 yRry ×= /  13 vRrv ×= /  13 aRra ×= /  

Energia cinetică  a sistemului este: 

 ÷
ø

ö
ç
è

æ ++=++=
R

r
P

R

1
JgG

g2

v
v

g

P

2

1
J

2

1
v

g

G

2

1
E

2

2
12

3
2
22

2
1 w  (23.75) 

Funcţia de forţă este: 

 ÷
ø

ö
ç
è

æ -=-=
R

r
PGyPyGyU 131  (23.76) 

Cu observaţia că 11 vyq == &&  se calculează primul termen al ecuaţiei Lagrange: 

 ÷
ø

ö
ç
è

æ ++=÷÷
ø

ö
çç
è

æ

¶
¶

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ

¶
¶

R

r
P

R

1
gJG

g

a

v

E

dt

d

q

E

dt

d
22

1

1&
 (23.77) 

Se calculează în continuare forţa generalizată: 

 
R

r
PG

y

U

q

U
Q

1

-=
¶
¶

=
¶
¶

=  (23.78) 

Se fac înlocuirile în ecuaţia Lagrange şi se obţine în final: 

 g
RrPRgJG

RrPG
a

2
2

1 ×
++

-
=  (23.79) 
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Problema 23.3: Sistemul din fig.23.9 este acţionat de cuplul motor M şi se 
pune în mişcare pornind din repaus. Să se calculeze acceleraţia sistemului şi  
tensiunea din firul de legătură între corpurile 2 şi 3. 

Date: 81gGr3JGr3MrG 2
2 /,,,, === m , g2GrJJ 2

31 ==  

Cerute: 231 T,e  

Rezolvare: Se alege coordonata 1q q= . Ecuaţia 
Lagrange are în acest caz forma: 

 
1111

LUEE

dt

d

qqqq ¶
¶

+
¶
¶

=
¶
¶

-÷÷
ø

ö
çç
è

æ

¶
¶
&

 (23.80) 

Tabelul cinematic are următoarea configuraţie: 
Tabelul 23.2 

Nr. Mişc. Deplasări Viteze Acceleraţii 

1 R 1q  11 qw &=  111 qwe &&& ==  

2 
T 12 ry q=  12 rv w=  11 ra e=  

R 212 qq =  212 ww =  212 ee =  

3 R 23 13 qq =  23 13 ww =  23 13 ee =  

4 T 2r3x 14 q=  2r3v 14 w=  2r3a 14 e=  

Se calculează energiile cinetice ale corpurilor componente: 

 

2
1

2
2
444

2
1

2
2
333

2
1

2
2
22

2
222

2
1

2
2
111

g

Gr

4

9
vm

2

1
E

g

Gr

16

9
J

2

1
E

g

Gr

8

15
J

2

1
vm

2

1
E

g

Gr

4

1
J

2

1
E

www

wwww

×==×==

×=+=×==

 (23.81) 

Se calculează în continuare energia cinetică totală a sistemului: 

 2
1

24

1i
i

g

Gr

16

79
EE w== å

=
 (23.82) 

Funcţia de forţă se calculează numai pentru greutatea corpului 3: 

 12 Gr3Gy3U q==  (23.83) 

Cu observaţia că G2F f ×= m , lucrul mecanic al forţelor neconservative este: 

 14f1 Gr
8

21
xFML qq =-=  (23.84) 

Primul termen al ecuaţiei Lagrange se obţine derivând energia cinetică: 

 1

2

11 g

Gr

8

79E

dt

dE

dt

d
e

wq
=÷÷
ø

ö
çç
è

æ

¶
¶

º÷÷
ø

ö
çç
è

æ

¶

¶
&

 (23.85) 

Forţa generalizată se calculează în modul următor: 

 Gr
8

45LU
Q =

¶
¶

+
¶
¶

=
qq

 (23.86) 

Deoarece coordonata q este un unghi, Q are dimensiunea unui moment. 
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Se fac înlocuirile în ecuaţia (23.80) şi rezultă: 

 
r

g
570

r

g

79

45
1 ,@=e  (23.87) 

Pentru calculul tensiunii 23T  se utilizează 
metoda impulsului aplicată corpurilor 3 şi 4. Cu 

notaţiile din fig.23.10 se scriu ecuaţiile: 

 
rTrTJ

FTam

342333

f3444

-=

-=

e
 (23.88) 

din care, efectuând calculele, rezultă: 

 G382G
158

377
NamJ

r

1
T 443323 ,@=++= me  (23.89) 

 

23.5.2   Sisteme cu mai multe grade de libertate 

 
Pentru sistemele cu mai multe grade de libertate ecuaţiile lui Lagrange au 

forma generală stabilită anterior: 

 )( h1k
q

L

q

U
Q

q

E

q

E

dt

d

kk
k

kk

¸=
¶
¶

+
¶
¶

==
¶
¶

-÷÷
ø

ö
çç
è

æ

¶
¶
&

 (23.90) 

Problema 23.4  Sistemul din fig.23.11 se pune în mişcare sub acţiunea 
greutăţilor proprii pornind din repaus. Se cere să se determine acceleraţiile. 

Date: G, r, gGr4JJ 2
43 /== , 81=m  

Cerute: 33a e,  

Rezolvare: Drept coordonate se aleg 

31 yq =  şi 32q q=  astfel că ecuaţiile 
lui Lagrange vor lua în acest caz 
forma: 

 

2
33

1
33

Q
EE

dt

d

Q
y

E

y

E

dt

d

=
¶
¶

-÷÷
ø

ö
çç
è

æ

¶

¶

=
¶
¶

-÷÷
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ö
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è

æ

¶
¶

qq&

&

 (23.91) 

Forţele generalizate vor fi: 

 

33
2

33
1

LU
Q

y

L

y

U
Q

qq ¶
¶

+
¶
¶

=

¶
¶

+
¶
¶

=

 (23.92) 

În tab.23.3 sunt date relaţiile cinema-
tice în funcţie de coordonatele alese. 
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Tabelul 23.3  

Corp Deplasări Viteze Energia cinetică 

1 T 331 r2yy q+=  331 r2vv w+=  )( 2
3

2
33

2
3

2
111 r4rv4v

g

G

2

1
vm

2

1
E ww ++==  

2 T 332 ryy q-=  332 rvv w-=  )( 2
3

2
33

2
3

2
222 rrv2v

g

G

2

1
vm

2

1
E ww +-==  

3 

T 3y  3v  
2
3

2
33tr3 v

g

G

2

3
vm

2

1
E ==  

R 3q  3w  
2
3

22
32rot3 r

g

G2
J

2

1
E ww ==  

4 R r2y34 /=q  r2v34 /=w  
2
3

2
444 v

g

G

2

1
J

2

1
E == w  

5 T 2yx 35 /=  2vv 35 /=  
2
3

2
555 v

g

G

4

1
vm

2

1
E ==  

Energia cinetică totală a sistemului, după însumare, rezultă: 

 ÷
ø

ö
ç
è

æ ++= 2
3

2
33

2
3 r

2

5
rvv

4

13

g

G
E ww  (23.93) 

Ţinând cont că 33 vy =&  şi 33 wq =&  se calculează derivatele energiei cinetice: 
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g

G
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d
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ø
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ö
ç
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¶

 (23.94) 

Funcţia de forţă şi lucrul mecanic se determină cu relaţiile: 
 )( 33321 ry5GGy3GyGyU q+=++=  (23.95) 

 3
3

5f Gy
8

1

2

y
G2xFL -=××-=-= m  (23.96) 

Derivatele acestora sunt: 

 Gr
U

G5
y

U

33

=
¶
¶

=
¶
¶

q
 0

L
G

8

1

y

L

33

=
¶
¶

-=
¶
¶

q
 (23.97) 

Forţele generalizate (23.92) vor avea valorile: 
 GrQ8G39Q 21 ==  (23.98) 

Se fac înlocuirile în ecuaţiile (23.91) şi, după simplificări se obţine sistemul: 
 gr5a8g39r2a13 3333 =+=+ ee  (23.99) 

din care se determină: 

 
r

g
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r

g
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g7420g

252

187
a 33 ,, @=@= e  (23.100) 
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24.   DINAMICA SISTEMELOR OSCILANTE 

 

24.1   Generalităţi 
 

În cap.14 a fost studiată pe larg mişcarea oscilatorie a punctului material 
utilizând teorema impulsului la stabilirea ecuaţiei diferenţiale a mişcării acestuia. 
S-a analizat în detaliu modul de integrare al acestei ecuaţii precum şi cazurile 
particulare provenite din raportul parametrilor funcţionali. Noţiunile introduse şi 
notaţiile utilizate îşi păstrează valabilitatea şi în dinamica corpurilor sau sistemelor 
de corpuri cu mişcări oscilante. 

În aplicaţiile practice prezintă un interes deosebit mişcările oscilatorii de 
mică amplitudine, cunoscute drept vibraţii mecanica. Asupra acestora există o 
vastă literatură de specialitate, depăşind cu mult obiectivul prezentei lucrări. 

Prezentul capitol se limitează la utilizarea ecuaţiilor lui Lagrange pentru 
stabilirea ecuaţiilor diferenţiale ale mişcarii sistemelor mecanice cu mişcări 
oscilatorii, cu unul sau mai multe grade de libertate, luând în considerare şi cazul 
micilor oscilaţii ale acestora. 

Se face precizarea că la corpurile cu mişcări de rotaţie, în cadrul micilor 
oscilaţii variaţia unghiului de poziţie se limitează la °¸±= 65q faţa de poziţia de 
echilibru; între aceste limite se pot face pentru funcţiile trigonometrice uzuale 
aproximaţii de forma qq @sin  şi 1@qcos . 

Se consideră necesară reluarea studiului oscilatorului liniar utilizând 
ecuaţiile lui Lagrange întrucât sistemele cu un grad de libertate pot fi analizate în 
mod asemănător acestuia. 
 

24.2   Oscilatorul liniar 

 

Se consideră cazul general al unui oscilator liniar cu 
mişcarea pe verticală, compus dintr-o masă suspendată de un 
arc şi de un amortizor montat în paralel cu arcul (fig.24.1). 
Asupra acestuia acţionează o forţă perturbatoare armonică de 

forma: 

 ptFF 0p cos=  (24.1) 

în care 0F  este amplitudinea forţei iar p este pulsaţia acesteia. 
Considerând drept coordonată generalizată deplasarea y a 

masei faţă de poziţia de echilibru, ecuaţia Lagrange pentru 
oscilator va avea forma generală: 
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 (24.2) 

Energia cinetică a oscilatorului este: 

 22 ym
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1
E &==  (24.3) 
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Derivatele acesteia sunt: 

 0
y

E
ym

y

E

dt

d
ym

y

E
=

¶
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ö
çç
è

æ

¶
¶

®=
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&
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 (24.4) 

În legătură cu funcţia de forţă trebuie făcută o precizare importantă. Forţele 

conservative în acest caz sunt greutatea masei oscilante .constmgG ==  şi forţa 

elastică eF  aplicată de arc.  Aceasta din urmă are două componente, una statică, 

constantă esF  datorată pretensionării arcului şi alta dinamică, variabilă edF : 

 edese FFkykfyfkF +=--=+-= )(  (24.5) 

În această relaţie f este deformaţia statică a arcului sub acţiunea greutăţii. Greutatea 
este echilibrată de componenta statică, astfel că 0FG es =+ . Pe baza acestei 

observaţii derivata funcţiei de forţă devine: 

 kyFFFGFG
y

U
ededese -==++=+=

¶
¶

 (24.6) 

ceea ce conduce la concluzia că greutatea nu mai intervine în expresia funcţiei de 
forţă: 

 2ky
2

1
U -=  (24.7) 

Aşa cum s-a arătat şi în cap.14.2, oscilaţia are loc în jurul unei poziţii deplasată cu 
deformaţia statică a arcului faţă de poziţia în stare liberă a acestuia. Observaţia 
aceasta este valabilă pentru orice situaţie de pretensionare a elementului elastic al 
unui oscilator, oricare ar fi configuraţia acestuia. 

Forţa perturbatoare pF  se regăseşte în calculul lucrului mecanic al forţelor 

neconservative: 

 ptFF
y

L
yFL 0pp cos==

¶
¶

®=  (24.8) 

Funcţia disipativă şi derivata acesteia se calculează cu relaţia: 

 a
22 Fyc

y

D
yc

2

1
cv

2

1
D =-=

¶
¶

®-=-= &
&

&  (24.9) 

Se fac înlocuirile în ecuaţia Lagrange (24.2) şi se ordonează termenii după 
ordinul derivatelor: 

 ptFkyycym 0 cos=++ &&&  (24.10) 

Se introduc pentru constantele din ecuaţie notaţiile: 

 
m

F
q

m

k

m2

c 0=== wa  (24.11) 

a căror semnificaţie a fost expusă în cap.14. Se reaminteşte că w  reprezintă 
pulsaţia proprie a oscilatorului iar a  este factorul de amortizare. 

Ecuaţia (24.10) ia forma: 

 ptqyy2y 2 cos=++ wa&&&  (24.12) 

Se recunoaşte ecuaţia diferenţiala generală (14.5) a mişcării oscilatorului. 
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Cazurile particulare care derivă din această ecuaţie generală sunt: 
– oscilaţia liberă fără amortizare ( 0q0 == ,a ): 

 0yy0kyym 2 =+®=+ w&&&&  (24.13) 

– oscilaţia liberă cu amortizare ( 0q0 =¹ ,a ): 

 0yy2y0kyycym 2 =++®=++ wa&&&&&&  (24.14) 

– oscilaţia forţată fără amortizare ( 0q0 ¹= ,a ): 

 ptqyyptFkyym 2
0 coscos =+®=+ w&&&&  (24.15) 

– oscilaţia forţată cu amortizare ( 0q0 ¹¹ ,a ), ecuaţiile (24.10) şi (24.12). 
Modul de integrare al acestor ecuaţii este analizat pe larg în cap.14. 

Se poate pune în evidenţă şi un aspect energetic al oscilatorului. Considerând 
oscilaţia liberă fără amortizare, prima ecuaţie (24.13) poate fi prelucrată prin 
înmulţirea cu y& : 

 0ykyyym =×+× &&&&  (24.16) 

În această relaţie se poate recunoaşte derivata în raport cu timpul: 

 0ky
2

1
ym

2

1

dt

d 22 =÷
ø

ö
ç
è

æ +&  (24.17) 

S-a arătat în cap.13 că funcţia de forţă reprezintă energia potenţială cu semnul 
schimbat, astfel ca se poate scrie: 

 2ky
2

1
UV =-=  (24.18) 

Relaţia (24.17) devine: 

 ( ) .constVEE0VE
dt

d
m =+=®=+  (24.19) 

Faptul că energia mecanică rămâne constantă în timp demonstrează 
caracterul conservativ al oscilaţiei libere; energia cinetică comunicată iniţial 
oscilatorului se transformă în energie potenţială acumulată de arc; după atingerea 

deformaţiei extreme a arcului, energia potenţială se retransformă în energiei 
cinetică. Acest proces reversibil se întinde pe toată durata oscilaţiei. 

Lucrul mecanic introdus în oscilator de forţa perturbatoare face ca energia 
mecanică a acestuia sa fie variabilă, efectul manifestându-se în funcţie de raportul 
între pulsaţia proprie w  a oscilatorului şi pulsaţia p a forţei perturbatoare. Funcţia 
disipativă, permanent negativă, reprezintă pierderea de energie datorată amortizării 
oscilaţiei. 

Un alt aspect legat de oscilatorul liniar îl reprezintă situaţia când elementul 
elastic este format din mai multe arcuri diferite, legate în serie sau în paralel. 
Acestea pot fi înlocuite formal printr-un singur arc având o constantă elastică 
echivalentă, notată echk .  

La montarea în serie (fig.24.2, a) forţa elastică solicită în mod egal ambele 
arcuri, deformaţiile lor sunt însă diferite; suma acestora este deformaţia totală. 
Ţinând cont şi de relaţia între forţa elastică şi deformaţie rezultă: 
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(24.20) 

Se obţine în continuare: 
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Pentru cazul a n arcuri legate in serie, relaţia de 
mai sus se generalizează: 
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(24.22) 

Forţa elastică se distribuie cu valori diferite la 
arcurile montate în paralel (fig.24.2, b); 

deformaţia lor este însă aceeaşi: 
 ykykykFFF 21ech21e +=®+=  (24.23) 

Se obţine: 
 21ech kkk +=  (24.24) 

Generalizarea montării mai multor arcuri în paralel conduce la relaţia: 

 å
=

=
n

1i
iech kk  (24.25) 

 

24.3   Sisteme cu un grad de libertate 

 
Problema 24.1 Se consideră 
sistemul din fig.24.3 reprezentat în 
poziţia de echilibru.  
Date: 

Corp 1: mm1 =  

Corp 2: ,,, r2Rrm2m2 ==  

 2
2 mr4J =  

Corp 3: r6lOCm3m3 === ,  

r23lBCABOA ==== /  

Forţa perturbatoare: ptFF 0p cos=  

.).,( constpconstF0 ==  

Condiţii iniţiale )( 0tla = : 

0101 vyyy == &,  

Cerute: Pentru situaţia în care sistemul execută mici oscilaţii, să se determine: 
–  ecuaţia difererenţială a mişcării pentru oscilaţia liberă neamortizată; 
–  pulsaţia proprie a oscilatorului, perioada şi frecvenţa oscilaţiilor; 
–  legea de mişcare pentru cazul oscilaţiei libere neamortizată; 
–  ecuaţia diferenţială a mişcării în cazul oscilaţiei forţate cu amortizare. 
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Rezolvare: Drept coordonată generalizată se consideră deplasarea corpului 1, 

respectiv 1yq =  şi 11 yvq && == . Ecuaţia Lagrange are în acest caz forma generală: 
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d
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¶
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 (24.26) 

Tabelul cinematic are configuraţia următoare: 
Nr. T / R  Deplasări Viteze 

1 T 1y  11 yv &=  

2 R ry12 =q  rv12 =w  

3 R r3y13 =q  r3v13 =w  

Energia cinetică se calculează pentru fiecare corp în modul următor: 

 2
11 mv
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1
E =  (24.27) 2
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E == w  (24.28) 
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== ww  (24.29) 

Energia cinetică totală este: 
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Derivatele acesteia sunt: 
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 (24.31) 

Pentru cazul oscilaţiei libere fără amortizare, forţa generalizată este: 

 
1

bara

1

arc
1

y

U

y

U
QQ

¶

¶
+

¶

¶
==  (24.32) 

Pe baza celor arătate în capitolul precedent, nu se ia în considerare greutatea 
corpului 1. Pornind de la relaţia (24.7) se fac pentru arc următoarele calcule: 

 13B y
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4
OBx =×= q  (24.33) 2
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2
Barc ky

9

8
kx

2

1
U -=-=  (24.34) 
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 (24.35) 

Pentru funcţia de forţă a barei 3 se porneşte de la relaţia (23.58): 

 )cos()cos( 333bara 1mgr91
2

l
GU qq -=-=  (24.36) 

Această relaţie se adaptează pentru cazul micilor oscilaţii luând numai primii doi 
termeni din dezvoltarea în serie a funcţiei trigonometrice cosinus, respectiv: 
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33
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1
1 qq -=cos  (24.37) 
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Forţa generalizată (24.32) devine: 
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æ +-=  (24.40) 

Se fac în continuare înlocuirile în relaţia (24.26) şi se ordonează termenii: 
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Se recunoaşte ecuaţia generală a unei oscilaţii libere neamortizată (cap.14.2). În 
această ecuaţie: 
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16
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1
-=w  (24.42) 

reprezintă pulsaţia proprie a micilor oscilaţii ale sistemului dat. Perioada şi 
frecvenţa acestor oscilaţii sunt date de relaţiile: 

 
w
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T =  (24.43) 
p
w
2T

1
f ==  (24.44) 

Legea de mişcare a sistemului, obţinută prin integrarea ecuaţiei (24.41), este o 
oscilaţie armonică descrisă de relaţiile: 
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 (24.45) 

Pe baza relaţiilor (14.19), în funcţie de condiţiile iniţiale, amplitudinea şi faza 
acestor oscilaţii au expresiile: 
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0 vyA )( w+=  (24.46) )(arctg 00 vy wj =  (24.47) 

Funcţia disipativă se calculează în funcţie de viteza punctului A: 
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Forţa generalizată corespunzătoare funcţiei disipative va fi: 
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Lucrul mecanic al forţelor neconservative şi forţa generalizată  corespun-

zătoare se calculează numai pentru forţa perturbatoare aplicată corpului 1: 

 1p yFL =  (24.51) ptFF
y

L
Q 0p

1
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¶
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=  (24.52) 

În cazul oscilaţiei forţate cu amortizare, forţa generalizată totală este: 
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Ecuaţia diferenţială a mişcării se obţine făcând înlocuirile în relaţia (24.26): 
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Modul în care decurge oscilaţia depinde de datele constructive şi funcţionale 
care intervin în această ecuaţie. 
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Fig.24.4 

 

24.4   Sisteme cu mai multe grade de libertate 

 

La sistemele oscilante cu mai multe grade de libertate se pot pune în 
evidenţă o serie de aspecte noi. Ele vor fi evidenţiate analizând un sistem simplu, 
cu două grade de libertate, prezentat în continuare. 

Problema 24.2 Se consideră sistemul din fig.24.4 care execută mici oscilaţii 
în raport cu poziţia de echilibru; se neglijeaza frecările dintre corpuri şi suprafaţa 
de sprijin orizontală. Corpul 2 se rostogoleşte fără alunecare. 

Date: kRm ,,  

mmm4m 21 == ,  

Rv2mRJ 22
2

2 // == w  

Cerute:  
– pulsaţiile proprii, 
– modurile proprii de vibraţie, 
– ecuaţia generală de mişcare. 

 

Rezolvare: Drept coordonate generalizate se consideră deplasările celor două 
corpuri, respectiv 1x  şi 2x . Cele două ecuaţii Lagrange vor  alcătui sistemul format 
din ecuaţiile: 
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Energia cinetică a oscilatorului este: 
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Funcţia de forţă se referă în acest caz numai la cele două arcuri identice: 
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Derivatele parţiale din sistem sunt: 
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Ecuaţiile Lagrange (24.55) devin: 
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S-a obţinut un sistem de două ecuaţii diferenţiale de ordinul II, omogene, cu 
coeficienţi constanţi. Pentru integrarea acestuia se porneşte de la soluţii de forma 
unor oscilaţii armonice: 

k 

 

k 
4m m,R 

 

1 2
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 )sin()sin( jwjw +=+= tBxtAx 21  (24.61) 

în care A şi B sunt amplitudinile acestora iar w  reprezintă pulsaţia proprie. Aceste 
expresii, împreună cu derivatele lor de ordinul II: 

 )sin()sin( jwwjww +-=+-= tBxtAx 2
2

2
1 &&&&  (24.62) 

se introduc în sistemul de mai sus. După efectuarea simplificărilor şi ordonarea 
termenilor rezultă: 

 
ï
î

ï
í

ì

=×-+×-

=×-×-

0Bm
2

3
kAk

0BkAm4k2

2

2

)(

)(

w

w
 (24.63) 

Sistemul obţinut este liniar şi omogen în raport cu amplitudinile A şi B. 

Pentru ca acesta să admită soluţii reale (soluţiile nule ar corespunde absenţei 
oscilaţiilor), este necesar ca determinantul coeficienţilor sa fie nul. 
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Din această condiţie rezultă relaţia: 

 0kkm7m6 2242 =+- ww  (24.65) 

care reprezintă ecuaţia pulsaţiilor proprii pentru sistemului oscilant considerat. 
Aceasta este o ecuaţie bipatrată cu rădăcinile: 
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Rezultă în final: 
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Pulsaţiile proprii sunt mărimi strict pozitive, astfel că deşi ecuaţia pulsaţiilor proprii 
(24.65) este de gradul 4 se obţin numai două soluţii. 

Se poate observa că valorile pulsaţiilor obţinute depind numai de 
caracteristicile constructive ale sistemului oscilant (de aici derivă şi denumirea de  
pulsaţii proprii). Se mai poate constata că numărul pulsaţiilor proprii ale unui 
sistem este egal cu numărul gradelor sale de libertate (două în cazul acestei 
aplicaţii). Atunci când sistemul oscilează cu una dintre pulsaţiile proprii, se spune 
că se află intr-un mod propriu de oscilaţie; vor exista în consecinţă atâtea moduri 
proprii câte pulsaţii proprii, respectiv grade de libertate are sistemul. 

Ecuaţiile (24.63) permit stabilirea unui raport între amplitudinile A şi B. 
Luând, de exemplu, prima ecuaţie se poate calcula raportul: 
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Se înlocuiesc valorile pulsaţiilor proprii obţinute mai sus: 
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Aceleaşi valori se obţin dacă se utilizează cea de a doua ecuaţie (24.63). Rapoartele 

1m  şi 2m se numesc coeficienţi de distribuţie. 

Cu valorile astfel determinate se pot scrie, pornind de la soluţiile iniţiale 
(24.61), ecuaţiile corespunzătoare fiecărui mod de oscilaţie: 
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Relaţiile corespunzătoare fiecăruia din modurile proprii reprezintă câte o 
soluţie particulară a sistemului de ecuaţii diferenţiale (24.60) de la care s-a pornit. 

Soluţia generală se obţine pe principiul suprapunerii efectelor, respectiv prin 
însumarea soluţiilor particulare: 
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Introducerea coeficienţilor de distribuţie permite reducerea numărului constantelor 
de integrare care trebuiesc determinate pe baza condiţiilor iniţiale. La ecuaţiile de 
mai sus se adaugă şi cele ale derivatelor de ordinul 1: 
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Pentru sistemul dat condiţiile iniţiale se referă la valorile ( ) ( ) ( ) ( )
02020101 xxxx && ,,,  iar 

necunoscutele sunt în număr egal, respectiv 2121 AA jj ,,, . Determinarea efectiva 

se poate face fie algebric fie utilizând un program de calcul. 
S-a arătat mai sus că pulsaţiile proprii ale unui oscilator cu mai multe grade 

de libertate şi modurile proprii de oscilaţie sunt caracteristicile constructive ale 
unui oscilator, dependente de masele şi elementele elastice din configuraţia lui. 
Determinarea acestora pe cale analitică sau experimentală este importanta în 
special în cazul oscilaţiilor forţate, atunci când pulsaţia forţei perturbatoare devine 
egală cu vreuna din pulsaţiile proprii. În acest caz poate interveni fenomenul de 
rezonanţă, cu efectul negativ de amplificare prezentat anterior. 
 


