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1 INTRODUCERE
1.1 Notiuni generale

Avand in vedere tematica prezentei lucriri, respectiv analiza pozitionala,
cinematicd si dinamica a mecanismelor plane formate pe baza grupelor structurale
binare (diade), in cele ce urmeaza se face o succinta trecere in revista a principalelor
notiunilor utilizate. O tratare exhaustiva a acestora apartine disciplinei Teoria
Mecanismelor si Masinilor.

Din punctul de vedere al Mecanicii, disciplina importanta a pregatirii generale
ingineresti, prin mecanism se intelege un sistem de corpuri solide rigide aflate in
interactiune mecanica, sistem care primeste, transforma sau transmite o migcare intr-
un scop tehnologic bine determinat. La un mecanism plan deplasarile acestor corpuri
se efectueaza in acelasi plan sau, in functie de particularitatile constructive, in plane
paralele. in baza definirii din Mecanici corpurile au o miscare plan-paraleld; rotatia
si translatia in plan sunt cazuri particulare ale acesteia.

Corpurile care compun un mecanism
sunt legate intre ele prin cuple cinematice; la
mecanismele plane amintite mai sus acestea
sunt de tipul articulatie plana (cilindrica) si
culisa cu translatie rectilinie. Reprezentarea
grafica a acestora este prezentata in fig.1.1.

Un mecanism este legat prin una sau
mai multe cuple cinematice la un suport fix;
in cadrul schemei cinematice acesta
reprezinti ~ baza  mecanismului.  Din
configuratia reald a bazei intereseazd numai
pozitiile cuplelor cinematice respective.

Deoarece corpurile pot avea forme
constructive  diverse, pentru  analiza
cinematicd si dinamicd a unui mecanism se
poate recurge la o schema grafica simplificata
numitd schemd cinematicd, corespunzatoare
din punct de vedere structural si functional
mecanismului considerat (fig.1.2). In cadrul
acestei scheme corpurile reale sunt Fig.1.2
reprezentate prin linii drepte (analoge barelor
rectilinii) care unesc intre ele centrele geometrice ale cuplelor cinematice mentionate
mai sus si, dupa caz, punctele de interes din configuratia corpurilor (altele decat
cuplele cinematice). Schema cinematica va fi astfel compusa din elemente, fiecare
element corespunzand, prin dimensiunile liniare si unghiulare unui corp real.

Elementele succesive din cadrul unei scheme alcatuiesc un lant cinematic.
Dacé elementul initial si cel final sunt legate la baza, se spune ca lantul cinematic
este inchis; dacd numai elementul initial este legat la baza, lantul cinematic este
deschis. Impreuni cu baza lanturile cinematice inchise formeazi mecanisme
monoconture (cu un singur lant cinematic) sau multiconture (cu mai multe lanturi
cinematice interconectate).
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In cadrul lanturilor cinematice inchise se deosebesc elemente conducdtoare si
elemente conduse. Elementele conducatoare, de regula legate la baza, primesc
miscarea de la agentul de actionare si o transmit elementelor conduse. In cazul
lanturilor cinematice deschise elementele componente succesive pot primi miscari
relative unul in raport cu celdlalt prin intermediul unor actionari intermediare.

Daca miscarea mecanismului are un caracter periodic, in sensul cd toate
elementele acestuia ajung dupa un timp In aceeasi pozitie, perioada respectiva
reprezintd un ciclu cinematic. Aceasta miscare este specifica numai mecanismelor
cu lanturi cinematice inchise, monoconture sau multiconture.

In faza de regim stationar a functionarii mecanismului, periodicitatea se
extinde si asupra vitezelor si acceleratiilor care vor relua aceleasi valori. Daca, de
exemplu, mecanismul este actionat printr-0 manivela care se roteste in jurul unei
articulatii fixe, ciclul cinematic poate corespunde unei rotatii complete a acesteia. Se
intelege ca in fazele de pornire sau franare, respectiv accelerare sau incetinire,
valorile parametrilor cinematici vor fi diferite de la un ciclu la altul. Mecanismele cu
lant cinematic deschis nu au functionare ciclicd. Acestea se intdlnesc in cazul
manipulatoarelor, robotilor sau al unor dispozitive asimilate acestora.

1.2 Parametrii mecanismelor

Caracterizarea din punct de vedere functional a unui mecanism poate fi facuta
printr-o serie de marimi constante sau variabile, numite generic parametri.

— parametri dimensionali — marimi constante provenite din caracteristicile
constructive ale fiecarui element, respectiv lungimi si unghiuri fixe precum si
coordonatele punctelor de interes in raport cu un sistem de referintd local atasat
elementului respectiv; pe baza acestora poate fi realizatd schema cinematica.

— parametri pozitionali — marimi variabile in care sunt incluse coordonatele
cuplelor cinematice si ale punctelor de interes Intr-un sistem de referinta fix atasat
intregului mecanism, unghiurile de pozitie ale elementelor precum si pozitiile
culiselor pe suporturile lor de alunecare.

— parametri cinematici — marimi variabile in care se includ vitezele si
acceleratiile unghiulare ale elementelor, vitezele si acceleratiile absolute si relative
ale cuplelor cinematice si ale punctelor de interes.

In afara acestora se mai utilizeaza si notiunea de parametri unghiulari in care
se includ unghiurile, vitezele unghiulare si acceleratiile unghiulare; acestia apartin
in general parametrilor pozitionali si cinematici mentionati mai sus.

Asa cum se cunoaste din Mecanica, numarul gradelor de libertate (mobilitate)
ale unui sistem de corpuri este egal cu numirul parametrilor pozitionali
independenti; in cazul mecanismelor plane acestia apartin elementelor conducatoare.
Daca elementul conducitor este o maniveld, avand o miscare de rotatie in jurul unei
articulatii fixe, parametrul pozitional corespunzitor este unghiul ei de pozitie; in
cazul unei culise care are o translatie rectilinie pe un suport fix, parametrul pozitional
este distanta acesteia fatd de un reper de pe suport. Teoretic, pentru fiecare grad de
libertate trebuie sa existe o actionare independenta.

Mecanismele plane de largd utilizare monoconture si multiconture au in
general cel mult douad grade de libertate. Functionarea ciclica este asiguratd daca
acestea au un singur grad de libertate sau daca intre cele doud elemente conducatoare
exista un raport de transmitere constant, asigurat de grupul motor de actionare.
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2 STRUCTURA MECANISMELOR PLANE
2.1 Generalitati

Mecanismele plane pot avea configuratii diverse in corelatie cu functiile lor
tehnologice. Pentru analiza din punct de vedere structural a acestora se utilizeaza
conceptul de grupa structurala. O astfel de grupa este formatd numai din elemente
conduse si are gradul propriu de mobilitate nul; prin imobilizarea cuplelor cinematice
exterioare de legatura ale grupei cu elementele conducatoare, grupa in ansamblul ei
ramane fixa. Problema structurii si clasificarii mecanismelor plane pe baza
conceptului de grupa structurala este tratatd pe larg in cadrul disciplinei Teoria
Mecanismelor si Masinilor.

Cea mai simpla grupa structurala este diada, formata din doud elemente si trei
cuple cinematice, articulatii si culise (tab.2.1); corespunzator numarului de elemente
constituente, diadele mai sunt numite si grupe structurale binare.

Tabelul 2.1
RRR RTR1 TRR TRT RTT
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Pentru o analiza unitara a diadelor se adopta in continuare notatii unice pentru
cuplele cinematice care marginesc elementele prin literele A, Bsi A,.

in mod uzual diadele se pot denumi prin tipul cuplelor cinematice exterioare
si interioare in succesiunea A — B — A, atribuind litera R articulatiilor si T
culiselor. In functie de combinatiile cuplelor se deosebesc cinci variante de bazi
(combinatia TTT nu respectd conditia de imobilitate mentionata mai sus). in tab.2.1
au fost introduse si variantele simetrice ale unora dintre diade; desi pentru acestea
analiza este asemanatoare cu a celor de baza, ele sunt utile la alcatuirea unor scheme
cinematice diferite. In mod asemanitor se denumesc si elementele conducitoare.

2.2 Pentalaterele fundamentale si mecanismele monoconture derivate
In cadrul unui mecanism diadele se pot lega prin cuplele cinematice exterioare

A si A, la doua elemente conduciatoare ale caror cuple de antrenare sunt de acelasi

tip . Impreuna cu acestea si cu baza se formeaza un contur poligonal cu cinci laturi
numit pentalater. Un astfel de mecanism are doua grade de libertate. Importanta
studierii pentalaterelor provine din faptul ca prin particularizari dimensionale se pot
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obtine schemele cinematice ale majoritatii mecanismelor uzuale care au un singur
grad de libertate, fiind puse in miscare printr-un sigur grup motor.

Mecanismele pentalatere fundamentale precum si mecanismele monoconture
derivate din acestea prin diferite particularizari sunt prezentate detaliat in figurile din
tab.2.2. Se indica in continuare cateva aspecte avute in vedere la stabilirea notatiile
utilizate.

Indiferent de tipul diadei, pentru sistematizarea calculelor se convine ca toti
parametrii dimensionali si unghiulari care se referd la elementul A;Bsa poarte

indicele 1 iar cei care se refera la elementul A,B sa aiba indicele 2. Coordonatele,

vitezele si acceleratiile vor avea ca indice notatia alfanumerica a punctului de interes
respectiv.

Unghiurile de pozitie « ale elementelor diadelor precum si unghiurile ¢ ale
elementelor conducatoare se masoara fata de directia pozitiva a axei X a sistemului
de referinta fix. Ele vor fi pozitive in sens trigonometric si negative in sens orar.

B

Fig.2.1 Fig.2.2 Fig.2.3

Conventia mentionata se extinde si asupra unghiurilor dintre elemente.
Acestea se vor masura intre directiile pozitive ale elementelor, directii care in
majoritatea cazurilor coincid cu axele locale x atasate acestora. Pentru o recunoastere
mai comoda se fac cateva precizari. Astfel, unghiul intern £ al oricdrei diade se

masoard de la elementul A;B catre elementul A,B (fig.2.1). Unghiurile exterioare
y se masoara de la suportul translatiei OA catre elementul AB (fig.2.2). Pentru

evitarea unor posibile erori se introduc niste indicatori care vor fi precizati la analiza
pozitionala a fiecdrei diade.

Conventia mentionata in ceea ce priveste unghiurile se extinde si asupra
derivatelor acestora in raport cu timpul, respectiv vitezele si acceleratiile unghiulare.

La unele mecanisme lungimea unui element marginit de doua cuple
cinematice diferita poate fi nuld, centrele acestora fiind suprapuse (fig2.3).

In tabelul 2.2 sunt prezentate atat schemele cinematice ale pentalaterelor
fundamentale cat si cele ale mecanismelor derivate. La toate acestea a fost pastrata
manivele principald O, A, . in cadrul fiecarei scheme sunt indicate, pe langa gradul
de mobilitate si anumite caracteristici ale parametrilor dimensionali si unghiulari.
Astfel:

¢ = parametru constant, face parte din datele dimensionale;

0 = parametru nul, datorita particularizarilor elementelor;

~ = parametru nedeterminat, de regula se ia egal cu 0;

X = parametru variabil necunoscut, se determind prin calcul;

— = parametrul nu apartine diadei respective.
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Tabelul 2.2
Mecanisme derivate din diada RRR
B mob| 2 mob| 1
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Tabelul 2.2 (continuare)

Mecanisme derivate din diada RTR2 (continuare)
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Mecanisme derivate din diada RRT
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Tabelul 2.2 (continuare)

Mecanisme derivate din diada RRT (continuare)
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Tabelul 2.2 (continuare)

Mecanisme derivate din diada RTT
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3 METODA ANALITICA iN STUDIUL MECANISMELOR PLANE
3.1 Generalitati asupra metodei

Metoda analiticd dezvoltata pentru calculul cinematic al sistemelor de corpuri
cu miscare plan-paraleld, aplicabila in special la studiul mecanismelor plane, a fost
expusi pe larg in cap.10.4.5 din partea de Mecanici. In cele ce urmeazi se face o
succintd expunere a metodei, accentudndu-se aspectele de sistematizare
indispensabile la stabilirea unor algoritme de calcul programabile.

Pentru mecanismul analizat se alege un sistem de referinta plan general, numit
in continuare sistemul fix; baza mecanismului este continuti in acest sistem. in cele
mai multe cazuri, axele acestui sistem au directiile naturale orizontala si respectiv
verticala.

Fiecarui element din configuratia mecanismului i se atageaza cite un sistem
de referintd plan, mobil impreuna cu elementul, numit in continuare sistemul local.
De regula originea unui sistem local se alege intr-una din cuplele cinematice ale
elementului respectiv iar axa x se suprapune directiei acestuia; coordonatelor
sistemelor locale li se ataseazi numarul de ordine al elementului respectiv. In functie
de context, pentru necesitdtile calculului pozitional-cinematic, elementele pot fi
tratate ca vectori in planul fix sau mobil.

Se reaminteste din Mecanica cd in cadrul miscarii plan-paralele parametrii
pozitionali si cinematici, respectiv vectorul de pozitie, viteza si acceleratia sunt
vectori continuti in planul miscarii; proiectiile acestora pe axele unui sistem de
coordonate local sau fix sunt marimi scalare pozitive sau negative in raport sensurile
stabilite pentru aceste axe.

Toate unghiurile de pozitie ale elementelor se masoara fatd de axa X a
sistemului de referinta fix, ele sunt pozitive In sens trigonometric si negative in Sens
orar. Aceeasi reguld privind sensul se aplica si unghiurilor fixe (cu precizarile facute
in cap.2.2 pentru unghiurile g si y. Sensul trigonometric se aplica si unghiurilor
variabile dintre doud elemente vecine.

Parametrii cinematici unghiulari, respectiv vitezele si acceleratiile unghiulare
sunt vectori perpendiculari pe planul miscarii. Scalarii acestora vor fi pozitivi in daca
acestea actioneaza deasemenea 1n sens trigonometric. Aceste conventii de semne
permit o corecta interpretare a rezultatelor obtinute din calcule atat pentru unghiuri
cat si pentru vitezele si acceleratiile unghiulare.

In cadrul metodei analitice utilizate relatiile vectoriale cunoscute pentru
determinarea pozitiilor, vitezelor si acceleratiilor se transpun mai intéi intr-o forma
matriceala din care se obtin in continuare sistemele de ecuatii scalare necesare la
stabilirea algoritmelor de calcul programabile. Prin algoritm de calcul se intelege si
in acest caz un complex de relatii pentru determinarea parametrilor cinematici,
dispuse in succesiunea logica a efectuarii calculelor. Nu se includ in aceste algoritme
relatiile intermediare care servesc la stabilirea relatiilor mentionate. Un algoritmul
serveste de regula la alcatuirea programului de calculator in oricare din limbajele de
programare uzuale.

Principalul avantaj al sistematizarii propuse provine din similitudinea
relatiilor matriceale pentru pozitii, viteze si acceleratii si in comoditatea obtinerii
sistemelor de ecuatii scalare din aceste relatii.
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3.2 Analiza pozitionala

Miscarea plan-paraleld a unui element se considera compusa dintr-o translatie
cu parametrii cinematici ai originii sistemului local, simultand cu o rotatie in jurul
acesteia. Pentru claritate se considera necesara prezentarea unor aspecte de detaliu
specifice metodei analitice, mai usor de urmarit in cadrul analizei pozitionale.

Fig.3.1 Fig.3.2
Se considera un sistem fix Oxy si unul local AX Y;. Daca sistemul local este

translatat fata de cel fix (fig.3.1), Intre vectorii de pozitie ai unui punct oarecare P
exista relatia:

r=ry+n (3.2)
care se traduce prin relatiile intre coordonate:
X=Xa+tX — Y=Yat+y; 3.2)

Aceste relatii pot fi puse sub forma matriceala:

TR
y Ya Y1 Yat+ Y1 '

Daca sistemul local este rotit cu un unghi a fatd de cel fix (fig.3.2), intre cele
doua perechi de coordonate exista relatiile:

X=X, COSa — Y, Sinx (3.4) X, = XCOScx + ysSina
y =X Sina+Y; Cosax ' y; =—XSina + ycosa

carora le corespund relatiile matriceale:

{X}z[‘:f’s"‘ ‘Si”‘)‘Hxl} (36) {Xl}{co.s"‘ Si”“]m (3.7)
y| |sina cosa ||y, y; | |-sine cosa | |y

In relatia (3.7) matricea de rotatie este transpusa celei din relatia (3.6).
Pentru un element oarecare AB de
lungime | din schema cinematicd a unui
mecanism, sistemul de referintd local se
alege cu originea in articulatia A si cu axa X1
suprapusd directiei AB (fig.3.3). In cazul
general in care elementul executd o miscare
plan-paralela, se combina relatiile de mai sus,
corespunzitoare  celor doud  miscari
elementare, respectiv translatia si rotatia.

(3.5)
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Se deduc mai intai relatiile vectoriale si, pe baza acestora, relatiile matriceale; din
dezvoltarea acestora se obtin in continuare ecuatiile scalare aplicand regulile
specifice operatiunilor cu matrice.
Pentru un punct de interes P se poate scrie relatia vectoriala:
fp =Ty + AP (3.8)
cu dezvoltarea matriceala:

Xp X cosa —Sina | | x
|:yP:|:|:y2:|+{Sin0! CoSa }|:yii:| (3.9
Din aceasta expresie se deduce sistemul de ecuatii scalare:
{Xp =Xp +Xp C?sa—ylpsma 610
Yp = Ya+XipSina+Yy;p COSa

Pentru punctul B, aflat pe axa locala x1, relatiile de mai sus se particularizeaza
in modul urmator:

X |_| Xa +[CF’S“ ‘Si”“H'}(s.n) Xg =Xatlcosa 4 o)
Vg ya| [Siha cosa | |0 Vg =Y +Isina

3.3 Analiza vitezelor

Viteza punctului P este definita
vectorial printr-o relatia de tip Euler pentru
viteze in miscarea plan-paralela:

Proiectiile pe axele locale ale vitezei Vp,

(fig.3.4) se calculeaza cu relatiile cunoscute
din miscarea circulara:

{Vxl =—Yip

3.14
Vy1 = X1p @y (319

Relatia (3.13) se transpune sub forma matriceala:

v Vv cosa —sin v
Px | _ | VAX - 24 a||¥x (3.15)

Din aceasta se deduc ecuatiile scalare pentru proiectiile pe axele sistemului fix:
Vpy =Vpy +Vyq COSa —V,qSiNax
{ oo y (3.16)

Viteza punctului B se calculeaza asemanator, observand insd ca vg, este
paraleld cu y, siare mdrimea:

Van =l (3.17)

' _ V ax N cosa -Sina . 0 (3.18)
Vey | |Vay| |Sina cosa | |Vga '
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{VBX =Vay — VgaSina

VBy = VAy + VBA COosax

3.4 Analiza acceleratiilor

Pentru acceleratia punctului P este
utilizatd o relatie vectoriala de tip Euler
pentru acceleratii Tn miscarea plan-paralela,
respectiv:

Ca si la viteze, acceleratia ap, (fig.3.5) are
proiectiile pe axele locale date de relatiile
specifice miscarii circulare:
2
8y1 = —Xip @1 ~ Y1p€

2
Ay1 =—Yip @ t X1p &
Relatia matriceald corespunzitoare expresiei (3.20) este:
a a cosa —sina | |a
apy apy Sina Ccosa | |ay;

Se deduc din aceasta relatiile scalare pentru proiectiile acceleratiilor pe axele
sistemului fix:

(3.21) Fig.3.5

(3.23)

apy =apy +3,Sina+ay, cosa

Yy
Pentru acceleratia punctului B se poate utiliza o relatie vectoriala mai
detaliata:

{apx =y +8y1 COSa —ay; Sina

ﬁB =§A +§BA=§A +élB/A +§éA (324)
Componenetele normala si tangentiala ale acceleratiei aga au directiile axelor locale
si se calculeaza cu relatiile:

g =—la?  afi=lg (3.25)
Se deduc in continuare relatia matriceala:
a a cosa —sSina 4
B AL i (3.26)
agy apy | |SINa  cOScx | |agy

si ecuatiile scalare provenite din aceasta:

apy = ap, +apa COSa—agsSina (3.27)
3.27
gy = apy +apaSina +ag, Cosa
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3.5 Miscari compuse

Se considera un punct de interes mobil atat in raport cu sistemul fix cat si cu
sistemul local. Fata de sistemul fix el are 0 miscare absoluta iar fata de cel local o
miscare relativa; pentru acest punct sistemul local efectueaza in raport cu cel fix 0
migcare de transport. Miscarea absoluta reprezintd o compunere a migcarii relative
cu cea de transport. Cazul frecvent in analiza mecanismelor este cel 1n care o culisa
se deplaseaza pe un suport din configuratia unui element mobil.

Pentru pozitia culisei C (fig.3.6) sunt
valabile relatii de forma celor stabilite in
cap.3.2 pentru punctul B cu precizarea ca
lungimea AC va fi necunoscuta.

¥V e

Xc =Xp + ACcCOsa
. (3.28)
Yo =Ya+ACsina
Pentru viteza culisei existd relatia
specifica miscarilor compuse: Fig.3.6
Ve =V, =V, +V; (3.29)

in care V, este viteza absolutd fatd de sistemul fiX, V, este viteza relativa fata de

sistemul local (in cazul de fatd este coliniara cu directia barei); V; este viteza de
transport, respectiv viteza punctului de pe bara in care se afla culisa:

V; =V +Vea (3.30)

in care viteza locala a punctului C de pe elementul AB este:
Vea = ACoy (3.31)

Viteza absoluta a culisei devine:
Vo =Va+Vea+V; (3.32)
Din aceasta relatie se deduc ecuatiile matriceala si cele scalare:

|:VCX:|:|:VAX}+|:Cf)Sa —sina][ v, } (3.33)

Vey | |Vay | [Sina cosa | |Vea

(3.34)

Vex =Vay +V, COSa —VepSina
Vey =Vay +V,SiNa + Ve COSa

Pentru acceleratia culisei C relatia
specifica migcarilor compuse este:

ac=a,=a, +& +ay, (3.35)
In aceasta relatie a, reprezinta acceleratia

Y1

absoluta, &, este accelerafia relativa y
(coliniard cu bara), a; este accelerafia de
transport iar @, este acceleratia comple- O X

mentara a lui Coriolis. Fig3.7
Pentru acceleratia de transport se poate scrie relatia vectoriala:

in care componentele acceleratiei locale sunt:
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aa=—ACw?  ai,=ACg (3.37)
Componenta normald are directia elementului si sensul de la C catre A;
componenta tangentiald este perpendiculard pe acesta, sensul ei fiind dat de
acceleratia unghiulara. Pentru acceleratia Coriolis relatiile corespunzatoare sunt:

Qor =2 XV,  (3.38) Qeor =20V, (3.39)
in care @ = @ este viteza unghiulara a miscarii de transport.
Daca Vv, si ey sunt pozitive, atunci aceasta acceleratie are directia si sensul
axei locale Ayj . Cu detalierile de mai sus, ilustrate in fig.3.7, relatia (3.35) devine:

EC = aA + (5(‘2/A + 5r) + (aéA + gcor) (3-40)
Din forma matriceala echivalenta:
_ Q1 v
ac | _[am J{cgw sma] ala +a, (3.41)
acy apy sina Cosa | |aZ, +ag,

se obtin in continuare relatiile scalare:

Aoy =apy +(aga +a,)c0sa —(aéa +agr)Sina

(3.42)

acy =apy +(aca +ar)sina +(acs +agr) COSa

y

3.6 Miscari compuse pe suport dezaxat

Analiza precedenta poate fi
extinsa pentru cazul mai general n
care suportul culisei C nu trece
prin punctul A. In aceasta situatie
este convenabil ca axa X; a

sistemului de referinta local sa fie
paralela cu suportul translatiei
(fig.3.8). Pozitia locala a culisei C,
respectiv coordonatele X;c, Yic,

se determina in cadrul analizei
pozitionale a grupei structurale din
care face parte elementul AB.

La nivel vectorial pozitia
culisei in sistemul de referinta fix
este data de relatia:

Relatia matriceala corespunzatoare este:
{XC}:{XA}_’_{C?SCI —sma]{xm} (3.44)
Ye| |Yal| |sina cosa ||y

din care se deduc relatiile scalare:
{xc =Xp + X COSa — Y Sine

Yo =Yat+Xc sina + Yic COsax (345)
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Viteza absoluta a culisei C este data de relatia generala:
Ve =V +V, (3.46)
Viteza relativd V, se determina in cadrul analizei vitezelor de la grupa structurald
mentionata. Pentru viteza de transport V; relatia vectoriala este:
V; =Va +Vca (3.47)
Pentru proiectiile pe axele locale ale vitezei V4, reprezentate in fig.3.8 in sensurile
pozitive, se utilizeaza relatiile cunoscute din miscarea circulara :

Vx1 =—Yic &1 3
48
{Vyl = Xic @y (3.48)
Cu aceste precizari, relatia vectoriald pentru viteza absoluta a culisei:

ia forma matriceala:

Vex || Vax cosa —Sina | Vi +Vy
{VCy}_[VAy}"'l:sina cosa}[ Vy1 } (3.50)

din care se deduc ecuatiile scalare:
{VCX =Vpy + (Vyq +V, )OS —Vy SiN

Vey =Vay + (Vg +Vp)sina +Vy COSa (3.51)

Acceleratia absoluta a culisei C
are forma vectoriald generala:

ac =a, +& +a,, (3.52)
Si in acest caz acceleratia relativa
a, se determina in cadrul analizei
acceleratiilor la grupa structurala
respectiva.  Pentru  acceleratia

complementard  Coriolis  sunt
valabile relatiile:

Qeor =20 <V, (3.53)
Aeor =2y Vy (3.54) 0] X
Directia ei este perpendiculard pe Fig.3.9
suportul translatiei.

Acceleratia de transport a; este definita la nivel vectorial prin relatia:
ét = ﬁA + ECA (355)
Ca si in cazul vitezelor, pentru proiectiile pe axele locale ale acceleratiei acpa,

reprezentate in fig.3.9 in sensurile lor considerate pozitive, se utilizeaza relatiile
cunoscute din miscarea circulara:

2
ay =—Xic W — &
x1 1c @1 Yicér (3.56)
ay1 =—Yic W1 +Xic &
In final, acceleratia absoluti a culisei C are forma vectoriala:
§C =§A+§CA+§I— +§cor (357)
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Din dezvoltarea matriceala a acesteia:
a a Cosa —Sina a, +a
Cx _ AX + ) . x1 r (358)
se obtin ecuatiile scalare ale proiectiilor acceleratiei absolute pe axele sistemului de
referinta fix:
ey, = Ay, + (2, +a.)cosa —(ayq +a., )Sina
{ Cx AX ( x1 r) ( yl cor) (3.59)

acy =ap, + (a5 +ay)sina+(ay; +agr ) cosa

Se poate pune in evidenta observatia ca situatia in care suportul culisei trece
prin punctul A este un caz particular al celui in care exista dezaxarea. Daca se alege
Yic =0 si X;c = AC se regasesc aceleasi relatii de calcul, usor adaptate.

3.7 Particularitati de calcul matriceal

In unele etape ale utilizarii metodei analitice in analiza cinematica a diadelor,
datoritd complexitatii unor relatii corespunzatoare mai ales miscarilor relative ale
elementelor, se considerd utild introducerea relatiilor matriceale sub forma simbolica
drept alternativa la relatiile scalare excesiv de lungi. Aceastad procedeu poate fi si in
avantajul unei programari mai comode a algoritmelor de calcul utilizand acele medii
de programare care opereaza cu matrice (de exemplu MATLAB).

Din prezentarea metodei analitice utilizate, expusd 1in subcapitolele
precedente, se observa ca toate relatiile contin proiectii ale marimilor vectoriale in
sistemul de referinta fix Oxy. Fiecarui vector din plan i se poate atasa 0 matrice
coloana cu doua elemnte care sunt tocmai proiectiile mentionate. Nu intamplator in
mod curent aceastd matrice poarta deasemenea denumirea de vector.

Asa cum s-a procedat si in parta de Mecanica, se convine ca simbolizarea unei
matrice sa se faca prin caractere aldine (ingrosate — “bold”); acest mod de
simbolizare se regaseste si la editoarele de texte de utilizare curenta. incadrarea
elementelor matricei se face prin paranteze drepte.

intr-un sistem de referinta fix, pentru vectorul de pozitie T, pentru viteza V
si acceleratia @ a unui punct oarecare, simbolizarea si continutul au in general

formele urmatoare:
X v, a,
r:{ } V= } az{ } (3.60)
y | Vy ay

intr-un sistem de referintd mobil numerotat cu 1, aceste marimi vor fi:

X1 _Vxl Ay
r, = V, = a, = 3.61
1 [yj 1 _Vy1:| 1 Lyj ( )

Relatiile de calcul pentru vitezele locale sunt date in relatiile (3.14) iar pentru
acceleratii in relatiile (3.21).

Asa cum s-a aratat 1n cap.3.2, transformarea acestor marimi din sistemul mobil
in cel fix se face cu ajutorul unei matrice de rotatie corespunzatoare unghiului dintre
axele x ale celor doua sisteme. Pentru un unghi « , matricea de rotatie are forma:

rot . — cosa —sina (3.62)
“ |sina cosa '




CINEMATICA MECANISMELOR PLANE 17

Transformarea se face inmultind la stanga vectorii locali cu matricea de rotatie:
r=rot,-n v=rot, v, a=rot, -a, (3.63)

Intrucat in analiza diadelor intervine pozitia, viteza si acceleratia punctului
central B dintre elemente, se considerd necesara reluarea din subcapitolele
precedente, a unor detalii specifice. In sistemul de referinta local, atasat unuia sau
altuia dintre elemente, pozitia punctului B va coincide cu lungimea activa a
elementului. Daca in B se afld o articulatie, pozitia, viteza si acceleratia in raport cu
originea A a sistemului mobil au formele matriceale:

I 0 ag
rlB = |:Oil Vig = |:VB:| alB = |:a?tj| (364)
Bt

in care pentru viteza este valabila rel. (3.17) iar pentru acceleratii rel.(3.25).
Daca in B se afla o culisd care alunecd pe elementul respectiv, pozitia, viteza si
acceleratia acesteia in raport cu originea locala A au formele matriceale:

|4
Mg :[(I)} Vig :[\\/,Br} aig :{ iBt * 8 } (3.65)
Bt apt t Agcor

Relatiile de calcul pentru aceste componente sunt (3.31) pentru viteze, (3.37)
si (3.39) pentru acceleratii, cu adaptarea corespunzatoare. Relatiile de transfer in
sistemul fix pentru ambele situatii sunt aceleasi, respectiv(3.46). Desi se urmareste
ca alocarea indicilor inferiori pentru identificarea marimilor studiate sa fie cat mai
uniformd, acoperind toate diadele, in functie de context si complexitate vor fi
adoptate si alte notatii.

in analiza diadelor, pentru simplificarea relatiilor de calcul se introduc niste
vectori auxiliari Ar,Av,Aa care in ecuatiile vectoriale ca si in cele matriceale
grupeaza sumele algebrice ale unor de termeni a caror valoare este cunoscuta:

AX Avy Aa,
Ar= v= Aa= (3.66)
Ay Av, Aa,

Unele calcule din analiza cinematica a diadelor pot fi simplificate daca se au
in vedere cateva particularitati ale operatiunilor cu matricele de rotatie ale
unghiurilor de pozitie ale elementelor. Astfel, se considera matricea de rotatie a unui

unghi a :
ma:[cpsa _S'n“} (3.67) rot;:{co.sa S'n“} (3.68)
SN COSx —SINa COSa

Prin inmultirea la stanga cu transpusa acesteia, se obtine matricea unitate:
cosa  sin a} [cow —sin a}

rot!, -rot,, :[

—sina cosa | | sina cosa
9 T . . (3.69)
_ cos“a +sin“a —-sinacosa +sinacosar | _|1 0] _4
—sinacosa +sin a cosa sin? @ +cos’ 01

Este de remarcat ca orice altd matrice inmultitd la stanga cu matricea unitate
(respectand evident regulile de inmultire matriceald) rimane neschimbata:

ST
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Un alt aspect se referd la suma si diferenta a doud unghiuri atunci cand sunt
cunoscute matricele lor de rotatie. Pentru exemplificare se aleg chiar unghiuri
intalnite in analiza pozitionala a diadelor.

Se considera diferenta:

PB=a,—o {

in care pentru unghiurile ¢4 si a, matricile de rotatie au forma (3.67). Se inmulteste

sin f =sina, cosa; —C0S, Sin

. . (3.71)
COSf3 = C0Sa, COSa; +Sina, sinay

la stanga matricea unghiului o, cu matricea transpusa a unghiului ¢ :

[ cosa, sine | [cosa, —sina
rot', -rot,, . 1}[ 2 2}

—-singy cosey | |Sina, COSa,

[ cosa,cosa; +sina,sing;  —sina, cosa, +Sina, cosay | (3.72)
| —cosa,sinay +sina, cosay  sina,Sinay +co0sa, cosay |
[cosf —sin B

=| . =rot
'sing  cosp } g
S-a obtinut astfel matricea de rotatie a unghiului g:

roty, -rot,, =rot, — ay-oy=p (3.73)
Se verifica usor ca produsul celor doud matrici de rotatie este comutativ. La
transpunerea unui produs de matrici, termenii acestuia se permuta intre ei. Astfel,
transpunerea relatiei de mai sus conduce la expresia:

roty, -rot,; =roty — aj-a,=-p (3.74)

In mod aseminitor se poate studia si suma a doud unghiuri ale caror matrice

de rotatie sunt cunoscute.

sina =sin@cosy + cosgsin y

a=@p+y { (3.75)

COSa = COSpCOSe —Sin @sin y
Se inmultesc intre ele matricele de rotatie ale unghiurilor ¢ si y .
[cosp —sing]| [cosy —siny

2 "% =|sing cose ][siny cosy }:
_ _c_oswcow —sin gosin y - c_OSgos_in y —sin ngOSy} _ (3.76)
| sSinpcosy +cospsiny —singsin y +cospcosy

[cosa —sina
|sina  cosa }

rot

=rot

o

Se constata usor ca inmultirea este comutativa.
rot,-rot, =rot,-rot,=rot, — ¢+y=a (3.77)

Comutativitatea din rel.(3.73) si (3.77) este explicabila prin faptul ca succesiunea
rotatiilor poate fi inversata, ajungand la acelasi rezultat. Pastrarea regulii de inmultire
la stanga este insa necesara in expresiile matriceale pentru realizarea corecta a
transformarii vectorilor dintr-un sistem in altul, exemplificata in relatia (3.63).

Pe parcursul analizei diadelor, atdt pentru pozitii cat si pentru viteze si
acceleratii, se formeaza sisteme liniare de cate doud ecuatii cu doua necunoscute.
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Aceste necunoscute sunt de fapt relatiile efective de calcul ale parametrilor
cinematici din sectiunea respectiva.

Pentru rezolvarea acestor sisteme sunt binecunoscute metoda reducerii si
metoda bazatd pe regula Iui Cramer. Cea de a doua metoda, pe langd o anumita
eleganta, permite si utilizarea unei rutine generale in mediile de programare pe
calculator. in cele ce urmeaza se considera utili reamintirea modului de rezolvare a
sistemelor mentionate prin regula lui Cramer.

Fie un sistem oarecare de doud ecuatii liniare cu douda necunoscute avand
forma generala:

{allxl +apXy = (3.78)

Xy +apX; =,
Atat coeficientii cat si termenii liberi sunt parametri cunoscuti sau expresii de calcul
ale acestora. Sistemul poate fi pus si sub forma matriceala:

oo 2a] 1] o -
Ay axn | [ X b,

Se calculeaza un determinant al coeficientilor si doi determinanti in care pe rand
coloanele acestuia sunt inlocuite cu termenii liberi:

a;; a
Do = all alz =ay) 8y —ay Ay (3.80)
21 8
b, a
D, = bl alz =Dy ay —b, ay; (3.81)
2 A
a;; b
D2 = all bl = a.ll b2 - a21 bl (382)
21 0

Necunoscutele sistemului se determind facand urmatoarele rapoarte:
D, _ bay-bap,

X = (3.83)
Do apaxp-axnayp,
X, _ D, apby-ayb (3.84)
Do ayjap —axap
Relatiile astfel obtinute se pot include in algoritmele de calcul pe baza carora
se realizeaza programele de calculator.




CINEMATICA MECANISMELOR PLANE 20

4 ANALIZA CINEMATICA A ELEMENTELOR CONDUCATOARE
4.1 Generalititi

Cele patru tipuri de elemente conducatoare prin care pot fi antrenate diadele
in cadrul mecanismelor pantalatere fundamentale si al mecanismelor derivate din
acestea sunt prezentate in tab.4.1. Ele se identifica, ca si diadele, prin tipul cuplelor
cinematice R de rotatie (articulatii) sau T de translatie (culise) care le marginesc,
respectiv. RR, RT, TR, TT. Prima dintre aceste cuple este legatd la baza
mecanismului iar cealalta la una din cuplele exterioare ale diadei pe care o
antreneaza, in functie de tipul acesteia.

Tabelul 4.1
RR [ RT TR A
OA ///

O O,S/ O

Elementele RR si RT, numite curent manivele, au o miscare de rotatie in jurul
articulatiei O legata la baza; se cunoaste pozitia acesteia in sistemul de referinta fix
precum si legea de miscare prin variatia in raport cu timpul a parametrilor unghiulari
@, o, ¢. La elementele TR si TT culisa O translateaza pe un suport fix al bazei; legea
de miscare este cunoscuta prin variatia in timp a parametrilor liniari s, v, a.

La elementele RT si TT culisa mobila A are 0 pozitie variabila pe elementul
conducator respectiv. Pozitia, viteza si acceleratia acesteia se determina in corelatie
cu diada pe care o actioneaza. Elementul conducator TR admite si situatia in care
distanta intre cele doua cuple este nula, centrele acestora fiind suprapuse.

In continuare, pentru comoditatea tratarii, originea sistemului de referinta fix
se alege in punctul O al elementelor RR si RT; suportul pentru translatia culiselor O
la elementele TR si TT se suprapune axei x a sistemului de referinta fix. Daca in mod
practic se impune un alt sistem de referinta, transferul rezultatelor se poate face in
modul prezentat in cap.3.2.

4.2 Elementul conduciator RR

Date: OA=T, ¢, w, ¢
Cerute: pozitia, viteza si acceleratia
pentru articulatia A

Sistemul de referinta fix este Oxy iar cel
mobil solidar cu elementul este Oxgyo (fig.4.1).
Legatura intre coordonatele punctului A in cele
doud sisteme este data de relatia de transfer Fig.4.1
matriceala din care se deduc relatiile scalare:

[XA:| ZI:CF)S(p —sin g0j|‘l:l’:|(4.1) {XA = rcosp 4.2)
Ya sing CoSe 0 Ya=rsing
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In miscarea de rotatie a manivelei, viteza articulatiei A perpendiculara pe OA
si are sensul vitezei unghiulare w.

Va =@r 4.3)
Vax |_[cosp —sing| | O Vay =—VpSing
|:VAyi|_|:Sin(0 00340} [VJ (4.4) {vAy =V, COSQ (4.5)

Va =+Vax +Vay (4.6)

Acceleratia articulatiei A are doud componente, una normala coliniara cu OA
indreptatd spre punctul O si alta tangentiala, perpendiculara pe OA, in sensul
acceleratiei unghiulare .

ah=-0’r  ai=er (4.7)

—si v =aj —apsin
Apx :[c_ow Slngo] 2 | (4.8) apx aéc95¢ afs ? (49
Apny SIngp COoSe an apy =apSing+ay Cose

ap = /(@k)? +(@hy)? (4.10)
4.3 Elementul conducator RT

Date:p,w, ¢

Regimul cinematic al acestui
element conducdtor este dependent de
pozita culisei A pe suportul de alunecare,
respectiv de lungimea 1, (fig.4.2). Aceasta,
impreuna cu viteza relativa v, sl
acceleratia relativa a, (prima si cea de a
doua derivata in raport cu timpul a
lungimii variabile ;) se determind in corelatie cu diada careia ii apartine culisa.

Presupunand in continuare cunoscute aceaste marimi, analiza se desfasoara dupa
cum urmeaza:

[XA:|:|:COS¢ _Sinﬂ-[lg}m.ll) {XA=|O cosg 4.12)

Fig.4.2

Ya singp cose ya=lpsing
Viteza absoluta a culisei este suma dintre viteza relativa si cea de transport:
Vp =V, +V; (4.13) v, = wlg (4.14)
v cosgp —sin v Vay =V, COSp—V; Sing
o AN R (7S 1) o (4.16)
Vay | | sing cosep | | v Vay =V, Sing +V, COSQ

Pentru acceleratia absoluta a culisei sunt valabile relatiile:
ay=a, +a +a, (417) a=a +a (4.18)
in care pentru componentele acceleratiei de transport si pentru acceleratia
complementard Coriolis proiectiile pe axele sistemului local sunt:

a =-ol
{ g 0 (4.19) agy = 200V, (4.20)
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Proiectiile acceleratiei absolute in sistemul de referinta fix sunt:

Ay _[cow —sin(p] a, +aj (4.21)
Apy | [Sing cOsp | | & +ay, '
an =(a, +a)cosp—(af +ag,)sing (4.22)
apy = (@ +)sing+ (& +ag,)Ccosp

4.4 Elementul conducator TR y

Date:r, s, v, a

Cerute: pozitia, viteza si acceleratia
pentru articulatia A

Pentru comoditatea rezolvarii, sistemul de  —
referinta fix se alege cu axa x suprapusa directiei
pe care are loc translatia culisei O (fig.4.3). Daca
din anumite considerente se impune un alt sistem
fix, rezultatele pentru pozitii, viteze si acceleratii se transforma utilizand relatiile de
transfer prezentate in cap.3.2. Este evident ca viteza si acceleratia sunt coliniare cu
suportul translatiei culisei.

Pentru pozitia articulatiei A se evidentiaza relatiile:

Xal |S cosp —sing| |r Xp =S+ Cose
[yJ—[O}{sin(p 00340} [O} (4.23) {yA =rsing (4.24)
Exista si situatia in care centrul articulatiei coincide cu centrul culisei; in acest

caz, inrelatiile de mai su se introduce r =0. Pentru viteza si acceleratie sunt evidente
egalitatile vy =v si a, =a astfel ca:

Vax v Apy a
{Vﬂ = M (4.25) {aﬂ = M (4.26)

4.5 Elementul conducator TT

Date: s, v, a
Cerute: pozitia, viteza si acceleratia
pentru culisa A

In mod asemanitor elementului TR, axa X
a sistemului fix se suprapune directiei de
translatie a culisei O. Ca si la elementul RT
lungimea |y, viteza relativa v, si acceleratia Fig.4.4
relativdi a, se determina in corelatie cu diada o

care este antrenata prin culisa A. Presupunand cunoscute aceste marimi se obtine:
X S cose —sin | Xa =S+Ilgcos
N I I I ?1.17%0 | (4.27) A [0 COSP (4 og)
Ya 0 sing cosg 0 Ya=lpsing
Viteza si acceleratia de transport pentru culisa A sunt respectiv egale cu viteza
si acceleratia cu care se translateaza culisa O:
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Vp =V, +V, (4.29) Vi =V (4.30)
Vax |_|cosp —sing| v, v 4.31) Vax =Vr COSQ+V; (4.32)
Vay | |sing cosp | |0 0 ' Vay =V Sing '
Deoarece miscarea de transport este o translatie, nu exista acceleratie Coriolis.
ap=a, +& (4.33) a =a (4.34)

anc | _|cosp —sing] |a, | | & apx =ar COSp + &
I e

apy | [sing cosp aa =a,sing
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5 DIADA RRR
5.1 Analiza pozitionala

Date: 1} (X1,Y1), R (X2,Y2), AB=1;, A,B=I,, k=1

Cerute: aq, s,

Reprezentarea grafica a diadei RRR este continuta in fig.5.1

b

Fig.5.1

L/ B \- | 4,8

Analiza cinematicd a diadei
presupune cunoscute dimensiunile
constante  specifice  acesteia
(lungimi si unghiuri). Parametrii
cinematici ai cuplelor exterioare
ale diadei, respectiv pozitia, viteza

a;  siacceleratia, sunt preluati fie de la

elementele conducitoare, fie de la
alte diade cu care aceasta diada
este conectata.

in analiza pozitionala din
cadrul unui ciclu cinematic este
necesara verificarea indeplinirii
anumitor  conditii  geomentrice
impuse diadei pentru o functionare
corectd. Pentru diada RRR aceste
conditii  sunt  prezentate in
continuare.

Lungimile elementelor sunt 1, si I,. Intr-o pozitie oarecare (fig.5.1), in

sistemul de referinta fix coordonatele articulatiilor exterioare sunt Aq(Xq,Y;) si

A, (X5, Y-) . Distanta intre acestea se calculeaza cu relatia:

d :\/(Xz -x )

+(y, — 1)

(5.1)

Conditiile geomentrice impuse pentru existenta diadei sunt:

d<l+1,
A1 Ao
O @ ——— . © p=0 27
© o)
A1 B A=7 A
Fig.5.2

d>|l -1, (5.2)

Dacd aceste conditii nu sunt
indeplinite,  lantul  cinematic  se
blocheazd. Semnul “=” din aceste
conditii corespunde unor situatii limita
in care cele doua elemente ale diadei
sunt suprapuse sau sunt unul in
prelungirea celuilalt (fig.5.2). Acestea
sunt pozifiile critice ale diadei . in

cadrul acestor pozitii continuarea miscarii este neprecizata, ea trebuind a fi definita.
Pentru aceleasi coordonateale ale punctelor A si A,, pot exista doua pozitii

diferite ale punctului B si, implicit, ale elementelor diadei. Pentru departajarea
acestora se introduce un indicator k=+1, care va interveni in calculul pozitional.

Amintind ca unghiul  se masoara intotdeauna de la elementul A;B catre elementul
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A,B se considerd cd daca 0< < atunci k=+1 iar pentru 7 < <27 (sau
0> B >—r sealege k=-1. Extremele acestor intervale corespund pozitiilor critice

amintite mai inainta. Daca trecerea prin pozitiile critice dintr-o configuratie in alta
este asiguratda functional (de exemplu la mecanismul patrulater paralelogram),
indicele k isi va schimba valoarea, fapt care va fi mentionat la definirea
mecanismului respectiv printr-un indicator suplimentar.

Se observa mai intai ca intre unghiurile diadei exista relatia:

B=cy—aq (53) {smﬂzsm @ COSay —COSa, SNy

CO0Sf = C0Sa, COSay +Sina, Sinay
Se introduce vectorul auxiliar AT =A/A, =T, - T; si se calculeaza in continuare
patratul distanta d dintre articulatiile Ay si A, :

(5.4)

Ar=r,—r, (5.5) [2;} - [;Z } —Di } (5.6)
AX =Xy —X; 9 2 2

5.7 d2 = (Ax)2 + (A 5.8
{Ay=yz—y1 57 @ +(&y)?  (68)

Se presupun indeplinite conditiile geometrice din rel.5.2. Se aplica in
continuare teorema cosinusului in triunghiul oarecare format cu laturile 1;, 1, sid:

2 2 2
1+l -d

i1,
in functie de configuratia diadei, cu specificatiile din cap.5.1, se calculeaza:

sin B =k-y/1-cos’B (5.11)

Matricea de rotatie a unghiului g va fi:

d? =12 +12 - 21,1, cos3 (5.9) cosfs (5.10)

_|cosp —sing
roty _[sinﬁ cos3 } (5.12)
Pentru calcularea unghiurilor «; si «, se prelucreaza urmatoarea relatie:
fp=f+AB=h+AB  (513)  AB-AB=h-=AT (5.14)
in sistemele de referinti locale vectorii AB si A,B au formele matriceale:
— I — |
AB — L, :Lﬂ AB — L, :[02} (5.15)

in sistemul de referinti fix ecuatia (5.25) ia forma:
[cpsal —sin al} . [Il} _[C?Saz —sin 052} . ['2} _ [Ax] (5.16)
sina; Ccosa;y 0 sina, Ccosa, 0 Ay
sau, sub forma simbolica:
rot,,-L,—rot,,-L, =Ar (5.17)
Se inmulteste aceastd ecuatie la stinga cu transpusa matricii unghiului oy . In
conformitate cu cele aratate in cap.3.6 referitor la matricele de rotatie:
rot',; -rot,, =1 rot,, -rot,, =rot, (5.18)

In consecint, se obtine ecuatia matriceala:
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Iy | _[cosp —sinB| |l | _| cosay siney | | Ax (5.20)
0| [sing cosp | |0 | [-sing; cosg | |AY '
A rezultat un sistem liniar de ecuatii scalare avand drept necunoscute cele doua

functii trigonometrice Sin oy si cosay . Pentru rezolvare se utilizeaza metoda
reducerii.

I, -1, cosf = Axcosay + Aysinay  |AY | AX (5.21)
I,sin f=AXsina; —Aycose; |AX |—Ay '
Se inmultesc aceste relatii cu marimile din prima coloana din dreapta si se aduna:
(I, —1,c0s3)-Ay +1,5in B-Ax =[(AX)? + (Ay)?Isin ey =d?siney (5.22)
Se procedeaza la fel cu marimile din cea de a doua coloana:

(I, —1,cosB)-Ax—1, sin B-Ay =[(AX)? +(Ay)?] cosay =d? cosey (5.23)

Se determina astfel unghiul a4 prin functiile sale trigonometrice:
Sina1=(I1_I2 cosﬂ)-dA2y+I25|n,B-Ax (5.24)
Cosay = Uy ~lzcosf) dAZX =L LU (5.25)

Varianta. Pentru rezolvarea sistemului se poate utiliza si regula lui Cramer.
Sistemul (5.21) se pune sub forma:

Ax  Ay] [cosay | [l —1,cosp
[—Ay Ax][sinaﬂ_[lbszinﬂ } (5.26)

Se calculeaza determinantii:

Dy =| %, | = (07 (ay)* = (5.27)

D, = Illeszi,f%sﬂ ﬁi =(l; —1,cosp)-Ax—(l,sin B)- Ay (5.28)
-1 _

Dz = _AAXy 1lzszirfc;ﬂ =(I;~1,c0sB) Ay + (I, sin B)- Ax  (5.29)

Conform regulii lui Cramer necunoscutele se determina cu relatile:
cosay =D, /Dy sinay =D, /D, (5.30)
Se regasesc rezultatele din relatiile (5.24) si (5.25).
in continuare, din relatia (5.3) intre unghiuri se deduce:

a,=a+ (5.31)

prin functiile trigonometrice:
{sin a, =sina; cosf +cose, sin 3 (5.32)
cosa, =C0Sa, Cosf —sinay Sin S '

Matricele de rotatie pentru cele doua unghiuri sunt:
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cosa; —sing;
rot ,=| . 5.33
al [sm a, Cosa, } (5.33)
cosa, —sina,
rot , =rot _,-rot, =| . 5.34
a2 al TN Lln a, Cosa, } (5.34)

Coordonatele articulatiei B se calculeaza pornind de la relatia (5.24):
rg =r; +rot,, -L, [);E] = [;ﬂ + [g;szll _CSOi:(Z_l:l - [I(ﬂ (5.35)
{XB =X+, cosay (5.36)
yg =Y1 +lisiney
5.2 Analiza vitezelor
Date: V; (Viy,Vox) s Vo (VaxsVay) .

Cerute: vitezele unghiulare @y si @, .

Fig.5.3

Din analiza pozitionala se cunosc unghiurile o, a, si .
Pentru rezolvare elementele diadei RRR se reprezinta detasate (fig.5.3).
Ca si in cazul analizei pozitionale, se calculeaza mai intai diferenta intre
vitezele articulatiilor A, si A :
AV =V, -V AV=V, —Vy (5.37)

Av, } {VZX } {le } AVy =Vyy = Vi
= - (5.38) _ (5.39)
{Avy Vay || Vay Avy =V, =V,
Pentru viteza punctului B care apartine ambelor elemente se pot utiliza relatiile
lui Euler pentru viteze in miscarea plan-paralela:

Se regrupeaza termenii acestei relatii in modul urmator:

Prin Vg; si Vg, s-au notat vitezele punctului B in raport cu Aq si respectiv A, .
Relatiile scalare de calcul pentru aceste viteze sunt:

VBl = |1a)l (542) VBZ = Iza)z (543)
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Ele sunt perpendiculare pe directiile elementelor avand in consecinta directiile axelor
y ale sistemelor locale atasate elementelor; sensul lor este dat de vitezele unghiulare

@, sirespectiv w, . In sistemele de referinti locale formele lor matriceale sunt:

0 0
Vg1 = Vgo = 5.44
2] ] san

Cu aceste precizari se dezvolta ecuatia vectoriala (5.41):
rot,, -vgy —rot,, - Vg, =Av (5.46)

cosey —sinay || O cosa, —sina, || 0 | |Avy (5.47)
sing; Cosey | |Vgy| [Sina, cosa, | |V, | |AVy '
Vg1 COSal —Vpo COSO(Z = AVy

COoSary
sina,

cosoy

Sina, (5.48)

S-a obtinut un sistem liniar de doud ecuatii avand necunoscute vitezele vg; si
Vg, . Pentru rezolvare se utilizeaza metoda reducerii. Se inmultesc aceste ecuatii cu
prima coloana din dreapta si se aduna:
Vg1 (Sin @, COsay —COSar, Siney ) = Avy Cosa, + Avy sina, (5.49)
Se procedeaza in acelasi mod cu a doua coloana:
Vg (Sin &, COS@y —COS@, SiNay) = Av, COSay +Avy sinay (5.50)
in expresiile din paranteze, in ambele relatii, se recunoaste functia:
sin(ay, —ay) =sin g (5.51)
astfel ca rezulta vitezele:
Av, COSa, + AV sina,

Vg = 5.52
B1 sin 3 (5.52)
AV, COSaq + AV, Sina
VBZ = X 1_ y 1 (553)
sin g

In functie de context se pot utiliza si alte variante de calcul.

Varianta 1. Procedand ca la analiza pozitionala (rel.5.17, 5.18), se inmulteste
ecuatia simbolica (5.46) la stanga cu matricea de rotatie a unghiului «; . Se obtine:

VBl - rotﬂ . VBZ = I“Ottzl . AV (554)

0 | |cosp —sinf|| O | | cosey singy | |Avg (5.55)
Vgi | [sinB cospB | |Vgo | |-sina; cosa | | Av, '
Vg, Sin = Av, cosay + Av, Sina
B X - 1 y 1 (5.56)
Vg1 — Vg COSS =—Av, sinay + Avy COSay
Din prima ecuatie se calculeazd vg, iar din cea de a doua vg,, rezultatele
fiind echivalente cu cele din (5.52) si (5.53).
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Varianta 2. Sistemul (5.48) se poate rezolva si aplicand regula lui Cramer. Se
pune acest sistem sub o forma matriceald convenabila:

sina, —sinay | |Vvgy | | AV (5.57)
—Ccosar, C€OSay | | Vg | |Avy '
Se calculeaza determinantii:
sina, —singy

=sina, CoSay —COSa, Sinay =

07| _cosa, coOsay (5.58)
=sin(a, —oy) =sinf

D - Av, —sinay A AV si 5.50
1= AV, cosa |- Vy C0Say +Avy sinay (5.59)

D, = sinaz — Av, = Av, sin AV 5.60
2=|_cosa, Av,|” ysina, +Av, cosa, (5.60)

Necunoscutele se calculeaza cu relatiile:
Vg2 =Dy /Dy ve1=D,/Dy (5.61)
Efectuand inlocuirile se regasesc rezultatele din relatiile (5.52) si (5.53).

Vitezele unghiulare se determina din relatiile (5.42) si (5.43):

v AV, COSa, + AV, Sina
wy=-BL= X2 TV 72 (5.62)
I, I, sin g
v AV, COSaq + AV, Sinx
wy=-82 =X YT (5.63)
I, I,sinpg
Viteza punctului B se calculeaza pe baza relatiei (5.40).
Viy _ Viy N 0950‘1 -siney ‘ 0 (5.66)
VBy V]_y Sin 0!1 COSal VBl

o (5.67) Vg = [VA +VE, (5.68)
VB =V1y +VBl COSOtl

Yy
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5.3 Analiza acceleratiilor
Date: & (aqx,a2x) s & (agx:8zy) -

Cerute: acceleratiile unghiulare &; si &5 .

Fig.5.4

Analiza acceleratiilor se face in continuarea analizei pozitionale si a vitezelor,
fiind cunoscute unghiurile 1, o, [ sivitezele unghiulare @y si @, . Cele doua

elemente ale diadei RRR se reprezintd detasate unul de celalalt in fig.5.4.
Pentru acceleratia punctului B care apartine ambelor elemente se pot utiliza
relatiile lui Euler pentru acceleratii in miscarea plan-paralela:

ag =a; +ag; =a, +ag, (5.69)

a, +rot,, -ag; =a, +rot,, -ap, (5.70)
Prin ag; si ag, S-au notat acceleratiile miscarii de rotatie a punctului B in raport cu
A si A, . Insistemele de referinta locale aceste acceleratii au expresiile vectoriale:

ﬁBl = ﬁgl + ﬁél (571) aBl =a‘él +a2|—31 (572)
582 =§|‘3/2 +§|§2 (573) aBZ =a‘é2 +aé2 (574)
ag v ag v
B1 {am}{ 0 } (5.75) B2 =[a82}+{ 0 } (5.76)
ag| L0 (3 ag,] L0 32
Componentele lor normale si tangentiale sunt definite prin relatiile:
aby, = -1, o? s, =—1, w?
o (5.77) e (5.78)
ag; =h & agy =l &

Se observa ca cele doud necunoscute &; si g, apar in componentele tangentiale ale
acceleratiilor locale ale punctului B. Pentru determinarea acestora se regrupeaza
termenii ecuatiei vectoriale (5.69), introducand si componentele:

T

aél_aéz =8.2 —a.1+aBz —aBl :Aa (579)

Vectorul auxiliar Aa inglobeaza toate acceleratiile cunoscute din ecuatie.
Aa=a, —a, +rot,, -ag, —rot,, -ag; (5.80)

Se dezvolta relatia la nivel matriceal si scalar.

Bax}: Aoy | | A1x J{cpwz —sinaz} ak, _{0950{1 —sinal} ay, (5.81)
ay Ay | |ay Sina, COSa, 0 Singay  COSoy 0
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{AaX =a,, —a, +apy COSar, —ap; COSQ (5.82)
Aa, =a,, —ay, +ag,sina, —ag; sina;
Ecuatia vectoriala care contine necunoscutele este:

ag, —ag, =Aa (5.83) rot,, -ag; —rot,, -ag, =Aa (5.84)

Se dezvolta ecuatia la nivel matriceal si scalar:
cosa; —sine; || O cosa, —sina, 0 | |Aa (5.85)
sina; cosa; | |ag;| |Sina, cosa, | |ag,| |Aay '
—ag; Sina,; +ag,sina, =Aa, (5.86)
agy COSay —ag, CoSa, = Aa,

Pentru rezolvarea sistemului obtinut se prefera in acest caz procedeul bazat pe
regula lui Cramer. Se readuce acest sistem intr-o forma matriceala convenabila:

{sinoc2 —sinal] apy Z[Aaﬂ (5.87)

—C0sa, COsay a%, Aa,

Sistemul este asemanator celui de la viteze (rel.5.57), astfel ca si determinantii
vor avea forme asemanatoare:

| sina,  —siney

) = =sina, CoSay —COSa, Sinay =

—-C0Sa, COSay (5.88)
=sin(a, —oy) =sinf
D - Aa, —sing; _A Aa si 5.89
1=\ pa, cosay | ay cosay +Aay singg (5.89)
D, | "% A8\ g, +A 5.90
2= _cosa, Aay|” ay sina, + Aa, cosa, (5.90)
Se obtin expresiile necunoscutelor:
D, Aa,sina,+Aa,cosa
ag =—2=—¥ 2 X' (5.91)
Dy sin g
D, Aa,cosa;+Aa,sina
afy=_t=——— YT 7 (5.92)
Dy sin g
si, tinand cont de definitiile acestora din relatiile (5.77) si (5.78), se obtine in final:
& =a5/l; (5.93) & =ag, /I, (5.94)
Acceleratia punctului B se calculeaza pe baza relatiei (5.69).
ag =a; +ag; (5.95) ag =a, +rot,, -ag;  (5.96)
8gx | _| Baix N c_OSal —sinay | |ag; (5.97)
aBy aAly Sinay; COSaq agl
agy, =apyy +ap1 COSy —ag; Sina
T TAC TR BT (5.98)  ap = /a3, +ad, (5.99)

14 H T
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5.4 Algoritmul de calcul

Analiza pozitionala

1 | AX=Xy—Xq
2 | Ay=y,-y;
3 | d2=12+12-2l,1,cos8
4 | cosp=(12 +12 —d?)/2l,1,
5 | sinB=k-4/1-cos’8
6 | sinay =[(l; —1,cosB)- Ay +1,sin B- Ax]/d?
7 | cosay =[(l; —1,cosB)- Ax—1,sin B-Ay]/d?
8 | sina, =sinay CosS+cosa Sin
9 | cosa, =C0Sa; CosB—sina, sin S
10 | Xg =X +1;coseg
11 | yg =Y, +lising
Analiza vitezelor

12 | Avy =Voy — Vi
13 | Avy =vy, —Vvyy
14 | Vg1 = (Av, cOsa, + Avy sina,) /sin B
15 | Vg2 = (Av, cOsay + Avy sina,)/sin B
16 | @ =Vg /Iy
17 | @y =Vgy/l,
18 | Vg =Vq, —Vg1Siney
19 | Vgy =Viy +Vp1 COSay

Analiza acceleratiilor
20 | ag; =—|16012
21 | ag,=—l, 0}
22 | Aa, =a,, —a;, +ag, Cosa, —ag; COSay
23 | Aay =ay, —a, +ag,sina, —ag; sina;
24 | ag; =(Aa, cosa, +Aaysina,)/sin
25 | ag, =(Aa,siney +Aa, cosay)/sin B
26 glzaél/ll 21 | & :aéz/lz
28 | ag, =apy, +ap; COSa; —ag; Sinay
29 | ag, =aapy +ap;Sinay +ag; Cosey

Yy
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6 DIADA RTR1

6.1 Analiza pozitionala

Date: [y (X1, Y1), B (X2, ¥2), AB=1y, B, ky=%1, k, =+1

Cerute: |1, o4, a5;

Caz particular: 1, =0

Fig.6.1

Reprezentarea grafica a diadei
este prezentata in fig.6.1. Culisa
din punctul B executa o translatie
in lungul elementului AB.

Prin indicatorul k; =+1 se
precizeaza pozitia culisei B atunci
cand se imobilizeaza articulatiile
Ay si Ay. Unghiul interior j este
fix si constitue o data dimensio-
nald a diadei; conform definirii
mentionatd anterior, acesta se
masoard de la elementul AB
catre A,Bsi are valori absolute
cuprinse in intervalul (0,7). In
varianta reprezentatd cu linie

intrerupta in fig.6.1 unghiul f este negativ, ceea ce afecteaza semnul functiei sin

care intervine in calculul unghiurilor ¢ si a,. In consecintd, pentru departajarea

corecta a variantelor, se introduce transformarea:

B =ky -abs(p)

(6.1)

Si in cazul acestui tip de diadd intervine o restrictie geometricd. Diada se
blocheaza atunci cand centrul articulatiei A; coincide cu punctul C — piciorul

perpendicularei dusa din A, pe directia AB, respectiv. Aj/A, = A,C (fig.6.1).
Pentru a evita blocarea este necesar ca 1n timpul miscarii sa fie respectatd conditia:

d>|l,sin 3| (6.2)
Situatia in care punctele A; si C coincid
reprezintd in acelasi timp si pozitia criticd a diadei,
caracterizatd prin semnul ‘=
Fatd de aceastd pozitie pot exista doua situatii care

pot fi departajate print indicatorul K . intr-un sistem
de coordonate local atasat elementului AB (fig.6.2),
dacd punctul C are o coordonata pozitiva, se
introduce Kk, =+1 iar in cazul unei coordonate
negative se introduce k, =-1.

)

in relatia de mai sus.
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Segmentul A;C se va calcula cu relatia:

AC =k (A1) — (A,C)? 63)
Se introduce vectorul auxiliar AT =A/A, =T, - T; si se calculeaza in continuare
patratul distanta d dintre articulatiile Ay si Ay :

Ar=r,—r, (6.4) [iﬂ =[§j —Bﬂ (6.5)
AX =X, —X; 9 5 2

6.6 d2 = (A)? + (A 6.7
{M:h_h ©9) (W + @y (6

Cu notatiile din fig.6.1 se calculeaza in continuare lungimea |, :

AB=AC+CB (6.8 l; =k,/d? —(I,sin B)? +1,cos8  (6.9)

Pentru calculul unghiului ¢; este valabilda demonstratia de la diada RRR

incheiata prin relatiile :
(I, =1, cosB)- Ay + 1, sin - Ax

cosay = (=1, cos/;’)-dAzx—Izsmﬁ-Ay (6.11)

Siin acest caz a, =y + [ astfel ca se utilizeaza relatiile trigonometrice:
sina, =sina, Cosf +Ccosay Sin B (6.12)
COSa, =C0Sey COSS —sinay Sin '

Cu aceste unghiuri se pot forma matricele de rotatie rot,,, rot,, si rot ;

al?

Coordonatele punctului B se calculeaza cu relatiile:

Xg = Xo + 1, COSx,

{yB =Y, +l,sina,

In cazul particular admis pentru aceastéA diada
centrele articulatiei A, si culisei B coincid (fig.6.3). In acest

(6.13)

caz I, =0 si nu existd o variantd simetrica. Desi unghiul
intern este nedeterminat, pentru a nu afecta algoritmul de
Fig.6.3 calcul se introduce £ =0. Din relatiile de mai sus rezulta:

l,=d sing =Ay/d cose; =Ax/d (6.14)
sina, =sine;  COSa, =COSy (6.15)
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6.2 Analiza vitezelor

Dater V; (Vay,Vax) s Vo (Vax:Vay) -

Cerute: vitezele unghiulare @y si @, .

Din analiza pozitionald se cunosc lungimea I, , unghiurile 4 si a5 .
Elementele diadei RTR1 se reprezinta detasate in fig.6.4.

Fig.6.4
Vitezele unghiulare @, si @, sunt derivatele in raport cu timpul ale
unghiurilor de pozitie ¢; si «,. Unghiul interior £ dintre elementele diadei este
constant astfel ca derivata lui este nula. in consecinta:
L=a,—oy B=d,—dy O=w, -y W, =, (6.16)
Cu notatiile din fig.6.4, viteza punctului B care apartine ambelor elemente se
exprima prin ecuatia vectoriala:

Vg =V +Vg, =V, +Vp, (6.17)
Partea a doua a acestei ecuatii se pune sub forma:

Vg, —Vgp =V, —V; = AV (6.18)

in care vectorul auxiliar AV contine termenii cunoscuti ai ecuatiei:
AV =V, —V; Av=V, —V; (6.19)

Avy _ | Vax Vix AVy =Vpy —Viy
[A}H H (6.20) {Avy (6.21)
Prima parte a ecuatiei (6.18), cea care contine necunoscutele, este:

Vg1 —Vgy = AV Vg1 —Vgy =AvV (6.22)

Viteza culisei B in raport cu punctul A; are o componenta relativa si una de
transport; viteza centrului culisei fati de punctul A, are o singuria componenti. in
sistemele de referinta locale, cu notatiile din fig.6.4, aceste viteze sunt:

_ \ 0
B1 =V +V; Vg1 Z[Vr} Vg) Z[V } (6.23)
t B2

<

Viteza de transport v, si viteza Vg, sunt definite prin relatiile:
Vt = |1a)1 (624) VBZ = Iza)z = I2C()l (625)
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In sistemul de referinta fix ecuatia (6.22) are forma matriceala:
I’Otal -VBl—FOtaZ 'VBZ ZAV (626)

{cps% —sin al} ' [vr } ~ {0950{2 —sin az} ‘ [O } _ {AvX } 6.27)
sina; cosey | |l | |sina, cosa, | |lLo | |Avy
Se inmulteste ecuatia la stdnga cu transpusa matricii de rotatie a unghiului ¢ :
rot',, -rot,, -Vg; —rot.,; -rot,, -vg, =rot.; -Av (6.28)
Reamintind ci roty,, -rot,, =1 si rot,, -rot,, =rot ; se obtine:
Vpy —TOt - Vg, =10t - Av (6.29)
[ v, }_[cpsﬁ —sin ﬂ}{ 0 }:[ cosey  sin al]{Avx} (6.30)
oy | |sing cosp | | Lo | |-sina; cosa; | |AVy
Ecuatiile scalare provenite din aceasta sunt:

{ Vr + @ Sin B = Av, cosay + Avy sinay

(I, =l cosB) w =—Av,sina; + Av, cosay (6.31)

Din cea de a doua ecuatie se deduc viteza unghiulard comuna a elementelor:
Avy cosay —Av, sinay

1 Iy -1,cosp (6.32)
iar din prima ecuatie, tinand cont de (6.25), se obtine viteza relativa a culisei:
Ve =Av, COsay + AV sinay — Vg, Sin B (6.33)
Pentru viteza totald a culisei B se utilizeaza partea a doua a relatiei (6.17):
VB =\_/2 +\782 VB :Vz +I’0ta2 ‘VBZ (634)
v \ —sin

B | _| Vax |, cpsac2 sina, | 0 (6.35)

VBy sz Sin ay COSCXZ Vgo

Vgy = Vo —Vgy SiNa, 5 ~
{VB§ = Vz);, + Vg, COSary (6.36) Vg = \/(AVBX) +(Avgy)®  (6.37)

In cazul particular in care centrul articulatiei A, coincide cu centrul culisei B:
b=0 vg,=bao,=0 Vz=V, (6.38)

6.3 Analiza acceleratiilor

Date: & (ayx,apy), 3 (32x,azy) .

Cerute: vitezele unghiulare & si &5.

Din analiza pozitionald se cunosc oy, a,, l; iar din analiza vitezelor se

cunosc vitezele unghiulare @, si @, precum si viteza relativa v, .

Pentru rezolvarea diadei RTR1 cele doud elemente se reprezintd detasate unul
de celdlalt in fig.6.5.

Acceleratiile unghiulare &; si &, sunt derivatele in raport cu timpul ale
vitezelor unghiulare @, si @, . Pe baza relatiei (6.16) se deduce:

Wy=0p =0, =& (6.39)
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Fig.6.5
Cu notatiile din fig.6.5, acceleratia punctului B care apartine ambelor elemente
se exprima prin ecuatia vectoriala:
ag =a;+ag; =a, +ag, (6.40)
Acceleratia culisei B in raport cu punctul A; se compune din acceleratia relativa,
cea de transport (normala si tangentiald) si acceleratia Coriolis. Acceleratia centrului
culisei fata de punctul A, are o componenta normala si una tangentiala.

ag1=a,+3 +& +3,  (6.41) ag, =ap, +agsy (6.42)
Pentru aceste acceleratii relatiile de calcul sunt:
v 2 14 2
{ag =—het g 43) {""52 =l (6.44)  ay =2V, (6.45)
a =he apy =l &2 = ey
Necunoscute sunt acceleratia relativa si 0 acceleratie unghiulara care apare in
ambele componente tangentiale. Ecuatia (6.40) se pune sub forma:

g1 —agy =& —a; =Aa (6.46)
Se calculeaza mai intai acceleratia auxiliara:
Aa=a,-q Aa=a, —a; (6.47)
Aay _ | @ax Agx Ay =8y, —ayy
{Aa }_{a }{a } {Aa =a,, —a (6.48)
y 2y ly y 2y 1x
Ecuatia vectoriala pentru calculul necunoscutelor mentionate este:
ag —apy =Aa (6.49)
Cei doi termeni din partea stanga au in sistemele locale formele matriceale:
\4 14
ag :{ &t } (6.50) ag, {a?} (6.51)
at +acr a2
in sistemul de referinti fix, ecuatia vectoriald de mai sus ia forma matriceala:
rot,,. -ag; —rot,, -ag, =Aa (6.52)

{cowl —sinal} a +a, _[cowz2 —sin az} ap» _{Aax} 6.53)
sinay  €osey | | af +ay, sina, cosa, | |ag, Aa, | M
Se Inmulteste ecuatia la stdnga cu transpusa matricii de rotatie a unghiului ¢ :

rot,, -rot,; -ag; —rot.; -rot,, -ag, =rot; -Aa (6.54)

Reamintind ¢d rot,, -rot,, =1 si rot;, -rot,, =rot,; se obtine:
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aBl - rotﬂ . aBZ = FOtfxl . Aa (655)

al +a, _|cosp —sinB| | ag, _| cosay sina; | | Aay (6.56)
lie;+agr | [SINB cosp | |l,e,| |—Siney cosa; | |Aay ™

a +a, —ap, CosP+1, & sin f=Aa, cosey +Aasiney

. . (6.57)
|y €1+ 8cor — g, SIN F—1, &1 COS B =—Aa, sina +Aa, cosay
Din ecuatia a doua se determind acceleratiile unghiulare:
1 . .
& =&y =——————(-Aa;sinay +Aa, Cosay +ap,Sin f—ay,) (6.58)
I, —1,cosp
Din prima ecuatie se poate calcula acceleratia relativa:

a, = Aa, Cosay +Aay sina, +ag, cosf—1, & sin f—a/ (6.59)

Acceleratia totala a culisei B se poate calcula mai simplu folosind partea a
doua a ecuatiei vectoriale (6.40):
55 = 52 + 552 aB =a2 + I’Otaz 'aBz (660)

a a cosa, —Sina ap
{an}: 2X +[ R’ 2] EZ (6.61)
By azy SIn az COSa2 aBZ
Rezulta in final:
a. —a2 +a52 COSO[Z aBZ Sln (ZZ 2 2
g (6.62) ag =qagc +ag, (6.63)
a —azy +aBz Slnaz +aBz COS(ZZ

6.4 Algoritmul de calcul

Analiza pozitionald

1 | AX=Xy—X

2 | Ay=Yy,-Vy;

3 | d*=(&)° +(ay)?

4 | 1, =kyy/d? —(I;sin B)2 +1,cos 3

5 | sina, =[(I,cosB—1,)- Ay +1;sin 8- Ax]/d?
6 | cosa, =[(l,cosB—1,)- Ax—l;sin B-Ay]/d?
7 | singy =sina, cosf —cosa,sin f

8 | cosay =cosa, Ccospf+sina,sin

9 | Xg=X,+Il,c0s0,

10| Yg =Y, +lrsina,
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Analiza vitezelor

11| Avy =Vyy —Viy
12 | Avy =V, —Vyy
13 | @y =(Avy cosay —Av,sinay)/(l; 1, cos )
14| o, =,
15| vgo=h o,
16 | Vy =Av,cosay +Avysina; —Vg, sin
17 | Vgy =Voy —VpgsoSinay,
18 | Vgy =Vay + Vg, COSay
Analiza acceleratiilor
19 | Aay =ay, —ayy
20 | Aay =apy —ag,
21| &' =- 0)12
22 | apy =-1, 6022
23 | agr =20V,
24 | & =(-Aa,sinay +Aa, Cosay +ag, Sin - aco,r)/(l1 —1,cosp)
25| & =¢
26 | agy=ly &
27 | a, =Aa,cosay +Aa, sina; +ag, CosB—ag, sin f—a/
28 | ag, =a,, +ag, CoSar, —ag, Sina,
29 | agy =ay, +ap,Sina, +ag, Cosa,

Yy
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7 DIADA RTR2
7.1 Analiza pozitionala

Date: [y (X1, Y1), B (X0, Y2), ABB=1ly, B, ky=%1, k, =+1
Cerute: |2,0{1, 0{2;

Caz particular: 1; =0

Reprezentarea graficd a diadei
este prezentatd 1n fig.7.1. Culisa
din punctul B executd o translatie
in lungul elementului A,B .

_ Modul de rezolvare pentru

ky=+1 aceastd diada este analog celui de
la diada RTR1.

Pentru a diferentia variantele

4 k;=—-1 simetrice ale diadei se utilizeaza

ll/ indicatorul ~ k; =+1;  unghiul
|

(%)

~ - A1, interior se defineste prin relatia:
ek f=k-abs(B)  (1.1)
So D B Restrictia geometricad care se
0 . l impune in acest caz este:
Fg.rl d>|Lsing|  (7.2)

Situatia in care punctul A, coincide cu punctul C
— piciorul perpendicularei dusd din A; pe directia A,B,
reprezintd pozitia criticd a acestei diade definitd prin

A

semnul “="1n relatia de mai sus.

Ca si la diada RTR1, situarea in raport cu pozitia
critica este precizata prin indicatorul K, . Intr-un sistem
de coordonate local atasat elementului A,B (fig.7.2),
dacd punctul C are o coordonatd pozitiva, se introduce
K, =+1 iar in cazul unei coordonate negative se

introduce k, =—1. Segmentul A,C se va calcula cu
Fig.7.2 relatia:

AC =k (AAy)” ~ (AC)? (73)
Se introduce vectorul auxiliar AT =AA, =T, —; si se calculeaza in continuare

patratul distanta d dintre articulatiile A; si Ay :

AF=T,—1; (7.4) Bﬂ _ Dﬂ —Bﬂ (7.5)
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{AX ~X A (7.6) 2= +(Ay)2  (17)
Ay =Y, -V,

Se determina in continuare lungimea |, :

AB=AC+CB (7.8) l, =k,/d? —(l;sin B)% +1,cosp  (7.9)

Calcularea unghiurilor «; si «, se face urmand procedura demonstrata
pentru diada RRR. Succesiunea relatiilor finite este urmatoarea:
_(Iycosp—1,)-Ay +1ysin B - Ax

Cosar, = Iy cosﬂ—lz)-dAzx—llslnﬂ-Ay (7.11)
sinay =sina, Cos S —Cosa, Sin
a =y f { ' 2008/ ~cosapsin (7.12)
COSay =C0sa, CosB +sina,sin
Cu aceste unghiuri se pot forma matricele de rotatie rot,,, rot,, si rot ;.
cosay —Singy cosa, —sina,
rot,; =| . 7.13 rot,, =| . 7.14
ol Lln @, Cosa } (7.13) a2 {sm a, Cosa, } (7.14)
cosp sing t
—oy =— rot', -rot,; =| . =rot,; (7.15
ay—a;=—p a2 al {—smﬂ Cosﬂ} s (7.15)

Coordonatele punctului B se calculeaza cu relatiile:
XB = Xl + Il COSal
yg =Y, +lisiney
In cazul particular admis pentru aceasti diadd centrele
articulatiel A si culisei B coincid (fig.7.3). In acest caz I, =0 si

(7.16)

nu existd o variantd simetricd. Desi unghiul intern este
nedeterminat, pentru a nu afecta algoritmul de calcul se introduce
L =0. Din relatiile de mai sus rezulta:
l,=d sina,=Ay/d cosa, =Ax/d (7.17)
siny =sina,  COSay =COScr, (7.18)
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7.2 Analiza vitezelor
Dater V; (Vay,Vax) s Vo (Vax:Vay) -
Cerute: vitezele unghiulare @y si @, .

Din analiza pozitionald se cunosc lungimea I, , unghiurile & si a5 .
Distributia vitezelor pentru fiecare element este reprezentata in fig.7.4

Fig.7.4
Pentru vitezele unghiulare ale elementelor este valabild si in acest caz relatia:
L=a,—oy B=d,—dy O=w, -y W, =, (7.19)
Pentru viteza punctului B relatia vectoriala este:
Vg =V; +Vg; =V +Vpy (7.20)
Partea a doua a acestei ecuatii se pune sub forma:
Vg1 —Vgy =V, —V; =AV (7.21)
In aceasti relatie intervine vectorul auxiliar:
AV =V, -V Av=V, -V, (7.22)
|:i:x:| :|:z2x:|_|:zlx:| (7.23) {izx :\CZX _\\lllx (7.24)
y 2y ly y 2y ly
Prima parte a ecuatiei (7.21), cea care contine necunoscutele, este:
Vg1 —Vgy = AV Vi —Vgy =AvV (7.25)

Viteza culisei B in raport cu punctul A, are o componentd relativa si una de
transport; viteza centrului culisei fata de punctul A are o singuria componenti. In
sistemele de referinta locale, cu notatiile din fig.7.4, aceste viteze sunt:

_ o Vv 0
Vgo =Vp +V Vea =| ) Vg1 = (7.26)
Vit VB1

Viteza vg, si viteza de transport V; sunt definite prin relatiile:
Vg1 =haoy =l (7.27) Vi = o, (7.28)
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In sistemul de referinta fix ecuatia (7.25) are forma matriceala:
I’Otal -VBl—FOtaz ‘VBZ =Av (729)

cosay —siney | [ 0 cosa, —sina, | [ v, | | AV (7.30)
singg cosey | [hw,| |sina, cosa, ||La,| |Av, '
Se Inmulteste ecuatia la stdnga cu transpusa matricii de rotatie a unghiului o, .
rot,, -rot,, - Vg, —rot., -rot,, - Vg, = rot., - Av (7.31)
Reamintind ¢d rot,, -rot,, =1 si rot;, -rot,, =rot}; se obtine:
cosp sing 0 | | v |_| COsay sina, ||Avy (7.33)
—sinB cospB| | ho, | |lLw, | |-sina, cosa, | |Av, '

Din aceasta relatie se obtine sistemul de ecuatii scalare:

Iy, sin f—v, = Av, cosa, + Av, Sina,
o y (7.34)
(I,cosp—1y) w, =—Avysina, + Avy cosa,
Din cea de a doua ecuatie se determina vitezele unghiulare comune:
Av, cosa, —Av, Sina
Wy = =— 2 X 2 (7.35)
l,cosp -1,
iar din prima ecuatie, tinand cont de (7.27), se obtine viteza relativa a culisei:
Vy =Vg 8in f—Av, cosa, —Av, sina, (7.36)
Pentru viteza totala a culisei B se utilizeaza prima parte a relatiei (7.20):
v v cosa; —sina 0
Bx | _| Y1x 4| " 14, (738)
VBy V]_y Sin al COS(Zl VBl

Vg, =Vqiy —Vp,SiNa
oS - SR e

VBy = Vly + VBl COS(Zl
In cazul particular in care centrul articulatiei A, coincide cu centrul culisei B:
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7.3 Analiza acceleratiilor
Date: & (a1y,apy), 3 (325,azy) -

Cerute: vitezele unghiulare &; si &5.
Distributia acceleratiilor este reprezentata in fig.7.5.

Fig.7.5

Din analiza pozitionala se cunosc ¢, @5, |, iar in analiza vitezelor au fost

determinate vitezele unghiulare @, =, si viteza relativa v, .
Egalitatea vitezelor unghiulare (rel.7.19) va determina si egalitatea
acceleratiilor unghiulare:
W= =@ & =8 (7.42)
Cu notatiile din fig.7.5, acceleratia punctului B care apartine ambelor elemente
se exprima prin ecuatia vectoriala:
ag =a;+ag; =a, +ag, (7.43)
Acceleratia culisei B in raport cu punctul A, se compune din acceleratia relativa,
cea de transport (normala si tangentiald) si acceleratia Coriolis. Acceleratia centrului
culisei fata de punctul A; are o componenta normala si una tangentiala.

ﬁBl = ﬁgl + ﬁél (744) 552 = ar + atv + ﬁtT + ﬁcor (745)
Pentru aceste acceleratii relatiile de calcul sunt:
2 v 2
agy =—l o af =—l o
j (7.46) . (7.47)  agy =2m,v, (7.48)
ag; =l & =he; a =h&

Necunoscute sunt acceleratia relativa si 0 acceleratie unghiulara care apare in
ambele componente tangentiale. Ecuatia (7.43) se pune sub forma:

551 - 582 = 52 - 51 = Aa (749)
Se calculeaza mai intai acceleratia auxiliara:

{Aax} _ Ay B Ay Aa, =ayy —a (7.51)
Aay a2y aly Aay = a2y — alX
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Ecuatia vectoriala pentru calculul necunoscutelor mentionate este:
g, —ag, =Aa (7.52)
Cei doi termeni din partea stanga au in sistemele locale formele matriceale:
14 14
ag {aﬂ (6.50) ag, { B *a } (7.53)
a1 at +acr
in sistemul de referinta fix, ecuatia vectoriald de mai sus ia forma matriceala:
rot,, -ag; —rot,, -ag, =Aa (7.54)
cosa; —sina | |8g1| [cosa, —sina, | |a +a, | | A&
Lin a; COsey } r {sin a, Ccosa, } al +ag, {A

apy
Necunoscutele sunt acceleratia relativd a, si acceleratia unghiulard &, care apare

} (7.55)

ay

in relatiile componentelor tangentiale. Se inmulteste la stdnga aceastd ecuatie cu
transpusa matricii de rotatie a unghiului o, :

rot,, -rot,, -ag; —rot.,, -rot,, -ag, =rot., -Aa (7.56)
Reamintind cd roty,, - rot,; =roty si rot},, -rot,, =1 se obtine:
rotl; -ag; —agy =rotg,, -Aa (7.57)
cosp sinf | |ag, | | a'+a, |_| Cosa, sina, | |Aa (7.58)
—sinB cosB| |le, | |Ley+ay, | |—Sina, cosa, | | Aay '
apy COSB +1li&,8in f—a —a, =Aa, cosa, +Aay sina,

(7.59)
—ag; sin B+ (I cosf—1y) £, —ag, =—Aa,sina, +Aa, cosa,

Din cea de a doua ecuatie se determind acceleratiile unghiulare:

B 1
l,cosp -1,

Din prima ecuatie, tinand cont si de (7.46), se determina acceleratia relativa:

& =6 -(—Aaysina, +Aay Cosa, +ag, Sin f+ag,)  (7.60)

a, =—Aa, Cosa, —Aay Sina, +ap; COSH +ag Sin f—a/ (7.61)

Acceleratia totald a culisei B se poate calcula folosind prima parte a ecuatiei
vectoriale (7.43):

5B = 51 + 581 aB = al + aBl (762)
a a _qj v
Bx { 1x}{0_05a1 sin al] aEl (7.63)
aBy a-]_y SIn 0{1 COSOtl a‘Bl
Rezulta in final:

ag, =a, +ap1 COSe; —ag;Siney
_ (7.64) ag =./ag +a3,  (7.65
apy =ayy +ap; SNy +ag; oSy
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7.4 Algoritmul de calcul

Analiza pozitionala

1| AX=X-X
2 | Ay=Yy,—-y;
3 | d*=(a0° +(&y)?
4 | 1 =kyy/d? (I, sin B)? +1,c08
5 | sinag =[(I; =1, cospB)- Ay +1,sin - Ax]/d?
6 | cosay =[(I; —l,cospB)- AX—I,sin - Ay]/d?
7 | sina, =sing, cosf +cosay sin S
8 | cosa, =C0Say COsf —sinay sin
9 | Xg =X +licosey
10 | yg=Y; +lisineyy
Analiza vitezelor

11 | Avy =V, — Vg
12 | Avy =V, =V
13 | @, =(Avycosa, —Av,sina,)/(l cos B ~1,)
14| o=,
15| vgr =l o,
16 | Vr =VgpSin f—Av, COsa, —Av, sina,
17 | Vgy =Voy — Vg, Sina,
18 | Vgy =Vay + Vg, COSary

Analiza acceleratiilor
19 | Aay =ay, —ayy
20 | Aay =apy —ay,
21| af —yof
22 | agy =—l, w5
23 | A =201V,
24 | &, =(-Aaysina, +Aa, cosa, +aglsinﬁ+acor)/(llcos,8—lz)
25| &=¢
26 | ag; =l &
27 | a, =—Aa, cosa, —Aa, sina, +ag, CosB+ag, sin f—a;
28 | ag, =ay, +ap; COSa; —ag; Sinay
29 | ag, =&, +ag; Sinay +ag; Cosa

Yy
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8 DIADATRR

8.1 Analiza pozitionala

Date: Tyy (X015 Yo1) » T2 (X2, ¥2) » liv oy o1y 71, Ky =%1, ky =+1
Cerute: lgy, 1, a5;

Caz particular: 1, =0

Fig.8.1

Diada TRR este reprezentata grafic in fig.8.1. Culisa din punctul A; aluneca

pe un suport mobil care poate apartine unui element conducator sau unui element al
altei diade. Pozitia punctului de referinta O, si unghiul de poztie ¢ ale suportului

sunt date, necunoscuta fiind pozitia ly; a culisei. Se cunoaste deasemenea unghiul
71 pe care elementul AB il face cu suportul. Acest unghi se masoara intre directiile
pozitive ale suportului si elementului; definirea corecta a acestuia se face prin relatia:

71 =Kz -abs(y1) (8.1)
in care indicatorul k, =+1 daca unghiul este masurat in sens trigonometric si
k, =—1 daca este masurat in sens orar.

Pozitia critica a diadei TRR intervine atunci cand directia elementului A,B
este perpendiculara pe suportul de translatie al culisei A; . Departajarea pozitiilor se
face prin indicatorul k; a carui valoare se va preciza in continuare.

Se observa ca pentru unghiul ¢y si functiile sale exista relatiile:

sin &, =Sin ¢, C0Sy; +COSe, Sin
Q=g+ 7, 8.2) { 1 21 71 @SN yq

. . (8.3)
COSay = COS@; COSy; —Sin ¢ Siny;
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Pozitia punctului B este data de ecuatia vectoriala:

lg=0 +O;AA+AB=FL+AB (8.4)

Termenii acestei relatii se grupeaza in modul urmator:
O,A +AB=F, —fp; — AB=AF (8.5)

Termenii cunoscuti se include in vectorul auxiliar A :
AF=F, - — AB Ar=r, —Tg —rot,-L, (8.6)

La nivel matriceal si scalar acesta devine:
[Ax} :[xz } _{xm} _[c_owl —sin 061]['1} 8.7)
Ay Yo Yo1 sina; cosey | |0

{Ax=x2 —Xo1 — | cosay 8.8)

Ay =Y, = Yor —lisiney

Prima parte a ecuatiei vectoriale (8.5) este:
O,A — A,B=AF rot,y Lo, —rot,, L, =Ar (8.9)
cu dezvoltarea matriceal:
{0_05401 —sin (pl} ‘ [Im} _[0_050:2 —sin az} ‘ [Iz} _ [Ax} (8.10)
sing; Cosg; 0 sina, cosa, | |0 Ay
Se inmulteste aceasta ecuatie matriceala la stanga cu transpusa matricii de rotatie a

unghiului ¢; . Se observa ca prin inmultirea acesteia cu matricea de rotatie a
unghiului o, se obtine matricea de rotatie a unghiului auxiliar 5 =, — ¢, (fig.8.1).

rOt,,; 1ot - Log —rot,, -rot,, - Ly =rot;, -Ar (8.11)
Cu precizarea ca rot;,l “rot; =1 si rot;,l -rot,, =rotz, aceasta ecuatie devine:
Loy —rots-L, =rot,; -Ar (8.12)
o [em ans] ) [omm snalfa] gy
0 sind cosod | |0 —sing, cose, | | Ay

Prin dezvoltarea acesteie rezulta sistemul de ecuatii scalare:
lo; —1, 0SS = AXCOosg; + Aysin
01~ 126 _(01 ySin g, (8.14)
—l,sind =—Axsing, + Aycosg,
ale carui necunoscute sunt functiile trigonometrice ale unghiului & si lungimea I, .

Din a doua ecuatie se determina:

sin5=|i(Axsin @, —AyCcosg;) (8.15)
2

Din fig.8.1 se observa ca pentru 6 =x/2 elementul A,B este perpendicular pe
suportul de translatie al culisei A; ; n aceasta situatie sensul de continuare a miscarii

este nedeterminat ceea ce corespunde pozitiei critice a diadei. Situarea elementului
A,B de o parte sau de alta a pozitiei critice se poate preciza printr-un indicator k;

atasat relatiei de calcul a functiei coso :
c0sS =k; -\/1—(sin5)? (8.16)
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Daca 6 <z /2 functia este pozitiva si se introduce k; =+1; pentru 6 > /2 seva
alege k; =-1.
Din prima ecuatie (8.14) se calculeaza pozitia culisei pe suport:
lo; = AXcosg; + Aysing; +1, coso (8.17)

Unghiul de pozitie «, si functiile sale se determina cu relatiile:

sina, =sin g, C0SO + CoSg; Sin &

ay=p,+5  (8.18) @2 =511 P> (8.19)
COSar, =C0Se; COSO —Sing; Sino

Pentru pozitia articulatiei B se foloseste partea a doua a ecuatiei (8.4):

FB = Fz + AzB rB = rz + I’Otaz . L2 (820)

X X —si I Xg = Xy +1, COSx
B|_| "2 |, [C0Sa =SNay | 1 %2 g oqy [7BT 72T g 50
Y8 Y, sina, cosa, | |0 Yg =Y, +15sina,
In cazul particular in care I, =0 este evident ci unghiul y; este nedeterminat.
Pentru a nu afecta calculele se va lua y; =0 si astfel va rezulta a; = ¢ .

8.2 Analiza vitezelor

Date: Vg (Voix:Voiy) » V2 (Vax:Vay), oy

Cerute: vitezele unghiulare @y si @y, v, .

Fig.8.2

Din analiza pozitionala se cunosc lungimea 1y, unghiurile o1, a, si 0.
Distributia vitezelor pentru fiecare element este prezentata in fig.8.2.
Din relatia intre unghiurile vecine culisei din punctul A, cu observatia ca
unghiul y; este constant, se determina:
a =@t o=@ W =Wy (8.23)
Pentru viteza articulatiei B exista relatia vectoriala:
Vg =V +V, +V; +Vg1 =V, +Vpy (8.24)
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Pentru marimile vitezelor din aceasta ecuatie exista relatiile de calcul:

Vi =y log Vg =@ |y Vga = s, (8.25)
Necunoscutele ecuatiei vectoriale sunt viteza relativa v, a culisei si viteza
unghiulard @, . Termenii ecuatiei (8.24) se grupeaza in modul urmator:

Vy —Vgp = AV (8.26)
in care AV grupeaza toti termenii cunoscuti ai ecuatiei vectoriale.
AV =V, —Vg; —V; — Vg (8.27)
La nivel matriceal aceasta va lua forma:
AV =V, = Vg =0t g - Vi —FOt 1 - Vigg (8.28)

AVy | | Vox | |Voix | _|cospy —sing, | | 0| fcosa; —singy || O (8.29)
AV | [Vay || Vouy sing; cosgy | | v sina; cosay | | Vg |

Se deduc in continuare ecuatiile scalare:

AV, =V, —Vy1, +V; SiNgy +VgySinay (8.30)
AVy =V, —Vo1y —V; COS@y —Vg; COSQy '

Relatia matriceala corespuzatoare ecuatiei (8.26) este:
rot,; -V, —rot,; Vg, =Av (8.31)

cospy —singy | |V, | |COSa, —sina, || O | |Av (8.32)

sing, cosgp, | | 0| |sina, cosa, | |wyly| |Avy '

Se inmulteste aceasta la stanga cu transpusa matricii de rotatie a unghiului ¢ .
FOt,,; 1Ot -V, —FOt, TOt,5 - Vgy = Oty - Av (8.33)
Cu precizarea ca rot;,l “rot; =1 si rot;,l -rot,, =rot s, aceasta ecuatie devine:
V, — IOty - Vgy =0ty -Av (8.34)
V| _|coss —sing || O | | cospy sing | | Avy (8.35)

0| [sind cosS | |vgy | |—Sing, cosg, | |Av, '

Se obtine sistemul de ecuatii scalare:

Vy +VpSind = Av, COS@; + Avy sin g, 8.36
— Vg, COSSO = —AV, Sin ¢y + AV, COS@, (8.36)
Din cea de a doua ecuatie se determina viteza unghiulara:
Av, sin @, —Av,, c0S vV
Vg, = AT EOL g 37) w, =82 (8.38)
c0so I
iar apoi din prima ecuatie viteza relativa a culisei:

Vy = AV, COS@; + AVy Sing; —Vg, SiNG (8.39)

Viteza articulatiei B se calculeaza din partea a doua a ecuatiei (8.24):
\78 :\72 +\_/52 VB = V2 + I’Otaz ° VBZ (840)

Ve | _| Vax N cosa, —sina, ‘ 0 (8.41)
Vgy Vay sina, cosa, | |Vgs '
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Vg, =Vp, —Vg,Sina
{BX ax TB2RTTZ L (8.42) Vg = V3 + V3, (8.43)

VBy :sz +Vg, COSy
Daca |, =0 rezulta cd si vg, =0, calculul celorlalte viteze nefiind afectat.

8.3 Analiza acceleratiilor

Date: ay (p1x.301y), & (A2x,82y), &o1 -
Cerute: vitezele unghiulare &, , &, . si acceleratia relativa a, .
Distributia acceleratiilor pentru fiecare element este prezentata in fig.8.3.

Fig.8.3

Din analiza pozitionala se cunosc @y, a,, ly, iar din analiza vitezelor se

cunosc vitezele unghiulare @, =ay; si precum si viteza relativa v,. Egalitatea
vitezelor unghiulare (rel.8.23) se regéseste si la acceleratiile unghiulare:

@y =y &1=¢&n (8.44)
Se porneste analiza cu ecuatia vectoriala a acceleratiei articulatiei B:
aB 2501+§r +§t +5cor +§Bl 252 +532 (845)
in care, cu notatiile din fig.8.3, existd componentele:
v__ 2
a=a +a (8.46) {a‘T =~ b lon (8.47)
a; =¢&o1 log
v _ 2
dgy =ap +ag  (8.48) {aﬁl ! (8.49)
agy =¢1ly
v _ 2
8y, =34, +a%,  (8.50) 85, == 03l (8.51)
agy =213

La acestea se adauga relatia pentru acceleratia Coriolis:
Boor =21 Vy (8.52)
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Necunoscutele ecuatiei vectoriale sunt acceleratia relativa a, a culisei pe
suportul translatiei si acceleratia unghiulara &, .
Se regrupeaza in mod corespunzator termenii ecuatiei (8.45):
a,—ag, =Aa (8.53)
Acceleratiile cunoscute se grupeaza in relatia:
Ad=a; —ay —8 — 8y —apy +3p; (8.54)
Se dezvolta aceasta relatie la nivel matriceal si scalar.
Aa=(a, —ap) - rot,; - (a; +agy)—rot,, -ag; +rot,,-ag, (8.55)

Aay | | &y, —agy _[(:05401 —Singol] a; |
Aay |~ |apy —ao1y | [sing; coser ||l +ay,

. _ (8.56)
_|cosa; —singg | | ap; L|cosa, —sina, | |ag,
sina; cosay ag, sina, Ccosa, 0
_ v T H
Aay, =@y, —8gx — 8 COSPy + (8 +ac)Sing; —
—apy COSay +ag; Sinay +ag, Cosa, (8.57)

Vo T
Aay =8y —8pry —8 SINPy — (at + acor)COS¢1 -
—ag; Sinay —ag; Cosay + ag, Sina,
Ecuatia (8.53) se pune sub formatriceala:
T
rot,;-a, —rot,, -ag, =Aa (8.58)

cosp, —singy | [a,] [cosa, —sina,|[ 0 |_[Ae (8.59)
sing; cospy | | 0] |sina, cosa, | |ap,| |Aa, '
Se inmulteste aceasta ecuatie la stanga cu transpusa matricii de rotatie de unghi ¢; :
rot,,; -rot,; -a, —roty, -rot,, -ag, =rot,; -Aa (8.60)
Cu precizarea ca rot;,l “rot; =1 si rot;,l -rot,, =rot s, aceasta ecuatie devine:
t
ar —rots-ag, =rot,; -Aa (8.61)
a, | |cosd —sing || O |_| cospy sing | | Aay (8.62)
0] |sind coss | |agy | |—sing, cosg, | |Aay '
Se obtine sistemul de ecuatii scalare:
a, +ap, Sind =Aa, cosg; +Aa, sing,

(8.63)
—ap, C0SO =—Aa, Sing; +Aa, Cosgp,
Din cea de a doua ecuatie se determind acceleratia unghiulara:
Aa, singp—Aa, cos a
ag, =PI (g 64 g, = 282 (8.65)

cosS I,
iar apoi din prima ecuatie acceleratia relativa a culisei:

a, = Aa, Cosgy +Aay sing, —ag,sind (8.66)
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ag

ag

Acceleratia articulatiei B se calculeaza din partea a doua a ecuatiei (8.45):
EB 252 +§BZ aB =a2 +I’0ta2 'aBZ (867)

a a cosa, —Sina ap
Bx | _| “2x +|: ) 2 2:|, I13_2 (8.68)
aBy azy SN az COSa2 aBZ

=2y, +ap, COSa, —ag, Sina,
o (8.69) ag =./a3, +a, (8.70)

y =8,y +ap,Sina, +ag, Cosa,

in cazul particular in care I, =0 rezulti ci ag; =0 si ag; =0, calculul

celorlalte acceleratii nefiind afectat.

8.4 Algoritmul de calcul

Analiza pozitionala

sin oy =sin g, COSy; +COSe; Sin

COS; =CO0S@; COSy —Sin gy Sin y;

AXZXZ _XOl _Il COSO!l

Ay =Y, —Yo1 —lisiney

sinay =[(I; —1, cosB)- Ay +1, sin B- Ax]/d?

cosay =[(I; -1, cosB)- Ax—I,sin 8- Ay]/d?

sin& = (Axsin g, —Aycosg,) /1,

c0sS =k; -\/1—(sin5)?

O©| O | N | |PR|WIN|F

lo; = AXcosgy + Aysing, +1, coso

[EN
o

sina, =sing; C0So +Cosg; SiNd

[y
[

COS, =CO0S@; COSO —Sin @, Sino

=
N

Xg =Xo +1, COSer,

=
w

Yg =Y, +1lysina,
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Analiza vitezelor

14| o =wy
15 | i =aly
16 | ver =l
17 | AVy =Vo, —Voiy +V; SiNgy + Vg Sinay
18 | AVy =V,y —Vg1y —V; COS@; — Vg COS@
19 | Vg2 = (Avysing, —Av, cos¢,) /cosS
20 | w, =vgy/l,
21 | Vp =Av, Cos@y +Avysing; —vg, Sind
22 | Vgy =Voy —VgoSina,
23 | Vgy =Vay + Vg, COSay
Analiza acceleratiilor
24 | & =¢&g
25 | af ==l
26 | af =&yl
27 | 8y =291 Vy
28 | ay =—afl
29 | ag =&l
30 | ag, =— 5022 I,
31 | Aa =a,y, —ag, —a COSey +(af +ag, )Sing, —ap; CoSey +ag; Sinay +ap, Cosa,
32 | Aay =ay, —ag;, — & SiNgy — (3 +a,)COSP; —ap; Sinay —ag, COSay +ag, Sina,
33 | ag, =Aa,sing—Aa, cosp/cosd
34| &= aéz/lz
35 | ag, =a,, +ap, CoSa, —ag, Sina,
36 | ag, =a,, +ap,Sina, +ap, Cosa,

Yy
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9 DIADA RRT

9.1 Analiza pozitionala

Date: 1 (X1,Y1), To2 (Xo2:Yo02) s 1y b2y @0, 72, Ky =%1, ky =+1
Cerute: lgy, g, ay;

Caz particular: 1, =0.
Diada TRR este reprezentata grafic in fig.9.1.

Fig.9.1
Culisa din punctul A, alunecd pe un suport mobil care poate apartine unui

element conducator sau unui element al altei diade. Pozitia punctului de referinta O,
si unghiul de poztie ¢, ale suportului sunt date, necunoscutd fiind pozitia |y, a

culisei. Se cunoaste deasemenea unghiul y, pe care elementul A,B il face cu

suportul. Acest unghi se masoard intre directiile pozitive ale suportului si
elementului; definirea corectd a acestuia se face prin relatia:

72 =Kz -abs(y;) (9.1)
in care indicatorul k, =+1 daca unghiul este masurat in sens trigonometric si
k, =—1 daca este masurat in sens orar.

Pozitia criticd a diadei RRT intervine atunci cand directia elementului A;B
este perpendiculara pe suportul de translatie al culisei A, . Departajarea pozitiilor se
face prin indicatorul k; a carui valoare se va preciza in continuare.

Se observa ca pentru unghiul ¢, si functiile sale exista relatiile:

sina, =sing, CoSy, +Cosy, Sin 75
a=p+y;  (92) {

. . (9.3)
COSar, =CO0S@, COSy, —Sin ¢, Sin y;,
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Pozitia punctului B este data de ecuatia vectoriala:

FB='71+E:FOZ+OZA2+@ (9.4)
AB-0,A, =Tpp —F; + AB = AT (9.5)
Termenii cunoscuti ai acestei ecuatii se grupeaza in vectorul auxiliar:
La nivel matriceal si scalar aceasta devine:
Ar:roz —I’1+r0ta2 . L2 (97)
AX —X _sj I
_ X02 1 + C?saz Sin (2%) ) 2 (98)
Ay Yoo — Y1 Sina, COSa, 0
AX = — X, +1, cosa
{ Xop =X +1 052 9.9)
AY =Yg, =Yy +1,8ina,
Prima parte a ecuatiei vectoriale (9.5), respectiv:

are dezvoltarea matriceala:
rot,,-Ly—rot,, Lo, =Ar (9.11)

cosy; —siney | [li| [cosp, —sing, | [l | | AX 9.12)
sina; cosa; | |0 | [sing, cosp, || 0| |Ay '
Se inmulteste aceasta ecuatie matriceala la stanga cu transpusa matricii de rotatie a

unghiului ¢, . Prin inmultirea acesteia cu matricea de rotatie a unghiului «; se
obtine matricea de rotatie a unghiului auxiliar 6 =a; —¢, (fig.9.1):

FOt,, - FOt,q - Ly —FOty,, 1Ot 5 - Loy =roty,, - Ar (9.13)

Se observé cd roty,, -rot,; =rot si rot,, -rot, =1. Ecuatia de mai sus devine:

coss —sind | |l | [lop | _| cosp, sing, | |AX (9.15)
sind cosd | |0 0| |-sing, cosg, | | Ay '
Prin dezvoltarea acesteie rezulta sistemul de ecuatii scalare:
I, c0so —ly, = AXCOS@, + Aysin
1 o2 _(Pz ysin @, (9.16)
I, sin & = —Axsin ¢, + Ay cosp,
in care sunt necunoscute functiile trigonometrice ale unghiului o si lungimealy, .
Din a doua ecuatie se determina:
sinézll(—Axsin @, +AyCOsQ,) (9.17)
1
Din fig.9.1 se observa ca pentru 6 =x/2 elementul A;B este perpendicular pe

suportul de translatie al culisei A, ; in aceasta situatie sensul de continuare a miscarii
este nedeterminat ceea ce corespunde pozitiei critice a diadei.
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Situarea elementului A;B de o parte sau de alta a pozitiei critice se poate preciza
printr-un indicator k; atasat relatiei de calcul a functiei coso :

0SS = ky -y/1—(sin5)? (9.18)
Daca 6 < z/2 functia este pozitiva si se introduce k; =+1; pentru 6 > z/2 seva
alege k; =—1. Din prima ecuatie (9.16) se calculeaza pozitia culisei pe suport:
lgp =11 COSO — AXCOS@, — Aysin g, (9.19)
Unghiul de pozitie ¢ si functiile sale se determina cu relatiile:

a =@, +0 9.20
e (920 {cosa1 =C0S®, COSO —Sin @, Sind
Pentru pozitia articulatiei B se foloseste partea intaia a ecuatiei (9.4):
o =T+ AB g =r +rot,, L, (9.22)

Xg |_[% J{c_oml —sinal] Iy 9.23) XB=X1+|1C(-)SCZ1 0.24)
Ve y; | [Siney cosey | |0 Yg =Y +lisiney

In cazul particular in care 1, =0 este evident ca unghiul y este nedeterminat.
Pentru a nu afecta calculele se va lua y, =0 si astfel va rezulta o, =¢ .

sinay =sin ¢, 0SS + C0S, Sin & 0.21)

9.2 Analiza vitezelor

Date: V; (Viy,V1y) , Voo (Voax:Vozy) s @y -

Cerute: vitezele unghiulare @y si @y, v, .

Din analiza pozitionala se cunosc lungimea lg, , unghiurile a4, a, si J.
Distributia vitezelor pentru fiecare element este prezentata in fig.9.2.

Fig.9.2

Din relatia intre unghiurile vecine culisei din punctul A,, cu observatia ca
unghiul y, este constant, se detrmina:

Ay =y +7> ay =@, Wy = Oy (9.25)
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Pentru viteza articulatiei B exista relatia vectoriala:

Vg =V; +Vgg =V +V, +V; + Vg, (9.26)
care se reordoneaza sub forma:

Vg1 =V, =Vgp —Vy +V; +Vgy = AV (9.27)

Pentru marimile vitezelor din aceasta ecuatie exista relatiile de calcul:
i=aple  Vei=aoli Vg =l (9.28)

Termenii cunoscuti ai ecuatiei (9.27) se grupeaza in vectorul auxiliar AV .

AV =V =V +V; +Vp, (9.29)
AV =Vg, =V +10t 5 -V +T0t 5 - Vi, (9.30)

ivx _ [ Vo2x —Vax J{C_OS(pz —singoz][o}r[c_osaz —sinaz][ 0} 0.31)
Vy Vozy —V1y SiNng, COSp, | |V; sina, cosa, | |vg,
{AVX =Vopx ~V1x ~ Vi SiN@, ~ Vg Sinar,

9.32)
AVy =V02y _Vl +Vt COSQ)Z +VBZ COSa2

y
Necunoscutele ecuatiei vectoriale sunt viteza relativa v, a culisei si viteza
unghiulara e prin intermediul vitezei vg; . Din ecuatia (9.27) se extrage:

Relatia matriceala corespuzatoare este:
rot,; -Vgg —rot ;- v, =Av (9.34)

cosa; —siney || 0 | [cosp, —sing, | |V, | | Avy (9.35)

sina; cosey | |Vgy| |Sing, cosp, || 0] |Av, '

Se inmulteste aceasta la stanga cu transpusa matricii de rotatie a unghiului ¢, :
rOty,, -rOt, - Vgy —FOt;,y - 1Ot 5 -V, =TOt, 5 - AV (9.36)
Reamintind ca rot;,2 -rot,, =roty si rot;,2 -rot,, =1, ecuatia de mai sus devine:
cosd —sino | | 0 | |v, | | cosp, sing, | | Avy (9.38)

sind coss | |vgy| | 0] [-sing, cosg, | |Av, '

Se obtine sistemul de ecuatii scalare:

—Vg1SiNd —V, +=Av, COS@, + Av, Sin ¢,

' o Y (9.39)

Vg1 C0SO = —AvV, SN @, + AV, COS@,

Din cea de a doua ecuatie se determina viteza unghiulara:

—Av, sing, + Av,, C0OS vV

Vg, = NP2 AV EOP2 g 4 m =-BL (9.41)

c0so Iy

iar apoi din prima ecuatie viteza relativa a culisei:

Vy = AV, COS@p, + AV, Sin g, +Vg; SiINS (9.42)

Viteza articulatiei B se calculeaza din orima parte a ecuatiei (9.26):
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Vex | _ | Vix | | COsa —sinay | | O (0.44)
Vpy Viy sina; cosay | |vg; .
VBX =V1X _VBlsln al 3 > 5
{Vsy vy, +vgcosa, 040 Vg = VA +V3y (9.46)

in cazul particular in care I, =0 rezultd ca si vg, =0, calculul celorlalte
viteze nefiind afectat.

9.3 Analiza acceleratiilor

Date: g, (Qo2x:302y) » 81 (Agx,81y), &g -
Cerute: vitezele unghiulare &, , &, . si acceleratia relativa a, .
Distributia acceleratiilor pentru fiecare element este prezentata in fig.9.3.

Fig.9.3

Din analiza pozitionala se cunosc «;, a,, lyp, iar din analiza vitezelor se
cunosc vitezele unghiulare @, =ay, si precum si viteza relativa v,. Egalitatea
vitezelor unghiulare (rel.9.25) se regéseste si la acceleratiile unghiulare:

W=y &3 =& (9.47)
Se porneste analiza cu ecuatia vectoriala a acceleratiei articulatiei B:
dg = +ag; =ap +ar +8 +agr +ap (9.48)
Termenii acesteia se regrupeaza Tn modul urmator:
ﬁél—ﬁr 25.02 —ﬁl +at +ac0r +§BZ —ﬁglea (949(
Cu notatiile din fig.9.3, existd componentele:
2
= v = a =—ay|
a=a +a (9.50) { t “";2 02 (9.51)
8t = €02 lo2
2
- v = ag; =— oy |
agy =¢é1lp

a%, =— w?l
dgp =8p,+ag;  (9.54) B2 272 (9.55)
agy =&,
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La acestea se adauga relatia pentru acceleratia Coriolis:

Boor =2 Vy (9.56)
Se calculeaza mai intai acceleratia auxiliara Aa .
Aazaoz_al +§t +§cor +582—a‘8/1 (957)

Se dezvolta aceasta relatie la nivel matriceal si scalar.
Aa=ag, —a; +rot, - (a; +agy ) trot,, -ag, —rot,; -ag; (9.58)

H v
Aay | | agy —a COsp, —sing, | a;
Aa |7 I Ea e . +
y] |Bo2y %y | [SINg, COSQ; | |al +ay,
. V 5
+{c_owz2 —smaz] ag, _[cpswl —smal] a4,
sina, cosa, | |ag, sinay  CcOSay 0
Aay =agyx —a1y + atv COSpy — (atT +8gor )SIN @, +
+agk, COSa, —agk, Sina, —ap COSx
B2 2 —ag) 2 —agg 1 (9.60)

V o T
Aay =agy —ay, +a; sing, + (a; +agr)Cosp, +
+ag, Sina, +ag, Cosa, —ag; Sina;

(9.59)

Necunoscutele ecuatiei vectoriale (9.49) sunt acceleratia relativa a, a culisei
pe suportul translatiei si acceleratia unghiulara ¢; inclusa in relatia pentru calculul

acceleratiei tangentiale ag, . Pentru determinarea acestora ecuatia vectoriala este:

ag;—a, =Aa (9.61)
Se introduce forma matriceala a acesteia:
rot,; -ag, —rot,, -a, =Aa (9.62)

cosa; —sina; || 0 | |cosp, —sing, | |a, |_|Aa, (9.63)
sina; cosay | |agy| |sing, cosp, || 0| |Aa, '
Se inmulteste aceasta ecuatie la stanga cu transpusa matricii de rotatie de unghi ¢, .
rot,, - rot,, -ag, —rot;,, - rot,,, -a, =rot,, -Aa (9.64)
Reamintind ca rot;,2 -rot,, =roty si rot;,2 -rot,, =1, ecuatia de mai sus devine:
rots-ag; —a, =rot,,-Aa (9.65)
coso —sino || O a, Cosp, Sing, | | Aay
. I = . . (9.66)
sing cosd | |ag; 0 —sing, cosp, | | Aa,
Se obtine sistemul de ecuatii scalare:
—ag; Sind —a,+=Aa, Cosp, +Aa, sinp,

) _ (9.67)
ag; COSS =—Aa, sing, +Aa, cosp,
Din cea de a doua ecuatie se determind acceleratia unghiulara:
—Aa, sing, +Aa, cos aZ
ag, -~ >1P2 T2 ERP2 (9 6) g — 281 (9.69)

c0so I
iar apoi din prima ecuatie acceleratia relativa a culisei:



CINEMATICA MECANISMELOR PLANE 61

agy, = ayy +ap; COSay —ag; Sinay

ag

Yy

a, =—Aa, Cosp, —Aa, sinp, —ag;sind (9.70)
Acceleratia articulatiei B se calculeaza din prima parte a ecuatiei (9.48):
55 :51 +5Bl aB :a1+r0ta1'aBl (971)
By |_[ |, [CQSal —sin 0‘1} | apy ©.72)
aBy aly Sin oy COSal aél

(9.73) ag =,/agy +ap, (9.74)

in cazul particular in care 1, =0 rezulti ci aj, =0 si ag, =0, calculul

14 H T

celorlalte acceleratii nefiind afectat.

9.4 Algoritmul de calcul

Analiza pozitionald

1 | sina, =sing, cosy, +Cose, Sin y,
2 | cosa, =C0s@, COSy, —Sing,siny,
3 | AX=Xgy —Xq +1,C08ar,
4 | Ay=Yoo—Yy1+lsine
5 | sind =(—Axsing, + Aycosg,)/l;
6 | coss =k;-4/1—(sins)?
7 | lop =11 Cc086 — Axcosgp, —Aysin ¢,
8 | sinay =sing, C0sS +Cosy, Sino
9 | cosay =C0S@, COSS —Sing, SiNS
10 | xg =X +1ycosey
11 | yg =Yy +lisiney
Analiza vitezelor
12| oy =ax
13| i =aply
14 | vgr =anl,
15 | AV, =Vgou — Vi, —V; SiN@y, — Vg, Sinar,
16 | AVy =Vgpy —Viy +V; COSQ, + Vg, COSa,
17 | Vg1 = (-Av,sing, + Av, C0sg,) /c0sS
18 | @y =Vg /Iy
19 | Vy =Av, COS@, +Avy sing, +Vgy Sind
20 | Vpx =Vix —VpiSiney
21 | Vgy =Viy +Vg; COSay

Yy
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Analiza acceleratiilor

22 | & =&y

23 | & =—aky

24 | af =&l

25| ag =-— 0’12 Iy

26 | ay, =— a5 1,

27 | agy =&l

28 | Ay =20, Vy

29 Aax =8ppx — A1x +atv COoSp, _(atr +acor)5in Pp +
+ap, COSa, —ag, Sina, —ag; Cosa;

20 Aa, =85, —ay, + a; sing, +(af +ag, )Cosp, +
+ag, Sina, +ag, Cosa, —ag; Sina;

31| ag; =(-Aaysing, +Aa, cosp,)/cosd

32| &= aél/ll

33 | a, =-Aa, cosp, —Aa, sing, —ag, sind

34 | ag, =ay, +ag; Cosa; —ag; Sina;

35 | ag, =ay, +ag; Sine +ag; Cosey

Yy
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10 DIADA TRT

10.1 Analiza pozitionala

Date: To1 (Xo1, Yo1)+ To2 (Xo2:Yo2) » liv 2y @1 @20 710 720 Ky =1
Cerute: aq, ay, o1, lp,

Cazuri particulare: I, =0, I, =0.
Reprezentarea grafica a diadei TRT este data in fig.10.1.

(0] X

Fig.10.1

Pentru unghiurile facute de elementele diadei cu suporturile de alunecare ale
culiselor respective se introduc relatiile:

ri=Ky-abs(y1) o =k;-abs(y;) (10.1)
in care indicatorii k; si K, sunt pozitivi sau negativi in functie de pozitionarea
acestor elemente fata de suporturile respective (se reaminteste ca unghiurile y; si
7, se masoard fiecare de la suport catre elementul respectiv).

Se poate observa ca exista o nedeterminare a pozitiei diadei atunci cand cele
doud suporturi sunt paralele, unghiurile lor de pozitie sunt egale (¢, =¢,), situatie

care va fi pusa 1n evidenta 1n cele ce urmeaza.
Unghiurile de pozitie ale elementelor se calculeaza cu relatiile:

{sin oy =Sin ¢y COSy; +COSey Sin 7,

. . (10.3)
COSay = CO0S@; COSy; —Sin ¢ Sin y;

aj=¢p+y,  (10.2)

sin a, =Ssin @, 0S¥, + C0OSE, Sin
=pr+7,  (10.4) { @2 ZRNPERT2 TR 3NT2 (4 )

Pentru pozitia punctului B se alcatuieste ecuatia vectoriala:

COSar, =C0S@, COSy, —Sin ¢, Sin y,
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Pentru determinarea lungimilor 1y, si |y, se regrupeaza termenii acestei ecuatii:

O1A; —O, A, = AT (10.7)
In termenul AT sunt inclusi toti termenii cunoscuti ai ecuatiei vectoriale:
AF =To, —Toy + A,B— AB (108)
Se dezvoltd aceasta relatie vectoriala la nivel matriceal si scalar:
Ar=ryp, =gy +rot,, -L,—rot,-L; (10.9)

AX | | Xo2 = Xo1 | cosa, —sine, | (L] cosey —siney | | (10.10)
AY| Yoo —VYor| LSIN@; COSx; | |0 sing; cosey | |0
AX =z =X 1, COse =, 0050y (10.11)
AY =Yoo — Yo1 + 1o Sina, — 1y siney

Forma matriceala e ecuatiei (10.7) este:
rot,; -Log —rot,; Lo, =Ar (10.12)

cosg; —sing; ' los | [cosp, —sing, ‘ loo | | AX (10.13)
sing, cos,; | |0 sing, cosp, | |0 | |Ay '
Se Tnmulteste aceastd ecuatie cu transpusa matricii de rotatie a unghiului ¢, . Se
introduce unghiul auxiliar & = ¢, — ¢, (fig.10.1).
sin & =sin ¢, COSgp; —COSP, Sin
P2 COSPy _ ®2 _ Z1 (10.14)
COSS = C0S@, COSe; +Sin ¢, sin ¢,

Utilizand notatiile simbolice ale matricilor de rotatie, inmultirea mentionatd conduce
la urmatoarele rezultate:

roty, -rot,, =1 roty, -rot,, =rot,, , =rots (10.15)
Cu aceste precizari, ecuatia (10.13) devine:

lor | [coss —sins | o cosp, sing, | | AX
- : =| 7 : (10.17)
0 sino cosd | |0 —Sing; Cosgy | | Ay

lo1 — g2 COSO = AXCOS@; + Aysin ¢, (10.18)
—lg, Sin & = —AXsin gy + Ay cosg, '
Din a doua ecuatie se determina:
loy = AXsin (01-—AyCOS(/)1 (10.19)
sino
iar din prima:
lo1 = AXcosg, +Aysing, + 1y, Coso (10.20)

Se poate observa ca determinarea nu este posibila daca unghiul o este nul.
Pozitia punctului B se calculeaza din prima parte a relatiei (10.6):

Ty =Ton +O1A + AB (10.21)
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X —si | —si |
B |_| %01 J{CQS(pl sm(pl] 01 J{cgs% smal] 11 (10.23)
Ve | |Yor| LSing cosg | |0 sine; cosey | |0

{XB = Xg1 + lg1 OS¢y +1; COSry

_ _ (10.24)

10.2 Analiza vitezelor

Date: Vo1 (Voix:Vory) » Vo2 (Voox:Vozy) » @1+ @p; -
Cerute: vitezele unghiulare @y si @y, V,q, Vio, Vg-
Distributia vitezelor pentru fiecare element este prezentata in fig.10.2.

Din analiza pozitionald se cunosc lg; , Iy, , unghiurile o, a, si 0.
Cu observatia ca unghiurile y; si y, sunt constante, se deriveaza in raport cu
timpul relatiile (10.2) si (10.4):
Q=P +tn a=¢i+n @y =y (10.25)
Ay=Pa+7s  G=Pr+);  Oy=wp (10.26)
Viteza punctului B apartinand ambelor elemente se poate exprima prin relatiile
vectoriale:

Vg =Va1 +Vgq =Vo1 +Vyq, +Vpt +Vpg (10.27)
Vg =Vay +Vgy =V +Vy, + Vi +Vp, (10.28)

In aceste relatii sunt cunoscute urmitoarele viteze:
Vit = @plog (10.29) ver =l (10.30)

Vatr = @oloz (10.31) Vg2 =pl,  (10.32)
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Sunt necunoscute vitezele relative v;, si vy, . Dupa egalarea expresiilor de mai sus,
Se regrupeaza termenii dupa cum urmeaza:

Vi, — Vo, =AV (10.33)
in care vectorul auxiliar AV grupeaza toti termenii cunoscuti:
A\_/ :\702 —\701 +\72t —\_/1t +\782 _\781 (1034)

AV =V =V +T0t 5 - Vo =10t 3 - Vg +10t 5 - Vg —FOt 1 - Vg (10.35)

Avy | | Vozx —Voix +[cow2 —sin(pz} {0 }_[cos% —sin(pl} {0 }r
Av, Vozy —Vo1y sing, COS@, | |Vy sing; cosg; | | Vi

(10.36)
+{C_OSO£2 —sinaz][ 0 }_[0930{1 —sinal]{ 0 }
sina, c€oSa, | |Vvgy| |Sina; cose; | |vgp
Se obtin relatiile scalare:
AV, =Vgoy —Vo1x — Vot SIN@, + Vg SiNy — Vg, SiNa, + Vg Sinay
{Avy =Vpay —Vouy +Var COSP, — Vi COSQy +Vpy COSary — Vg COSQ (10:37)

Se rezolva 1n continuare ecuatia vectoriald (10.33):
rot,,; - Vi, —rot,; - Vo, = Av (10.38)

cosgp; —sin v cos@, —sin v Av
_ %1 Pr| | Var | _ P2 P | | Vor | _| 7T (10.39)
sing; cos,; | |0 sing, cosp, | |0 Avy
Se inmulteste aceastd ecuatie cu transpusa matricii de rotatie a unghiului ¢, si,
tindnd cont de precizarea din relatia (10.14), se obtine:
Vi — Oty -V, =rot;,; - Av (10.40)
v —sing | |V cosp, sin Av
ir || €080 =SING| \Vor | | COSgy SNy | | Fhx| g 49y
0 sind coso | |0 —Sing; COSgy | | Av,
Din aceasta se obtine sistemul de ecuatii scalare:

Vi, —Vy, COSO = AV, COS@; + AV, Sin ¢y
I T Y (10.42)
—VyrSINS =—Av, sing; + AV, COS@;
Din a doua ecuatie se determina:
Av, sing, —Av, cos
Vyp = AL Ty P (10.43)
sino
iar din prima:
Vir = AV, COS@; + AVy SiN @y +V;, COSO (10.44)
Se poate observa ca determinarea nu este posibila daca unghiul & este nul.
Viteza punctului B se calculeaza din relatia (10.27):
Vg =V +10t 1 - (Vg +Vy) + 10t - Vg (10.46)

Vex | _| Voux L[ cospy —singy | [Vir L | cosey —siney | |0 (10.47)
Vay | |Vouy | LSiNgr COspy | | vy sina; Ccosay | |vg, '
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VB = VOly + Vlr Sln ¢1 + Vlt COSq)l + VBl COSOtl

Vg =1|Vay + V3, (10.49)

10.3 Analiza acceleratiilor

Date: g3 (qg1x:301y) s 02 (Ao2x:302y) + 01+ 02 -
Cerute: acceleratiile unghiulare &, si &, ay, ay,, ag.

Yy

Din analiza vitezelor se cunosc vitezele unghiulare @y, si @,, Vi, Vo, .
Distributia acceleratiilor pentru fiecare element este prezentata in fig.10.3.

Acceleratiile unghiulare &; si &, se obtin derivand In raport cu timpul
relatiile (10.24) si (10.25):
W=y 0=y §=Ey (10.50)
Wy =@y W=y &y =& (10.51)
Acceleratia punctului B apartindnd ambelor elemente Se poate exprima prin
relatiile vectoriale:

g =apy +agy =38y + 3y + 8t +A1c0r +Ap1 (10.52)
ag =app +agy =dgp Ty +ay + 8z +ag2 (10.53)

In aceste relatii:
ay =ay +ay  (10.54) ag, =3y, +a%  (10.55)

8y =ay +a;  (10.56) ag, =ay, +35,  (10.57)
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Pentru componentele cunoscute sunt valabile urmatoarele relatii de calcul:

v 2 v 2
g =—wgy oy ag;=-o |

(10.58) (10.59)
ag; =&o1 log ag, =&l
a3 =~y lop ag, =—5 |
(10.60) (10.61)
a = &1l ag, =& 1,
Pentru acceleratiile Coriolis sunt valabile relatiile:
Aeor =prVyy  (10.62) Qpeor = WppVar (10.63)

Sunt necunoscute acceleratiile relative a;, si ay, .
Dupa egalarea expresiilor (10.50) si (10.51), se regrupeaza termenii dupa cum
urmeaza:
a —ay =Aa (10.64)
in care Aa grupeaza toti termenii cunoscuti:
AQ = (3gp —8p1) + (8 +8pcor) — (A4t +Ageor) +(Ag2 —Ap1)  (10.65)
Dezvoltarea matriceald a acestei relatii vectoriale este urmatoarea:
Aa= (agy —ag1) + 10t - (Ay +ac0r) —
—r0t ) - (@y +5c0r) + 10t 5 -Gy — 1Ot -

Aax — 8p2x ~ Qo1x +
Aay a02y - aOly
cosp, —sin aj cosp, —sin ay;
+[ 950, (Pz] ] 2t _{ 0S¢ (Pl] ] 1t + (10.67)
SINg,  COSPy | | ag +age | LSMNP1 COSPL | | &g +agq,
J{cowz —sin az} {agz} [0050:l —sin al} {agl}
; : —1 |78
sina, cosay | |af,| [Sinay cosay | |af,
Rezulta ecuatiile scalare:

Aax = (a02x - ale) +
+ 3, 08P, — (A% + By )SIN @, — Y, COSPy +(af; +ayor )Ny +  (10.68)

(10.66)

+ag, COSa, —ag, Sina, —agy Cosay +ag; Siney
Aa-y = (aOZy - aOly) +
14 H T V o1 T
+85; SiN Py + (8 +8pcor ) COSPy — 85 SNy — (A1 + 8100, ) COSPy + (10.69)
+ag, Sina, +ag, CoOSar, —ag; Sinay —ag; Cosa;

Ecuatia vectoriala (10.64) ia forma matriceala:
rot,,, -a;, —rot,; -a, =Aa (10.70)

cospy —sing; | [ay, | [cosp, —sing, | [a,, | _|Ad (10.71)
sing; cosp, || O sinp, cosp, 0] |Aa, '
Se inmulteste aceastd ecuatie cu transpusa matricii de rotatie a unghiului ¢; si,

tindnd cont de precizarea din relatia (10.14), se obtine:
ay, — oty -ay, =rot,; -Aa (10.72)
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ayr | [coss —sins | [@y | _[ cospy sing; | | Ady (10.73)
0 sins cosé | |0 | |-sing, cosg | | Aa, '

Din aceasta se obtine sistemul de ecuatii scalare:

ay, — 8y COSO = Aa, COSp; +Aay Sing, (10.74)
—ay, Sin & = —Aa, sin ¢; +Aa, Cosp, '
Din a doua ecuatie se determina:
Aa, sing; —Aa, Ccos
O i e R (10.75)
sino
iar din prima:
ay, = Aa, CoSp; +Aa, sing; +a,, Cosd (10.76)
Se poate observa ca determinarea nu este posibila daca unghiul & este nul.
Acceleratia punctului B se calculeaza din relatia (10.52):
53 = 5.01 + alr + alt + ﬁlcor + 531 (1077)
ag =ap; + 1ot 1 - (g, +ay +a3cor) + 10t ,1 3R (10.78)
a cosp, —sin ay +a cosa; —siney | | ap
Bx | _ ao1x _{{ _ [ (01] 1t A _*{ ! 1] B1 (10.79)
aBy amy Sin (] COS(D]_ a{t +a]_00r SIn o, COSal aél
agy =gy + (1 +ay,) COSQy — (Ag; + g0 )SIN @y + gy COSy —Ag; SiN ety (10.80)

14 H T 14 H T
agy = a1y + (agt +a4,)SiN @y + (ay; + 845, ) COSPy + Apy SiN @y + 81 COSQYy

ap = ahy +ag, (10.81)

10.4 Algoritmul de calcul

Analiza pozitionald

sin oy =Ssin g, COSy; +COSe; Sin

COS; =CO0S@; COSy —Sin gy Sin y;

sina, =sing, C0Sy, +CO0S, Sin ¥,

COSa, =CO0S¢, COSy, —Sing, siny,

AX = Xgp — Xo1 + 15, COSax, — 11 COSg

AY =Yoo —Yo1 +lrsinea, =1y singg

sin o =sin ¢, CoSe; —COSe, Sin @,

COSS = COSe, COS@; +Sin @, Sin g,

O O N OO | B WIN|F

loo = (AXsin g, —Aycosg,)/sin &

[E=N
o

lo; = AXCoS@, +Aysin @, + 1y, C0SO

[
(B

Xg = Xg1 + lo1 OS¢ +1; COSy

=
N
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Analiza vitezelor

13| oy =an | 14 | @ =any
15 | Vi = ol
16 | Vg1 =iy
17 | Vot = anlog
18 | Vg2 =ylp
19 | AV, =Vpou —Vo1x — Vot SIN@, +Vy; SiN@y — Vg, SiNar, +Vgy SiNey
20 | AVy =Vopy —Vo1y + Vo COS@, —Vy; COS@y + Vo COSap — Vg COSQy
21 | Vor =(Av,sing; —Av, cosg,)/sind
22 | Vi = AV, COS@y + AVy Sing; +V,, COSS
23 | Vpy =Voix * Vir COS@y —Vy; SiNgy —Vpq SNy
24 | Vg, =Vo1y + Vi, SiN @y +Vy; COS@y + Vg, COSQ
Analiza acceleratiilor

25 €1 =&n | 26 ‘ &y =&

v 2
21 | ag =—afy Iy

T
28 | ag =ép o

v 2
30| ag;=-ar |
31| agy =&l

v 2
32 | ay =—applop

T
33 | &g =&n oo

v 2
34 | agy=-aj |
35| ag, =50,
36 | Qicor = @o1Vyr
37 | Bcor = W2Var

14 T H 14
g | A% = (p2x —Bp1x) + 2t COSQ, — (gt + By ) SIN @ — @y COSPy +
+(af; + aycor ) SIN @y + @, COSay — g, SiNar, —agy COSey +ag; Sinay
14 H T v H
39 Aay = (8gpy —8g1y) + 8z SIN Py + (At +8pc0r ) COSP, — a7 SNy —
—(a; + A1 ) COSQ, + AR, SiN @y + A, COSa, —ag; Sinay —ag; CoSay

40 | 8y =(Aaysing, —Aa, cosg,)/sind
41 | 8y, =Aa, Cos@; +Aay sing; +a,, oS
42 | ag, =ag, +(ay +31,)COSey —(ag; +84eor)SiN @y +8p; COSay —ap; SNy
43 | ag, = +(ay; +ag,)singy + (af; + & ) COSP; + ap SiN @y +ag; COSar

By 1y 1t T Ay (%1 1t T Acor ¢1 +agy 1tapy 1
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11 DIADARTT

11.1 Analiza pozitionala

Date: 1 (X1, Y1), Too (Xo2, Yo2) » 11y @20 72, By ki =21
Cerute: ay, &y, |2 , |02 , FB (XB, yB)

Cagzuri particulare: 1, =0
Reprezentarea graficd a diadei RTT este data in fig.11.1

Fig.11.1

Pentru unghiurile fixe ale diadei, respectiv unghiul g dintre elemente si
unghiul y, facut de elementul 2 al diadei cu suportul de alunecare al culisei A, se

introduc relatiile:
p=ki-abs(B)  y, =k, abs(y,) (11.1)
in care k; si k, au valoarea +1 daca unghiurile respective sunt pozitive (in sens

trigonometric) si —1 daca sunt negative (in sens orar). Se observa ca diada nu este
definitd daca y, =0.
Unghiul de pozitie al elementului 2 se determina imediat din relatiile:

sina, =Ssin @, C0Sy, + COS®, Sin
ay=p,+y, (11.2) { 2 P2 L05Y, LIV

COSa, =C0S®, COSy, —Sin g, siny,
Pornind de la relatia generald f = a, —a; se calculeaza unghiul de pozitie al
elementului 1:

o=a,—fF (11.4)

(11.3)

{sin ay =sina, COSf—cosapsinf 1y gy

COSa; =C0Sa, COSS +Sina, sin S
Celelalte necunoscute ale analizei pozitionale sunt lungimile |, si |y, . Pentru

determinarea acestora se porneste de la relatia vectoriala care defineste pozitia
punctului B pe cele doua elemente:

fa =T+ AB=To, +O,A, + AB (11.6)
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Termenii cunoscuti din aceasta relatie se grupeaza in vectorul auxiliar AF :

AF =T, —Tp, +AB (11.7)
Se dezvoltd aceasta relatie la nivel matriceal si scalar:
Ar=r;—Trg +rot, -L; (11.8)

AX| | x| | %o L |cosay —siney | I, (11.9)
AY| |yi] | Yoo | |SiNey cosey | |0 '
{AX = Xl - on + Il COSO(l

Ay =Y; = Yop +lySiney
Cu termenii care contin cele doud necunoscute se formeaza ecuatia vectoriala:

(11.10)

O, A, + A,B=AT (11.11)
cu dezvoltarea matriceala:
rot,, Lo, +rot,, L, =Ar (11.12)
[c_oswz —sin goz} ‘ ['oz} . [cgsaz —sin 0!2} ‘ ['2} _ [Ax} (11.13)
sing, cosp, | |0 sina, cosa, | |0 Ay

Se inmulteste aceastd ecuatie cu transpusa matricii de rotatie a unghiului ¢, .
r0t§02 . I’Ot¢,2 . L02 + FOtt¢,2 . rotaz . L2 = rOtEpz . AI‘ (1114)

Din relatia (11.2) se observa ca o, — @, =y, (fig.11.1). Utilizand notatiile simbolice
ale matricilor de rotatie, inmultirea mentionatd conduce la urmatoarele rezultate:

roty,, -rot,, =1 roty,, -rot,, =rot,, ,, =rot,,  (11.15)
Cu aceste precizari, ecuatia (5.355) devine:

lop | ,[€0S7z —sinyz | ] _[ cospy sing, | [AXTj) o)
0 siny, cosy, | |0 —sing, cosp, | | Ay

Din aceasta se obtine sistemul de ecuatii scalare:

{'oz +1,C0sy, = AXCOSp, +Aysin g, (11.18)
I, siny, =—AXsin g, + Ay cosg,
Din a doua ecuatie se determina:
B :—Axsin(p?+Ayc05¢)2 (11.19)
siny,
iar din prima:
lop = AXCOS@, + Aysing, —1, cosy, (11.20)

Se poate observa ca determinarea nu este posibild daca unghiul y, este nul.
Pozitia punctului B se calculeaza din prima parte a relatiei (11.6):
fy =F +AB (11.21)
rg =r +rot, -, (11.22)

Xg _ X1 4 Cosa, —Sinal ' |1 (11.23) XB=X1+|1COS(11 (11'24)
Vg y; | |siney cose; | |0 Xg =X +1; cOSery



CINEMATICA MECANISMELOR PLANE 73

11.2 Analiza vitezelor
Date: Vi (Vix,V1y) , Voo (Voox:Vozy) » @
Cerute: vitezele unghiulare @ si @,, Vyr, Vgor, Vg (Vax:Vay) -

Din analiza pozitionald se cunosc |y, , |5, unghiurile 4, 5.
Distributia vitezelor pentru fiecare element este prezentata in fig.11.2.

Fig.11.2

Vitezele unghiulare se determind derivand in raport cu timpul relatiile
unghiulare (11.2) si (11.4):
WQ=0r2+Y2 =Pty Oy =y (11.25)
ay=a,—f ay=d,—f o= (11.26)
in care unghiurile y, si f# sunt constante.

Viteza punctului B apartindnd ambelor elemente se poate exprima prin relatiile
vectoriale:

Vg =Vaz + Vg =Voz +Var +Vor +Vpar +Vaat (11.28)

In aceste relatii sunt cunoscute urmitoarele viteze:
Vey =@yl (11.29)
Vot = @3 loo (11.30) Vgor =@ |y (11.31)

Sunt necunoscute vitezele relative v,, si vg,,. Dupa egalarea expresiilor de mai
sus, se regrupeaza termenii dupd cum urmeaza:

\72I’ +\_/BZI’ = A\7 (1132)
in care AV grupeaza toti termenii cunoscuti:
A\7 = \71 —\702 _\72t +\_/Bl _\7321: (1133)

AV =Vy =V —TOt 5 - Vo + 0t 1 - Vg —FOt 5 - Vg (11.34)
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AVy || Vax = Voax _|:COS§02 —singoz} 0 .
Av, Viy —Vooy sing, COSp, | | vy

(11.35)
L |cosay —singy | |0 cosa, —sina, | |0
sinay COSay | |vgy | [SiNa, COSa, | |vgy
Se obtin relatiile scalare:
AVX =V1X _V02X +V2t sin ) _VBlSin aq +VBZt sin (2% (11 36)
AVy = Vly —V02y _V2t COS(DZ + VB]. COSO{l _VBZt COSO{Z )

Vitezele relative necunoscute se determind din ecuatia vectoriald (11.32).
Ecuatia matriceald echivalenta este urmatoarea:
rot o Vo +10t 5 - Vigpr = AV (11.37)

COSp, —Sing, | | Var | [COSa, —sinaz, | | Vear | _ Avy (11.38)
sing, cosp, | |0 sina, cosa, | |0 | |Av, '
Se inmulteste aceastd ecuatie cu transpusa matricii de rotatie a unghiului ¢, .

FOt}, - TOt,,p - Vop +TOth, -TOt,y - Vigy, =FOL), - AV (11.39)

Tinand cont si de relatia (11.15) se obtine:

Var |, [cosy, —siny, | [Vear |_[ cOSpp singy | [ AV ) )y 00
0 Siny, COSy, 0 —Sing, COsp, | | Av,

Vo, +Vpay COSY, = AV, COS@, + AV, Sin ¢,
' T T Y (11.41)
Din cea de a doua ecuatie se determina:
—Av, singp, + Av, C0S
Vggy = X2 Ty R (11.42)
sin 7/2
In continuare se determina din prima ecuatie:
Vor = AV, COS@, + AV, Sin @, — Vg, COS Y, (11.43)
Viteza punctului B se determina din rel.(11.27) pusa sub forma matriceala:
v v cosa; —sin 0
Bl g P e (11.45)
Vgy Viy sina; cosa; | |vg,

{Vsy vy +Vg cosay  (114) Ve = VB +VE,  (1147)
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11.3 Analiza acceleratiilor
Date: a (alx’aly)a a02 (aOZX’aOZy)! €02
Cerute: acceleratiile unghiulare &1 si €5, ay,, agyr, ag(aax,apy) -

Din analiza vitezelor se cunosc v, , Vg, , Vitezele unghiulare @, , w,.
Distributia acceleratiilor pentru fiecare element este prezentatd in fig.11.3.

Fig.11.3

Acceleratiile unghiulare se determina derivand in raport cu timpul vitezele
unghiulare date de relatiile (11.25) si (11.26):

Wy =Wy W=y & =&y (11.48)
;=0 =@y £ =6 (11.49)
Acceleratia centrului culisei B care apartine elementului AB se poate
exprima prin relatia vectoriala:
ag =3 +ag, = +ap, +ag; (11.50)
in care @g; este acceleratia punctului B in raport cu A, ; componentele acesteia sunt
determinate de relatiile scalare:

ay;, =—ofl (11.51) ag, =&l (11.52)
Pentru acceleratia culisei B apartinand elementului A,B relatia vectoriala este:
ag =ap, +agy (11.53)
Se detaliazd mai intai acceleratia culisei A, :
app = 8gp +8pr + 8t +8zc0r (11.54)

in care se cunosc componentele normala si tangentiala ale acceleratiei de transport
si acceleratia Coriolis:
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Se detaliazd in continuare acceleratia culisei B in raport cu A, :
dgp = agpr +appt +8p2cor (11.58)

in care se cunosc componentele normala si tangentiald alrr acceleratiei de transport
si acceleratia Coriolis:

Ay =—ws 1y (11.59)  aSy, =&,l, (11.60) agyer =2a,Vgyr (11.61)
Necunoscute sunt acceleratiile relative a,, si ag,, . Pentru determinarea lor se
egaleaza relatiile (11.50) si (11.53) si se izoleaza acestea:

Ay, +8gy, =AA (11.62)
Termenul auxiliar Aa include toate acceleratiile cunoscute:
A& = (8 —agp) +agy — (8 +azcor ) — (B2t +3p2cor) (11.63)

Se dezvoltd aceasta relatie vectoriala la nivel matriceal si scalar:
Aa =(a; —ag,) + 10ty -8g; — IOt 5 - (A +@zc0r) —FOt 5 - (Aot +8p2cor ) (11.64)

[Aax} _ {alx — a1y } . |:Cpsa1 —sin al} ‘ {agl} ~
Aay | "|ayy —agyy | |sina; cosay | |ag,
_[cos(p2 —sin goz] ay _[cosag2 —sinaz] ag,
sing,  COSQ, | | al, +ay.,, sina,  €Osa, | | ag, +ager
Aay = (ay, —g1y) + (g, COSty —agy Sin ) —[a; COSP, —(ag; +Ageer ) SINQ,] - (11.66)

—[ag, cosa, — (g, +agyeyr ) SN, ]

Aay =(a;, —ag)+ (apy Sinay +ag; Cosey) [ Sin @, + (8 +ae0r ) COSP, ] - (11.67)
—[agzsina, +(ag; +agacer )OS, ]
Ecuatia vectoriala (11.62) se transpune sub forma matriceala:
rot,, -ay, +rot,, -agy =Aa (11.68)

cosp, —sin a cosa, —sina, | [a Aa
9302 P2 | | Qor | | LD 2|.|9%B2r | _ X (11.69)
sing, Ccosy, 0 sina, cosa, 0 Aa,
Se Inmulteste aceastd ecuatie cu transpusa matricii de rotatie a unghiului ¢ .

(11.65)

rOty,, - 1ot -y, + 10ty - FOt,, <@gy, =rOt;, - AV (11.70)
Tinand cont si de relatia (11.15) se obtine:
8, +10t,, -agy, =IOt;,y - AV (11.72)

Bor | [ €08y, —SiNyz | [8gar || COSpp Singy | |\ AVl gy o)
0 siny, cosy, | |0 —sing, cosp, | | Av,

ay, +agy, COSy, = Aa, COS@, + Aa, Sin g,
' s - Y (11.73)
agyr SNy, =—Aa, sin g, + Aa, Cosp,
Din cea de a doua ecuatie se determina:
—Aa, sing, + Aa, CoS
TP S s Rt (11.74)
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In continuare se determina din prima ecuatie:
Ay, =Aa, CoSp, +Aay, sing, —agy, C0Sy;

(11.75)

Acceleratia punctului B se poate calcula din relatia vectoriala (11.50):

55 = 51 + aBl
aB = al + I’Otal ‘aBl

apx | | ux J{cosal —sinal} ag;
agy ay sina; CoSay al;

ap, =a;, +ank; COSa; —ag, Sina
Bx = d1x Tdp1 17981 1 (11.79) ag = a§x+aéy

ap, =&y +ag; Sinay +ap; COSay

11.4 Algoritmul de calcul

(11.76)
(11.77)

(11.78)

(11.80)

Analiza pozitionala

1 | sina, =sing, cosy, +Cosy, Sin y,
2 | COsa, =C0S@, COSy, —Sing,Siny,
3 | sing; =sina, cosf —cosa,sin f
4 | cosay =C0sa,Cosp+sina,sin g
5 | AX=Xq—Xpy +1;C08q
6 | Ay=y1—Yo2 +liSiney
7 | I, =(=Axsing, + Aycosp,)/siny,
8 | lop =Axcose, +Aysing, —1, cosy,
9 | Xg =X+l cosey
10 | Xg =Xq +1;CcOsry
Analiza vitezelor
11| oy =y
12| o=,
13 | Ve =aily
14 | Vot = app oy
15 | Vgt =anl,
16 | AV, =V, —Vgoy + Vo SIN@y — Vg SNy + Vot SNty
17 | AVy =Vqy —Vopy — Vo COS@, + Vg COSay — Vg COSQ,
18 | Vgor = (-AVsing, + Av, cosgp,)/sin y,
19 | Var =Av, COS@, + AV, Sing, —Vgy, COSy,
20 | Vgy =Vix —Vp1Sina
21 | Vgy =Viy +Vg; COSay
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Analiza acceleratiilor

22 | & =¢&p

23| &1=¢&,

24 | ag, =-ofl,

25| ag =&l

26 | ay =—wp s

21 | ag =&l

28 | Ayeor =20pVor

29 | agy =-aj 1,

30 | agy =51

31 | @pacor =20yVoy

32 Aa, = (ay, —agy,) + (ah; COSa; —ag sinay) —[ay, CoSp, — (a5 +ayq, )SINP,]—
—[aa cosa; —(ag; +8gcor)SiN ;)

33 Aay =(3yy —oy) + (ag; Siney +ag; CoSay ) —[az Sin @, + (ag; + 8¢ ) COSP,]
—[ag, sina, +(ag; +agoey ) COSA,]

34 | agy, =(-Aaysing, +Aa, cosg,)/siny,

35 | @y =Aa, cosg, +Aay sing, —ag,, COSy,

36 | ag, =aj, +ay; Cosay —ag; siney

37 | agy =&, +ag; Sinay +ag; Cosa;

Yy
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12 DIADATTR

12.1 Analiza pozitionala

Date: Ty (Xo1,Yo1)» T2 (X2, Y2) . o @, 710 B Ky =%1
Cerute: ay, &y, Il , IOl

Caz particular: 1, =0
Reprezentarea graficd a diadei TTR este data in fig.12.1

(0] X

Fig.12.1
Pentru unghiurile fixe ale diadei, respectiv unghiul g dintre elemente si
unghiul y; facut de elementul 1 al diadei cu suportul de alunecare al culisei A; se
introduc relatiile:

B=k;-abs(p) 1=k, -abs(y;) (12.1)
in care k; si k, au valoarea +1 daca unghiurile respective sunt pozitive (in sens
trigonometric) si —1 daca sunt negative (in sens orar). Se observa ca diada nu este
definitd daca y; =0.

Unghiul de pozitie al elementului 1 se determind imediat din relatiile:

ammen 2 [maThacm ey
Pornind de la relatia generald f=a, —a; se calculeazd unghiul de pozitie al
elementului 2:

ay=oq+pf (12.4)

{sin o, =sinay Cosf +cosa, Sin (12.5)

COSa, =C0S; COSPB —sine, sin S
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Celelalte necunoscute ale analizei pozitionale sunt lungimile |; si ly; . Pentru

determinarea acestora se porneste de la relatia vectoriala care defineste pozitia
punctului B pe cele doud elemente:

Termenii cunoscuti din aceasta relatie se grupeaza in vectorul auxiliar AT :
Ar_-:rz —F()1+AzB (127)
Se dezvolta aceasta relatie la nivel matriceal si scalar:
Ar:rz —I’01+I’Ota2 'L2 (128)
AX X —si |
%2 Xo1 + C-OSO.’Z sina, | | 12 (12.9)
Ay Y Yo1 Sina, COSa, 0
{Ax =X, =g +1, COSa (12.10)
Ay =Y, = Yo Tl sine,
Cu termenii care contin cele doud necunoscute se formeaza ecuatia:
O,A + AB=AF (12.11)
COSpy =singy | |y | cosn =siney | | _| A (12.13)
sing, cosg, | |0 sina; cosey | |0 ] |Ay

Se inmulteste aceastd ecuatie cu transpusa matricii de rotatie a unghiului ¢; .
rOtEDl . I’Otm . LOl + r0t§01 . rOtal . Ll = rOttpl . Al‘ (1214)

Din relatia (12.2) se observa ca «; —¢; = y4 (fig.12.1). Utilizand notatiile simbolice
ale matricilor de rotatie, inmultirea mentionata conduce la urmatoarele rezultate:

roty, -rot,; =1 roty, -rot,; =rot,; , =rot,;  (12.15)
Cu aceste precizari, ecuatia (12.14) devine:

[IOl}{c_os;/l —sinyl]{ll}:[co_s% sin(ol]{Ax} (12.17)
0 siny; cosy; | |0 ] |-sing, cosg | | Ay

Din aceasta se obtine sistemul de ecuatii scalare:

{Im +11 cOsyy = Axcosg; + Aysingy (12.18)
I, sin y; =—AXsin ¢, + Ay cose;
Din aceste ecuatii se determina:
I, = —AXsin (/J'1+AyCOS(p1 (12.19)
siny,
lo1 = Axcose, + Aysing, —1; cosy, (12.20)

Se poate observa ca determinarea nu este posibild daca unghiul y; este nul.
Pozitia punctului B se calculeaza din a doua parte a relatiei (12.6):

FB = r_'z —+ AzB (1221) I’B = I’2 + Raz . L2 (1222)



CINEMATICA MECANISMELOR PLANE 81

Y |
xe |_[% J{cps% sin 052] 2 (12.23)
Ve Yy sina, cosa, | |0
Xg =X +1, COsa, (12.24)

12.2 Analiza vitezelor
Date: Yy (Voix:Vory) » V2 (VaxsVay), @y
Cerute: vitezele unghiulare @y si @, vy, Vgir, Vg (Vax,Vay) -

Din analiza pozitionald se cunosc lgq , |1, unghiurile o, a,

Distributia vitezelor pentru fiecare element este prezentata in fig.12.2.

Fig.12.2

Vitezele unghiulare se determind derivand in raport cu timpul relatiile
unghiulare (12.2) si (12.4):
=@ty o=@ty o=y (12.25)
ay=a1+f  ary=d+f o= (12.26)
in care unghiurile y; si £ sunt constante.
Viteza culisei B in miscare pe elementul 1 se poate exprima prin relatia:

Viteza absoluta V; a culisei A si viteza culisei B fata de A; au expresiile:
Viteza absoluta a centrului culisei B apartinand elementului 2 este:
VB = \72 + \782 (1230)

Vitezele cunoscute au relatiile de calcul:
Vi = ey log (12.31) Ve =@l (12.32) Vga =y l,  (12.33)
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Sunt necunoscute vitezele relative vy, si vg,, . Pentru determinarea acestora

se egaleaza expresiile (12.27) si (12.30) de mai sus si se regrupeaza termenii dupa
cum urmeaza:

Vir +Vpyr = AV (12.34)
in care AV include toti termenii cunoscuti:
AV =V —V; —Vyy —Viys + Vo (12.35)
Forma matriceald si scalara a acestei relatii este:
AV =V, —Vgy —FOt - Vyg —FOt ;1 - Vg + 10t 5 - Vi, (12.36)

AVy | | Vox —Voix | | COS@y —sing; | | O |
Avy || Vay =Vory | [Sing; cospy || Vy

. ; (12.37)
_|cosa; —sina; 0 | C0sa, —sina, 0
Sina;  cosey | | Vi sina, CcoSa, | |Vgo
AV, =Vyy — Vo1, + Vi SNy +Vgq; SIN@q — Vo SiNQy (12.38)
AVy = sz _V01y _Vlt COS(D]_ _VBlt COSal +V52t COSa2 '

Ecuatia vectoriala (12.34) are forma matriceala:
rot,; - Vi +10t 5 - Vg = AV (12.39)

i i AV
COS@l Sin 2 . Vll’ " Cf)Sal Sin (24} . VBlI’ _ X (1240)
sing, cosg, 0 sing; cosay 0 Avy

Se inmulteste aceastd ecuatie cu transpusa matricii de rotatie a unghiului ¢; .

FOty,y - TOt, - Vq, + 1Oty - TOt,g - Vg, = 1Ot - AV (12.41)

Tinand cont si de relatia (12.15) se obtine:
Vip + 10t Vg, =rot,,; - Av (12.42)

Vir || €OSy; =Sinyy | | Vear | _ Cosgy sing, | | Av, (12.43)
0 siny; cosy; | |0 —sing, cosgy | | Avy '

Vir + Vg1 COSyq = AV, COS@y + AV Sin gy (12.44)
Vg1 SiNyy =—Avy sing; + Av, cosg; '
Din cea de a doua ecuatie se determina:
—Av, sing, + Av, cos
Vgyy = AT Ry B (12.45)
siny,
In continuare se determina din prima ecuatie:
Vir = AV, COS@; + AV, Sin @y —Vgy, COSy; (12.46)
Viteza punctului B se determina din rel.(12.30) pusa sub forma matriceala:
Vg =V, +10t,5 - Vpgs (12.47)
Ve | _ | Vax N Cosar, —sina, | 0 (12.48)
Vey | |V2y | |Sina, cosa, | |Vga

Vgy =Voy — Vg Sina, ey
{Vsy —Vyy Vg Cosa,  (1249) Vg = |VE V3,  (1250)
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12.3 Analiza acceleratiilor
Date: ay; (Apix:o1y), 32 (Ax,82y)+ o1
Cerute: acceleratiile unghiulare &1 si €5, a5, agy,, ag(apy apy) -

Din analiza vitezelor se cunosc v, , Vg, , Vitezele unghiulare @, , @,.
Distributia acceleratiilor pentru fiecare element este prezentatd in fig.12.3.

dg

Icor

Fig.12.3

Acceleratiile unghiulare se determina derivand in raport cu timpul vitezele
unghiulare date de relatiile (12.25) si (12.26):

W =y @ = ayy &1 =&n (12.51)
Q=0 =0 H=é (12.52)
Acceleratia culisei B in miscare pe elementul 1 se poate exprima prin relatia:
55 = 51 + aBl (1253)
Acceleratia absoluta a; a culisei A; si acceleratia culisei B fata de A; au expresiile:
a =8+, +a; +a (12.54) a =ay +ag (12.55)
dp; =apyr +3py + Apreor  (12.56) py =apy +agy  (12.57)

Acceleratiile cunoscute din aceste expresii au relatiile de calcul:
af =—aglps(1258)  af =gy lyy  (1259) @y =2a0; Yy, (12.60)
Acceleratia absoluta a centrului culisei B apartindnd elementului 2 este:
ag =a, +ag, (12.64) ag, =ap, +apy (12.65)
Acceleratiile cunoscute din aceasta expresie au relatiile de calcul:
ay, =—a?l, (12.66) ag, =51,  (12.67)
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Se egaleaza acceleratiile punctului B din (12.53) si (12. 64) si se izoleaza cele
doua necunoscute, respectiv acceleratiile relative a;, si ag;,

alr + aBlr = Aa (1268)
Termenul auxiliar Aa include toate acceleratiile cunoscute:
Aa = (8, —8p;) — (ay +1c0r) — (Ap1t +p1cor) +3p2 (12.69)

Aa =(a, —agy) —rot ;- (ay +ajc0r) ~FOt 41 - (A1t +@B1cor ) + MOt 45 -8B, (12.70)

[Aax}{aﬂ—a@lx}[cgs% —sin(pl] ap |
Aay || @y —agy, || sing, cospy || af vy,

_ _ (12.71)
~ [c_osag1 —sin al} ‘ ap1t N {cpsaz —sin 062} | ag,
sinay  cosay | |al, +ag,, | LSN@ COSa, | |al,
Aay = (85 —ag1x) —[81; COSQy — (af; +8100r)SIN 1]~ 12.72)
—[agy; Cosay — (agy; +8g1cor)SIN ]+ (g, COS@, —ag, SiNALy)
Aa = (ayy —ag1,) —[ag; Sin @y +(ag; +836r ) COSP ]~ (12.73)

—[agy Sinay + (ag1; + g1eor ) COS; 1+ (@g, SN, +ag, COSAy)
Ecuatia vectoriala (12.68) se transpune sub forma matriceala:
rot,,, -aj, +rot,; -ag; =Aa (12.74)

COSpy —SiN@y | @y, | | COSay —SiNey | |8y |_ Aay (12.75)
sing, cosg, 0 sing; cosa; 0 Aay
Se inmulteste aceastd ecuatie cu transpusa matricii de rotatie a unghiului ¢ .
FOty, - rot,; -ay, +rot,; -rot,; -ag;, =rot;, -Aa (12.76)

Tinand cont si de relatia (12.15) se obtine:
ay +r0t,; -ag;, =rot,, -Aa (12.77)

8 |, | COSy1 —siny; | | agyr |_| COSpp  singy | | Aay (12.78)
0 siny; cosy, 0 —sing, cosg, | | Aay '

y, +agy, COSy; =Aa, Cospy +Aa, sing, (12.79)
agyy SiNyy =—Aa, sing, +Aa, cosy, '
Din cea de a doua ecuatie se determina:
—Aa, sing; + Aa, cosg
agy = — S (12.80)
sin y;
In continuare se determina din prima ecuatie:
a;, =Aa, cosg; +Aa, sing; —ag;, COSy; (12.81)

Acceleratia punctului B se poate calcula din relatia vectoriala (12.64):
ag =a, +ag; (12.82) ag =a, +rot,,-ag, (12.83)

Ay | _|8ax |, |COS@, —SiNa, | | agy (12.84)
agy ayy sina,  COSa, ag, '
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=a,, +ap, COSa, —ag, Sina, > 2
(1285) aB = aBX + aBy

=ay, +ap, Sina, +ag, Cosa,

12.4 Algoritmul de calcul

(12.86)

Analiza pozitionala

1 | singy =sing; CoSy; +COoSe; Sin ¥,
2 | COsay =CO0S@; COSy; —Sing, siny;
3 | sina, =sinay cosp+cosa, sin
4 | cosa, =C0Say CoSS—sinay sin S
5 | AX=Xy —Xg +1,COsr5
6 | Ay=Y, Yo +lsine,
7 | l; =(=Axsing, + Aycose,)/siny;
8 | lp =Axcosg, +Aysing, —1; cosy,
9 | Xg=X,+|,c05,
10 | yg =Y, +1rsina,
Analiza vitezelor

11| o =wn
12 | w, =y
13 | vir =y log
14 | vgpr = ly
15| Vgor = 1,
16 | AV, =Vy, — Vg1 + Vi SNy + Vg SNy — Vo SiNy
17 | AVy =V, —Vo1y = Vq; COS®; —Vpy; COSay + gy COSa,
18 | Vgir =(-Av,singy +Avy cosg,) [siny;
19 | Vir = Av, COS@y + AV Sin @) — Vg, COSy,
20 | Vgy =Vyy —VgoSina,
21 | Vgy =Vpy +Vp, COSa,

Analiza acceleratiilor
22 | &1=¢&n
23| &=
24 | ay =—axilny
25 | ay =&l
26 | Ayor = 2C‘)Ol Vir
27 | agy =-af )
28 | agy =&l
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29 | agieor =21 Vpyy
30 | ap, =-ajl,
31| ag =5,
32 Aay = (ay, —ag1y) —[ag; COS@y —(ag; +ay0, ) SiN Q] -
—[agy; COsary — (A +apacor) SiN 1]+ (8, COS, — g SiN @)
33 Aay = (3, —3g1y) —[a3; SNy + (ag; + 8101 ) COSP1] -
~[agy sinoy +(afy +gicor ) COSay ]+ (ak, Sinar, +ag, COSar, )
34 | agy =(-Aa,sing, +Aa, cose,)/sin y;
35 | &, =Aa,cosg; + Aay sing; —ag, COSy,
36 | ag, =a,, +ay, Cosa, —ag, sina,
37 | agy =a,, +ap,Sina, +ag, Cosa,




